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CHOIX DES SOLUTIONS PaRTICULIERZS A SYMITRIE AXIALE
A ¢ 7
EN RELATIVITE GENERALE

par KICHENASSLITY

Yous donnons d'abord une méthode générale de détermination des solutions parti-

culiéres des théories relativistes & 4 dimensions, la méthode des transformées

infinitésimales. Nous appliquons ensuite cette méthode au cas ol 1 '‘'espace-temps
posséde la symétrie axiale., Cela nous conduit naturellement & faire quelques

remarques sur les solutions a symétrie axiale antérieurement utilisées.

1. Mécessité 4A'élaborer la méthode des trunsformdes.

L'élément primitif de la Relativité générale 2ot une varidté V

structure de veridté différenticble de classe G- , c?

partout de type hyperbolique normal. Cette

A doude d'une

por morceaux et munie
dq 4 . . Y 2
une métrique riemannienne ds

nétrique est dite régulidre si elle cdmet sur V4 des composantes th de
9 . . -~ ol
classe C' , C° par morceaux. Soit, dans un systéme de coordonndes loceles (x )
2 X A g
(1) ds® = o B dx~ dax v,
Les ?Qx sont dits les potentiels de gravitation par le systéme des coordonnées
envisagé.

On appelle moddle d'univers, une variété V4 munie d'une métrique riemannienne

partout régulicre et satisfaisant cux conditions suivantes :

°

1. Dans des domgines De vides d'énergie, 1la métrique est régulidre et satisfait

aux équations d'Einstein du cas extérieur :

(2a) g =0

o~
SA

-3

2. Dans des domaines Dy limités par des hypersurfaces-frontiéres S et ren-
fermant une distribution énergétique déecrite par T g la métrique est régu~

%

Einstein du cos intérieur

e

liére et satisfait aux équations &

(2b) S?.‘*’Z ) :XT"’ 2 *

-
b
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3. 4 la troversde des hypersurfaces S , les potentiels ot leurs dérivées

premitéres sont continues conformément ~ux conditions de raccordement,

Les équations d'Einstein (2) déterminent la métrique d'une meniérc vhysiquement
unique. Cependant, la construction effective d'un mod2le d'univers dans le cas
général se révele difficile.

Les mod&les d'univers obtenus corresnondent & des distributions énergétiques
traduisant des réalités physiques simnles et permettant d'attribuer a priori
telle ou telle nropriété géométrique a V4 ct telle ou telle forme particulié-
rement simple a la métrique dans V

Ainsi, une messe isolde fixe crée un champ steatique & symétrie sphérique

b4
deux masses fixes, cn admnettant qu'elles puissent coexister cn équilibre sans

graviter, créent un champ statique & symétrie axiale.

Mais la maniére dont ces différents champs sont déterminés est peu convaincante

.
b

on s'apergoit notamment que les différentes symétries sont 3éfinies non dans

1'espace~temps, mais dans un espace cuclidien auxiliaire rapporté aux mémes
’
coordonnées.

C'est pour échapper & cette difficulté et pour attribuer de la maniére la plus
naturelle, la symétrie S 2 V4 que nous provosons la méthode des transformées
infinitésimales, ainsi appelée en raison de 1l'instrument mathématique utilisé,

la dérivée de Lie ou la transformée infinitésimale.

2. La méthode des transformées.

L'idée directrice de cette méthole nait de la remarque suivante : vour attribuer

une propriété géométrique a V4 on 1'identifie en chacun de ses points & 1'espace
vectoriel localement tangent du type de lMinkowski,
On définit donc la symétrie S de V4 de la manierc suivante :

1. Choix des coordonnées locales, — Soit U un voisinage de V

;5 on le
rapporte & un systéme de coordonnées locales privilégides

.

"adaptées" & S . Les coordonndes (y°)

lorsque lo symétrie S

(y™) que 1'on dit

sont per exemnle (r , =, & , t)

est la symétrie sphérique. On peut munir ce voisinage U :

a. d'une métrique minkowskienne :

=2 x
(3) . ds™ = ?{ B

3 v
2
S
#
(2
<
w0
-
5
n
[u
jov]
w
-
>

b. d'une métrique riemannienne :

°



7-03

(4) as® = ?{db e ay™ ayP

2. Choix d'un groupe local. - Le grounc locul G qui conserve la forme du ds

(3) est isomorphe & un sous-sroupc du groupe de Lorentz. I1 neut &tre supposé
-

engendqé par un champ de vecteurs (’ﬁ) . Lec tenseur YLL P cst donc conservé

par (§) , ce que 1'on exprine nar :

S
(5) ~(T) =0

)_. b ‘ . P
oy - -2

},(g) est la dérivée de Liec ou la transformée infinitédsimalc par (S) .

Rappelons que la dérivée de Lie d'une forme & valeurs dens un espace vectoriel

se calcule oisément grice & la formule fondumentale de A, LICHNTROWICZ

(6) UM =) asai(s)

. ~F

d est 1'0péqgteur de dérivation extéricure, i( ¥) 1'opérateur produit inté-
\r,

rieur par ('S) . On a per exemple ¢

-
(g

(7) SZE(S) & = 5 3_a + 2 d

p = ol oG P .3‘ * as*q% d_.g

agip est un tenseur deux fois covariant.

3. Passage du local au global. ~ Dans certaines conditions que nous n'expli-
citons pas ici, on peut supposer que le champ de vecteurs (§) déterminé
var (5) engendre un groupe Ae transformations globalos GS . Nous supposerons
dans la suite, ces conditions toujours réalisdos.

4, Définition de la symétric S de V

S si sa mdtrique est invarisnte par le grounc des transformations globales G

c'est-a~dire si 1l'on a :

:ij ;’ i =0
(8) () 7, B

EXEMPLE, ~ Ainsi, soit & déterminer leo métrique globale >(d 2 A symétrie
sphérique.

a. On rapporte V4 4 un systime de coordonndes locales (r , C, %‘, t) .
b. Le groupe local Gs est celui qui conserve la forme du 552 suivant :
(9) . ds® = ~ dr® - r2(d 67 + sin® m{'z) + at?

-
et le champ de vecteurs (g) cherché satisfait & (5).

4 La varidté V4 posséde la symétrie

2

s H
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—
c. On suppose les conditions réalisées vour que cc champ de vecteurs ( 5)

engendre un groupe de transformetions globales G

-

d. La métrique & symétrie sphérique est alors “4terminde var (9).

7

REMARQUE 1, -~ Si la métrique de V4 possede la symétrie S , toute autre
grandeur géométrique se déduisant de cette métrique posséde également la symétrie

S . Cela . découle daos propriétés suivantes de la dérivde e Lie
o o, =
(g)ya-a A.’(g) =0

ez - ST B .;
S(E) b8ty =t @ (E) by« () 6 88,

{

-~ = o~
;;f(fs) rJ=T M2(F)JT.

REMARQUE 2, - La détermination précédente de la métrique cst adantée au cas
général non-statique. En revanche, dans le cas statique ol la métrique est
indépendante de t , la symétrie S de V

A est déterminéc en postulant 1'inva~

riance de lo métrique par le groupe des transformations globeles qui conservent
—— s s .

la forme du ds 2 euclidien suivant :

%2

(10) ds :}7ijdyldy3 i,3=1,2,23)

o 2 s .
3+ Remarques sur les ds a4 symétrie axiale (au sens usucl).

Avent d'appliquer le méthode des tranasformées a la symétrie axiale en
2
Relativité géndérale, il convient de fzire quelques remcrques sur les ds” &
symétrie axiale antérieurement utilisés,

1. Définition de la symétrie axiale (au sens usuel). — Considérons un axe,

les plans 1| passant par cet axe sont repérés par un angle ﬁ) . Si tous 1les
plans T sont équivalents et constituent des plans de symétrie c'cst-a-dire

si les potentiels ne dépvendent pas de l? et si d:f ne figure dens le d32

que par son ccrrd on dit que le modele d4'univers correspondant cst a symétrie

axiale,

Dans cette définition, on admet donc 2 priori 1'existence dans 1'espace-temps,
d'un axe global de révolution et 1la possibilité de repérer des angles avant
toute détermination de la métrique globale.

2 . N . . 4 R . N rys
2. les ds stotiques & symétrie exisle. — Tous los ds statiques a symétrie

. . m s 2
axiale antérieurement utilisés peuvent 3tre ramends zu ds”~ de J. Chazy :

~ ) — v . . )(’
(11) as< = e2\§ at? - e Ver d\{z + &2 ~(dr2 + &zz) ]
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Les équations du cas extérieur donnent @

of
dr

Q o/

*34 0
ulcy
+

e ] iw

Q/
]

d

SEo .Ji _.(_J_t)]
3%

s s‘tzr\r

2. 2
2{ Al LR R SRR

régulier conformément a l'axiomatique de la Relativité.
Dans ce czs, d'aprés deux théorémes
b4 :

a. Supposons “F

bien connus sur les fonctions harmo-
niques dans une variété riemannionne,l'équation [l‘f =0 oxige

°
°

\{"‘ = Cte
et par suite g

It

Cte .

2 3 ~ [3 . 3 Ve £3 .
Les ds statiques & symétrie axiale partout réguliers se réduisent donc &

des d52 euclidiens.,.

b. Supposons %) non partout régulier., On peut alors interpréter les singula-

rités du champ extérieur comme représentant des liaisons A appliquer aux deux

masses pour leur permettre de ne pas graviter. On sait que H. WEYL, en étudiant

ce systéme des tensions, a obtenu un résultat d'un intérdt physique certain :

1'effot ‘global de ces tensions sur l'un des corps est une attraction donnée

approximativement par la loi de Newton.

3. Les d32 non-statiques & symétrie axiale. — Il semble que ces d82

pondent & des solutions particulisres du probléme de
correspondent au cas

ligne droite.

corres—
n corps ¢ celles qui

oll, en mécenique newtonienne, les corps se meuvent en

. ’ ’ 3 2
Les ds considérés antérieurement sont le ds
2

4A'Einstein-Roscn et le
ds de J. Delsarte.

a. Le d52 d4'Einstein-Rosen :

(12) ds® = ~ 2 W az? - 2 o2 d\gz 2té(dr2 - dtz)

—

s'il est partout régulier et & comportement asymototique euclidicn n'est vas
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partout localement euclidien. Pour cette raison, il avait été rejeté ; mais il

semble qu'il puisse ccpendant &tre d'une certaine utilité dans 1'étudc des
radiations gravitationnelles.

b. Le d32 de J. Delsarte admet également le groupe d'isométries & un para-

nétre introduisant 1l'indépendance des potentiels par rapport & <« ; il suppose

en outre que les trajectoires dec ce groupe forment une congeucnce de normales.
Ce ds® s'derit :

{

(13) d§2}:~ L ) ) 3dX2 + (X3 + pX + q) dY2 + (T3 + pT + q) dz2 - 1 de %

(X-T)* \ £ +pX+q T +pT+q

Y ou Z pouvant étre pris pour LY .

3 2 N » s
Nous nous proposons maintenant de comparcer ces ds 3 symétrie axiale (au
sens usuel) avec ceux fournis par la méthode des transformées.

4, La méthode des transformées et la symétrie axiale.

1, Définition. ~ Les champs de veccteurs ("g) générateurs de la symétrie
axiale sont ceux qui conservent la méme forme :

°

—2 .
a. au ds suivant 3

(14) A §§2 = - dr2 - r2 d fz - d22 + dt2

dans le cas non-statique ;

b. au d5*% suivant
(15) 35*2 = dr2 + r2 o %2 + dzz
dans le cas statique.

-
c. Nous avons envisagé également un cas statique de révolution, ( g) laissant

. « 2 .
invariante dans ce cas, la forme du ds d'une surface de rivolution z = f(r) :

(16) d32 = (1 + frz) dr2 + r2 a ?2

Nous nous sormmes contentés dans chacun de ces cas, de choisir des solutions

particulieres des équations (5). Nous avons obtenu les champs de vecteurs suivants :

" 2.a. Cas statique

o) le champ de vecteurs singulier pour r = O et dépendont de 4 paramétres

A .
(17) §'=(AZ+B) sin ¢ Szzfﬁ%gcosqq-c 'Sj:-Arsinu”f+D



707

P) le champ de vecteurs régulier obtenu & r = Cte (=1) et dépendant de 3

paramétres @

(18) Tt=0

-0

¥) le champ de vecteurs & un paramdtre :

(19) §E'=0

—~2 _ 3_

<< = (Az + B) 'S_-.aqwfc
2 _ 3 _

= = C T =0 .

~

Nous appelons les symétrics engendrées par (17), (18), (19) respectivement

par symétrie axiale statique généralisée, symétrie axiale statique, symétrie

axiale statique restreinte (au sens de la méthode des transformdes),

2.b. Cas statique de révolution :

) le champ de vecteurs (19) ;

B) le champ de vecteurs singulier & 3 paramétres :

(20) '

o

- -

-3
D

___1:5___ cos(V K 4 + B)
\/;;2 + K ‘
S S sin(\f‘f'f+ B) + C
r\{ X / mr

0O ol XK >0,

¥) le champ de vecteurs singulier a 3 paramétres :

(21) !

2.c. Cas non-gtatique :

Lt enfV X g&u B)
e —
vmr + K
- A sh({ ~ K % +B) +C
—=xf_ 2 .
r VKV e + ¥

0 ou K <O .

o) le chemp de vecteurs singulier & 5 parcmétres :

(22)

o
i

)

N

oy

4

(Waa! (Waa!

La symétrie engendrée par

(Az + B) t sin (?

Az + B t cos ? + C

— Art sin({ + D
(Az+B)rsian+G.

(22) est 1a symétric axisle non-statique généralisée.
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P) 1le champ de vecteurs régulier & 4 peramétres :
(23) TS':O 32:1"}. EB:Bt+C —34:Bz+D.

La symétrie cngendrée por (23) cst 1o symétrie axiale non-statique restreinte.

a . 2 . . ,
3. Comparaison des ds a symétrie axiale (zu sens usuel) avec ceux fournis
par la méthode des transformées.

a. On constete que le dsz de J. Chezy ne jouit au scns ‘e la méthode des

transformées que de la symétrie axiale statique restreinte. Or, nous avons vu
* . . . ’, - , . 2
que l'exiomatique de lo relativité ne pormet pas la considération de ces ds
. N . . . 2 . .
statiques & symétriec axiale. Il cst vrai que des ds® singuliers gardent un

certain intérét du point de vue physique.

2 . , . .
b, Quant aux ds” non-statiques, nous on wvons formé deux particuliérement

simples dans 1'hypothésc généralement admise d'un tenseur métrique diagonal
o) 1'un est & symétrie axiale non-statique restreinte :
(24) as® = = A% ar® - P ay® - V3(a® - at?)

A, p- et VY sont des fonctions de r , ot ? :

) = [(Bz + D)? = (3t + ©)?]

On constate que les ds? (12) ot (13) non-statiques & symétrie oxisle (au sens

usuel) ne se raménent pas & (24). Ils ne sont donc pas & symétrie axiale restreinte
au sens de la méthode des transformées.

D'autre part, les équations “u cas extérieur conduisent & admettre 1'indépendance

des ?f% y Por rapport a Y) . Le as” (24) se réduit donc a un ds° statique.

2 N . . . . .
P) 1'autre ds® cst & symétrie axiale non-statique généralisée ; nous avons
d'ailleurs particularisé le champ de vecteurs (22) en posant :

C=D=G=0.

2 .
Le A4ds a alors le forme suivante

2 _uly) ! 2 2 L2 2 2
(25) ds _m z—-dr r®ay + dt

i

%{ [(AZ + 3)2 + ;'12 tzj

Les ds> (12) et (13) non-statiques & symétrie axiale (2u sens usuel) ne sont
pas de la forme (25).
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Cos ds® (12) ct (13) ne sont donc pas en accord av:c 1l méthode des trans—

formées.

D'autre part, les -équations du cas extéricur montrent que le d52 (25) se
réduit & un As> euclidien.

5. Nous avons vu que les d52 particuliers fournis par la méthode des trans-—

I d . V4 . . S 2
fornces dans le cas non-stotique se réduisent soit & des ds

stotiques, soit
a des ds2

euclidiens. Des recherches ultérieures devront préciser si, dans
des hypotheéses plus générales, la méthode des transformdes peut fournir ou non
des ds” non~statiques A symétrie axiale.

I1 semble que 1o symétrie axiale ne puisse pas avoir une traduction facile
en Relutivité générale,

Remarquons d'autre part que 1'emploi d'un systéme de coordonndes privilégides

pour traduire une symétrie S de la variété fondementale restreint considéra-—

blement la portée de le méthode des transformdes.



