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Séminaire JANET 7-01
(Mécanique analytique et Mécanique céleste)
4e annéde, 1960/61, n°® 7 11 mars 1961

STABILITE STRUCTURELIE

par Ivan KUPKA

le Introduction.

La notion de stabilitéd structurelle a &té ddgagbe des études sur les systémes
différentiels non linéaires commencées aux environs de 1880 par POINGARé, repri-
ses vers 1920 par VAN DER POL. En effet, il était vite apparu qu'mntre les systé-
mes différentiels lindaires étudiés précédemment et les systémes différentiels
non lindaires il existait une différence essentielle : alors que, pour les
systémes lindaires, une théorie générale éteit possible, il n’en nt*était plus
einsi pour les systémes non lindaires. Aussi a'est-on proposé le prcbléme suivant
dégager une classe aussi large que possible de systémes non linéaires considérés
comme intéressants pour laquelle une théorie générale est possible.

La premidre difficulté est de définir les systémes "intéressents". Les systémes
non lindaires interviennent surtout en physique. Aussi un systéme "intéressant"
geram~t-il un systéme qui déerit l'évolution d'un systéme matériel. On peut assez
facilement indiquer ume propriété trés importonte de ces systémes différentiels 3
les donndes numériques d'un systéme physique ne sont jamais connues exactement,
mais soulement & une approximation aussi bonne qu'on le veut. Per conséquent ce
quton connait ce n'est pas le systéme différenticl exect régissant 1'évolution du
systéme metériel, mais un systéme approché aussi voisin qu'on le voudra. Pour que
lton puisse dire quoi que ce soit sur 1'évolution du systéme, il faut que l'allure
qualitative dans le plan-des phas~a i 1l'ensemble des solutions du systéme exact

déerivent des évolutions réelles du systéme matériel ressemble & celle de l'ensem-

ble des solutions du systéme approché, et que la solution du systéme exact cor-
respondant & un ensemble de conditions initiales données soit voisine & tout
instant de la solution du systéme spproché correspondant 2 un ensemble de condi-
tions initiales voisines. Ces propriétés sont des propriétés de stabilité.

Avent de donner une formulation mathématique, nous allons voir sur des cxemples
ce qui peut se produires
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2. Exemples élémentaires.

As Oscillateur hermonique & un degré de liberté x e

Equation régissant l'oscilleteur : % + w2 x =0 + -~ On peut classiquement trans-

former cette équation en un systéme, en introduisant 1'inconnue y = % b

Le systéme régissant 1'oscillateur harmonique est le suivant ¢

ax
-a%-::wy

%%:-w,x .

Dana le plan de phase (plen x , y ), les trejectoires sont des cercles

=+ y2 = Cte, ¢t le point singulier (0 , O)

L'oscillateur harmonique est un osecillateur idéalisé, obtenu en négligeant les
résistances. En général, dans le cas réel, il y a une petite résistance de la
forme k%X , od h est un coefficient positif trés petite

Le systéme qui régit 1'évolution d'un oscillateur réel est :

dx
-dT::wy

%%:-wx-ky .

Dans le plan de phase les trajectoires sont des spirales de foyer (0 , O)
[ k est trés petit 1] et le point singulier (0 , O) &
v

)

&
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Les deux systémes différent d'eussi peu quton le voudra, et pourtant la diffée
rence entre 1'allure des trajectoires dans le plan de phase est considérable. Les
trajectoircs fermées (cycles) ont disparu : toutes les oscillations sont amortiese

Le point singulicr qui était un centre devient un foyer.

Le systeme régissant 1'oscillateur harmonique n'est donc pas un systéme "inté-

ressant!,

Be Pendule simples - Si © désigne 1'angle que fait le pendule simple aveo la
verticale descendante, 1'équation du mouvement de pendule est s 6 +ksing=0 ’

o k >0 est une constante caractéristique du pendule.

On transforme 1'équation en un systéme équivalent en posant & = z 3

o _
—d-‘E_z
%§»= -~k sin 6 .

Le plen des phases (6, 2) est représenté ci-dessous. Le systime est inverient
par rapport & la symétrie d'exe 06 et aux trenslations
(B’Z)—)(e+2kn,5)'k=0’tl,iz,oooo 3

Les pointg ‘(kn,O) s k=0,%1 ,-"52,... s sont singuliers :
les points (Rkm,0) , k=0, i1 ’ f2 s see 5 sont des centres

les points (k + ); , 0) , k=0, %1 ,%2, ..., sont des cols.

I1 y a trois types de trajectoires s
- les trajectoires (1) entourant les centres et correspondant sux petites oscil-

lations,
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~ les trajectoires (2) dites séparatives joignant deux cols,

~ les trajectoires (3) correspondent au mouvement du pendule autour de son

point de suspension.

Mais il stagitici d'un pendule idéal. Dans le cas du pendule réel, il y a une
résistance au mouvement de la forme 8 , o p >0 est un coefficient petlt si

le pendule est bien construite. Le systéme régissent le mouvement du pendule réel

est ¢
de _
T
dz _ .
-a-t--—kelne—pz .

Le plan des phases est représenté ci-dessous

Ic systéme est invariant dans les translations (6 , z) - (8 + Rkn , z) ,

k:O,il,:Z,....

Les points singuliers sont les mfmes que dans le cas ou p =0 « Les cols sont
restés des cols, mais les centres sont devenus des foyers. Les trajectoires sont

de trois types @
- les trajectoires (1) aboutissant & un col,

- les trajectoires (2) joignent un col & un foyer,
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- les trajectoires (3) aboutisseant 3 un foyer.

Si on compare les trajectoires des deux systémes, on voit que les centres sont
devenus des foyers, les cycles ont disparu, les cols sont restés des cols, mais
les séparatrices qui les joignaient ont disparue

Tout ceci nous montre que le systéme décrivant 1l'évolution dtun pendule simple

idéal n'est pas "intéressant'.

3¢ Définition de la stabilité structurelles

Comme on 1l'a vu dans 1'introduction, les systémes différentiels représentant
1'évolution des systémes réels présentent une propriété de stabilité que mous
allons formiler mathématiquement.

A, Notationse = Si Q est un ensemble de R , on désigne par T(Q) 1'ensem~
ble des champs de vecteurs définis sur Q et Ll-fois continfiment différentiables.
On mmmi TI(Q) de la Cl—topologie ainsi définie ¢ D) est un espace vectoriel

sur lequel on construit la norme C

Y er@ , Kl =max (K@ , I8 @l , 1=1 e n)
1 xe? 8-{

N,

on ||| est la norme euclidienne du vecteur V , et (xl vee xn) est un systéme

de coordonnées choisi une fois pour toutess

Si Ql ’ Q2 sont deux ensembles de R% s et h Q.- Q
. Q 1 dans Qz s on dit que h est une e-zpplication si pour tout =x e Q »
||h(x1) - xll|\< € o Une cellule D de R" sera 1timage dans R® d'un difféomor-
phisme de B® dens R" ( B® boule unité de R™ ). Son bord 3D sera 1timage

g gB-! (sphtre unité dans R" ) par ce méme difféomorphisme.

5 Une application de

s1 vo-t est une sous-variété de R® de dimension n - 1 s ©6 X un champ de
vecteurs défini sur Q ¢ R™ .On dit que X ostiransverse a ya-t si, en tout

Ne1

point x de Q nv s, X(x) n'est pas contenu dens le plan tangent en x &

v,

Be Définitions - On va s'occuper de systémes différentiels de la forme

%‘% = X(x) , o x est un point veriant sur un ensemble Q C R® et X un champ

de vecteurs défini sur Q « Par trajectoire du champ X , on désignera les trajec-

s dx
toires de = = X(x) .

On dit qu'un champ X € r'(D) g o4 D est une cellule de R transverse & oD ,

est structurellement stable si, pour tout € >0 , il existe un ne) >0 tel que
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quel que soit Y e I(D) et v - X||1$ n(e) , il existe un e~homéomorphisme
h: D-~D qul envoie cheque trajectoire de X sur une trajectoire de Y «

On appellera e-zone de stabilité 1'ensemble des champs Y € T'(D) transverses
4 dD , tels qu'il existe un e-homéomorphisme h ¢ D » D qui envoie chaque
trajectoire de X sur une trajectoire de Y o Le définition ci~dessus dit que si
toute e-zone de stebilité de X contient un voisinage de X 4, X est dit struc-

turellement stablee

Ce Problimes soulevés par le. définitions - On s'est posé & propos de la défini-

tion essentiellement deux problémes 3

ler probldme : Trouver des critéres simples permettant de coractériser les

champs stables.

2¢ probléme : Peut-on approcher (au sens de la norme ¢t ), dtaussi prés qu'on
le veut, tout champ par un champ stable.

Pagsons rapidement sur le deuxidme probldme d'un intérét assez spéeial 3 il

apparaft lorsqu'on cherche & étendre la théorie de MORSE aux chemps de vecteurs
(voir [4] et [5]).

Le premier probléme a un sens. Les exemples £ et B du § 2, montront qu'il
existe des champs non structurellement stablese C'est ce probléme que nous allons
résoudre ici dens le cas ol n =2

Pour motiver notre démerche, énongons un théoréme facile & démontrer (nous ne

nous en servirons pas, aussi n'en donnons-nous pas la démonstration) e

THEOREME. - Si X € I'(D) , (D cellule de R™) est un champ structurellement
stable, et s D, € D est une sous-cellule de D , telle que X soit transverse

S

a bDl s alors XIDl est un champ structurellement stable de I"(Dl) .

La premiére étude que nous allons faire sera de voir si X , restreint au voi-
sinage d'un point de D , est structurellement stable {dene lo cas n =2 )
lorsqu'il 1ltest dans D . ‘

4. E'tude locale des champs steblese

A. Rappel de notions et résultats classiques

19 Ies trajectoires d'un champ X , défini dans une cellule D , et transverse

4 0D , se divisent en 3 catégories :
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2. Les points singuliers, i. e. les points x;e D tels que X(xo) =04 Un
tel point est toujours intérieur & D .

be Les cycles, i. e+ les trajectoires fermées de X représentant des solutions

périodiquess Un tel cycle est toujours irtérieur & D .
ce Les trajectoires ordinaires (ni points singuliers, ni cycles).

2° Si Y est une trajectoire de X , et X, un point de. y , on désigne par
Y, (%) (resps Y_(x) ) 1'enscmble des points {x(t)|t >0} (resp. {x(t) [t <0}
on x(t) est la solution de %—355 = X(x) , représentent y et vérifiant =x(0) = Xg ¢

On appelle ensembles limites d'une trajectoire f et on désigne par afy) , et
w(y) respectivement les ensembles N Y_(x) et N Y, (I
' xeY Y

xe
Dtaprés le théorgme de Poincaré-Bendixson les ensembles afly) et wly) ne
peuvent 8tre que de trois sortes.

as L'ensemble vide ( y atteint OD ).
be Un point singulier de X .
ce Un cycle de X o

de Un polygone & un nombre fini de c8tés dont les sommets sont des points sin-
guliers de X et les c8tés des trejectoires de X o

3° Théorie de Poincaré. - Si Xy cst un point singulier de X , en faisant une

translation sur les coordonnées, on peut supposer que X est le point (0 , O) ,

X= (X , X2) o X, et X, stécrivent :

2
Y =8y 3 +a, %+ 0]+ x)) )

X = ay 3+ %+ 0 (Ix] + Ixy))

ou ai]. = %)%-xo « Si la matrice 817 945 nte que des valeurs propres d& par=-

81 82p

ties réelles non nulles, on dit que X est un point singulier simple (ceci ne

dépend évidemment pas du systéme de coordonnées) .

Les points simples se répartissent en trois typeg classiques : les noeuds, les

foyers et les cols.

Lrallure des trajectoires au voisinage de chacun de ses points est classique.
Elle montre qu'il ntexiste pas dthoméomorphigsme d'un voisinage d'un noeud ou dtun



7-08

foyer sur un voisinage d'un col envoyant les trajectoires sur les trajectoires.
Enfin si un peint simple Xy est un noeud ou un foyer, dans tout voisinage du
point il existe une zellule A dont le bord est une ellipse, de centre Xy et
telle que le champ soit trensverse au bord oA « Si le point est atiractif, auquel
cas on dira que c'est un but, le champ sur dA pointe vers 1ltinbérieur de 04 .
Si le point est répulsif, auquel cas on dira que c'est une source, le champ sur

A pointe vers ltextérieur (voir [1]).

Bs Les points singuliers d'un champ gteble.

Remarquons d'abord qu'il est facile de voir qu}au voisinage d'gn point régulier
un champ est toujours steble. On va étudier le cas d'un peint singulier :

IEME 1, - Les points singuliers d'un champ X gtable sont isolés et en nombre
fini. )

Démonstratione = D'aprés le théoréme de Welerstrass et la définition de la sta-

bilité, il existe dans la zone de stebilité de X un champ Y = (Y, , Yé) trens-
verse & 0D , et dont les composantes Y, Y2 sont des polyn8mes premiers entre
euxe L'homéomorphismc h ¢ D -+ D envoyant les trajectoires de X sur cellesde
Y , envoie les points singuliers de X sur ceux de Y o Y ntayant qutun nombre
fini de points singuliers, le lemme en résulte.

Les exemples A et B nous font suspecter que pour qulun champ soit stable,
il faut que les points singuliers soient simples.

THEOREME 1o - Les points singuliers d'un champ stable sont simples.

Démonstrations = Soit Xy Un point singulier d'un champ stable X + On choisit
les coordonnées de fagon que Xy ©oit le ppint ® 4, D) o En vertu du lemme 1,
il existe un nombre p >0 , tel que tout point singulier de X autre que xy soit
4 une distance 3p au moins de x5 « On désigne par Bp le boule de centre Xy
et de rayon p « On va montrer que, si X, n'est pes simple, X ne peut &tre sta=-
blee X = (Xl » X2) s

X) =8 x + 8, % +olx] - |Xé‘)

Xy =8y % + 8y X +ollx |+ |x) .

Pour tout nombre & £ 0 , on construit un champ X6 de ls manidre suivante ¢
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soit o une fonction C° : RZ s R , telle que ¢ a =0 & 1lextérieur de B et

P
o =1 dans Bp/2'

Xé(x) = (Xl (x) + 6x1 a(x) , XZ(X) + 6x2 a(x)) .

Choisissons un nombre € >0 , &< p/2 « En prenant |d| assez petit, Xg sera
dens 1a e~zone de stabilité, et il existera un homéomorphisme hg 3 D -»D tel
que h6 envoie les trajectoires de X sur celles de X 5 En particulier, vu

le choix de ¢ , hb(xo) =Xy« h=hg h:é sera un homéomorphisme D - D envo-
yent les trajectoires de X_ sur celles de Xg o ot h(xo) = %, + Deux cas sont
possibles @

a
o |[1F 12 posséde une valeur propre & partie réelle nen nulle. Dés que 6
21 %22

est assez petit et non nul, X sera un col pour X_a et un foyer ou un noeud

pour X, ou 1l'inverse. Il y sura donc contradiction. doit 8tre simple.
& %0

2° Toutes les parties réelles sont nulles. Mais alors Xy est un but pour
X__(3 s €t une source pour X{) .

Yais come X ¢ , Xy sont aussi voisins qu'on le veut, cela est impossible. Le
théoréme est démontré

?
50 Etude au voisinage des trajectoires.

Ao Ies cycles d'un champ stablee

Ici 1'étude eust entidrement analogue & celle faite pour les pointe singulierss
Rappelons qu'on appelle cycle simple un cycle pour lequel 1tindice de Foincaré
est non nule La configuration des trajectoires au voisinage dlun tel cycle est
connue ¢ 1l'ensemble @ -iinite ou l'enserble W-limitc de toutes les trajectoires

issues des points voisins du cycle est identique au cycle.

Dans le premier cas, le cycle est appelé une source j dans le second, un bute
Enfin (voir [1]), dens tout voisinage du cycle, il existe une couronne A conte-
nant le cycle, et dont le bord @A est composé de deux courbes fermées transver—
ses au champ.

Comme dans le cas des points singuliers, on démontre le théoréme.

THEOREME 2. - Les cycles d'un champ stable sont en nombre fini et simplese
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Be Structure des séparatrices.

Les trajectoires d'un champ, eutres que les points singuliers, se divisent en

deux importantes catégories :

19 Les trajectoires quton pourrait appeler ordinaires, et qui sont caractérisées
par le fait que toute trajectoire issue d'un point voisin de la trejectoire donnée
admet le mfme ensemble wlimite que cette trajectoires

2° Les trajectoires qui ne possddent pas cette propriété, et qui sont appelées

séparatricess

Celles-ci ont un caractére exceptionnel. Un cxemple en est donné per les tra-
Jectoires qui dans 1l'exemple B du § 2 relient deux colss

L'importence des séparatrices vient du résultat suivant & peu prés d&rident @

IEME 2+ = Si Yy 0 Yo sont deux trajectoires d'un champ telles que
wly,) = w(yz)v y ofy) = a@z) , alors si toutes les trajectoircs issues de points
situés dans la région comprise entre Y, et Yo s ntont pas mfmes ensembleselimites

que Y; et Y, , 1l existe dans cette région une séparatrice.

On voit ainsi que D se partage en régions formées de trajectoires qui ont
mire Ww- et a-ensembles-limites et qui forment des ouverts dont les frontidres
sont composées de séparatricese. Pour conneftre la nature de ces régions, il suffit
dtétudier les différents types de séparatrices.

Le théoréme suivant nous permettra d'éliminer un type de séparatrice : dans
1ltexemple B du § 2, nous avons vu que les séparatrices, joignant deux cols, ne
sont pas stables par déformation. Ceci e¢st général.

THEOREME 3¢ = Si un champ X est stable, il ntexiste pas de séparatrice y telle
que ofy) et wly) soient tous les deux des cols.

Démonstratione - On va montrer que si afy) et w(y) étaient tous les deux
des cols, X ne pourrait &tre stable. Posons afy) =2, wly) =b (I1 se pour-

rait que a=b 1 ). Prenons sur y un point ¥y » Désignons por C le carré
{@,v, juJgt, |vJg1} dwnplan (U,V) . % étent régulier, il
existe un difféomorphisme ¢ ¢ C - U sur un voisinage U de x tel que

lo (P(O » 0) fond ){0

2° si (Uy 5 Vy) cstun point de C et x(t) la solution de %%: X(x) telle
que x(0) = oy, » Vo) x(t) = ot + Uy, Vp) »
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On va déformer le champ X .

Soit @, Bt R - R deux fonctions C® telles que 3
1 gfo) =0 si |o| 21 .
2 af) =1,
3° Bl)

N

il

-1l

g

1
o
-

On définit un difféomorphisme yg s C - C ainsi ¢

ll)é(U sy V) = (U, V + da(V) B(v))

ou & est un nombre petit en valeur absolue. On définit un champ Xg de la ma-

niére suivante ¢

Xs(® =X(x) si xd U
Xg(x) = dpo dygo Gy () si xctU o

A condition de prendre O assez petit, X sera dans la e-zone de stabilité
de X, & &tent donné arbitraire (mais positif). Donc, si O est assez petit,
1thoméomorphisme h ¢ D - D , envoyant les trajectoires de ‘X sur celles de
Xé genverra a sur a, b sur b et y en une trgjectoire h(y) aussi

voisine qu'on le voudra de Yy , et telle que
w(h(y)) = h(wly))
a(h(y)) = h(afy))

En particulier si & est assez petit, h(y) rencontrera U« Or, comme on le

b ’

]

a 'Y

voit immédiatement, il n'existe eucune trajectoire Y'! de Xjg rencontrant u
telle que af(y') = a , w(yl) = b (en raison de la disposition des trajectoires
au voisinage d'un col 3). Le théoréme est donc démontré.

/
6e Etude du régionnement d'une cellule par un champ.

A. On va étudier la structure des régions dtune cellvle (dont on a parlé dans

B, § 5) dans le cas d'un champ X , dont tous les points singuliers et tous les
cycles sont simples et en nombre fini, et dont aucune séparatrice ne joint deux
cols. Comme nous l'avons vu, les foyers, noeuds et cycles de X se partagent
en deux catégories : les sources et les butse Nous allons voir, que pour toute
trojoctodro y de X qui n'est ni un point singulier, ni un cycle 1téventualité
(@) du 2° de A, § 4 ne se précente pas.
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Si elle se présentait, d'eprés le nature des points singuliers de X , les
sommets de polygfne seraient des cols, donc les c8tés seraient des séparatrices

joignant des cols, ce quil n'est pas possibles

Remerquons que si y ntest pas une séparatrice, afy) 5 et wly) ne peuvent pas
8tre des cols.

Les trajectoires issues d'un col, ou y aboutissant, sont par définition mBme
des séparatrices. Nous allons étudier les ensembles-limites d'une séparation vy .
afy) et w(y) ne peuvent 8tre en mfme temps source et but. En effet, supposons
que a(y) est une source et w(y) un bute afy) wly) est alors ou l'ensemble
vide, ou un foyer, ou un noeud, ou un cycle. Dans les trois derniers cas, on peut
trouver une variété 3 bord A , contenant l'ensemblee limite en son intérieur,
et dont 1le bord A est transverse & X , et telle que toute trajectoire rencon=
trant dA edmet le foyer, noeud ou cycle pour ensemble-limites Dans la premisre
éventualité Y rencontre 3D . On asppelle alors A un arc de 0D , tel que
y NndD soit en son intérieur. Finalement vy coupe daafy) et dAw(y) chacun
en un pointe Prenons alors un point X, voisin de Yy et non contenu dans
Aa(Y.) et Awly) « Si xy est assez voisin de Y la trejectoire y, passant
per X, rencontre Aa(y) et daw(Y) « Mais alors w(yo) = uly) a(yo) = aly) »
y n'est pas une séparatrice. Par conséquent si y est une séparatrice afy) ou
wly) est un col (et dtailleurs les deux ne peuvent 1'étre en mdme temps) e

Be Nous allons maintenant ddecrire les différents types de régions possiblese

Pour cela on supposera que sur 0D , X est sortant ce qui ne chenge rien a
1taffairce D sera alors considéré comme un but ¢ ctest légitime, car si y ren-
contre oD , wly) =§¢ .

On entoure chaque source et chaque but d'une veriété & bord A comme précédemn-
ment et de fagon que les A soient disjointese S1 I' est une source ou un but
(foyer, noeud, cycle) les séparatrices issues ou sboutissant & I' coupent chacune
aAl" en un point. Ces points découpent sur bAr, un nombre fini dlarcs ouverts
deux & deux disjointse Si T est le but oD , on posera aAI, =9D , et on fera
les mimes opérations. Prenons un des arcs o préeédents, et supposons, pour fixer
les iddes, que § soit un bute Si une trajectoire y rencontre & , wly) =T o
On ve montrer de plus que les a(y) des trajectoires y rencontrant ¢ sont
les mdmes. y ntétant pas une séparatrice, si elle rencontre 5, afy) est
une source. Désignons par Ty 5 e+e Iy les sources de X , et par 61 ’

i=1, ees 4 N, llensemble des points de & tels que les trajectoires vy
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passant par ces points vérifient af(y) = 1" . 61 est un ?uvert de o, et
5, N 6 =7 , pour tout (i, 3) , 1#] .De plus, 5-U6. o Puisque & est
connexe, on doit avoir &, = & pour i, i5,et & = ¢ i # iy« L'assertion

est démontrée. Sur bAr s les trajectoires vy rencontrant 6 découpent un arc

8 ouverte De plus, si on considére la correspondence entre O et 0! ainsi
définie, & chague x € & , on fait correspondre le point y e 0! , ou la trajec-
toire issue de x coupe 6' , cette correspondance est un homéomorphismes I1 est
alors fecile de voir que les trajectoires issues des points frontiéres (s*ilsexis~
tent) de O' sont des séparatrices.

En effet, si l'une des y ne l'est pas, a(y) =T, , w(y) est une source,
et 1l existe un voisinage de Y n bAr. sur aAF tel que toutes les trajectoires
0

issues des points de ce voisinage admettent w(y) pour w ensemble-limite. Donc

Alors Y coupe OA. en l'un des points frontiéres de 6 , étant limite de
trajectoires issues de points de & o Mais une telle trajectoire est une sépara-

trice. Donc a(y) ne peut &tre la source I‘i « On a une contradiction.
0

Appelons A(d , &') 1la région de D recouverte par les trajectoires rencontrant
& et &', clest une partie ouverte de D . Nous allons étudier sa frontiére.

Soit x un point de cette frontidre. x peut &tre I' ou T 1, « Excluons ce case

Si x est alors un point singulier ce ne peut &tre ni un foyer, ni un noeud,
sans cela il existerait des trajectoires yc A(d , &) telle que a(y) ou
wlY) = x, ce qui est impossible puisque x AT, Fio .

Donc x ne peut &tre qu'un col.

Si x est un point répulier, et si Yy désigne la trajectoire de x, v,
est toute entidre contenue dans la frontiére de A(d , 8) Y, ne peut &tre un
cyele, sinon il existerait des trajectoires y c A(S , 8') telles que afy) ou
w(y) soit Yy Y, ©ne peut 8tre alors qutune séparatrice, et comme il n'existe
pas de séparatrice joignant deux cols, Yy est issue de T', , ou aboutita T ,

donc est 1l'une des séparatrices passant par les points frontiéres de & ou ot .
Les régions A(S , &') sont alors de 1'un des types énumérés ci=dessous
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O = courbe fermde

arc

"

courbe fermée moing un pointe

7+ Théoréme principale

Nous pourrohs maintenant énoncer le théoréme qui donnera la réponse au premier
probléme de C du § 3.

’ v
THEOREME 4+ - Un champ X défini dans une cellule D , transverse & oD , est
strucburellement stable si et seulement si ¢
1° Les points singuliers et les cycles de X sont simples ;

2° il n'existe pas de séparatrice joignant deux cols.

Démonstration. = On sait déja que si X est stable, il posséde les propriétés
10 et 20,
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Supposons que X posséde les propriétés 1° et 2°. On entoure alors chague souree
et chaque but de X par une variété & bord A de telle fagon que les A soient
disjointes, et on se donne un € positif. On appelle alors U le voisinage de
X dans T(D) formé des champs Y , transverse & OD , et tels que, pour toute
source I' de X, Y admette dens Ap une source et une seule de meme nature
que ' désignée par h() , et soit transverse & OAp (un tel voisinage U
existe) s

On considére alors le voisinage U de X formé des Y de U tel qulau voi-
sinage de chaque col ¢ de X il n'existe qu'un col, et un seul, de Y désigné
per he) , et tel que, si Y est une séparetrice de X , il existe une sépara-
trice Y' de Y telle que w(y!) = h(wly)) , oaly!) =h(aly)) « y* sera
distinguée par h(y) .

I1 existe enfin un sous-voisinage U" de X dans U' tel que tout champ ¥
de U" n'admette d'autres sources ou buts, d'autres cols, d'autres séperatrices
que celles énumérées plus haut. En particulier tout champ de U' vérific les
propriétds 1° et 2° du théoréme.

On peut maintenant trouver un voisinage U'c U" de X tel que, pour tout
Ye Urt , on ait la propriété suivente : si I' est un but de X , il existe un
e=homéomorphisme hp 3 AI" - Af‘ qui envoie les trajectoires de X sur celles de
Y , ot les séparatrices y de X aboutissent & I sur les séparatrices h(y)
correspondentes de Y . hn enverra A sur B et en particulier les arcs
8 de OAp sur des arcs hr.(é) analogues correspondant & Y .

Soit alors une région A(S' , §) correspondant & X , de but I, de source
I't , et découpant les ercs & et &' sur OAL et Obn, o hT‘ envoie & sur
un arce hl..(c‘)) de OAn « Considérons la région A6, » hr(é)) correspondant a
Y et a 1'arc hr(é) « I1 est facile d!'étendre h, enun g=homéomorphisme de
A@T, O) , dont on a enlevé RF, n AT ,6) , sur A(S; , bp(0)) , dont on &
enlevé KI" n /\(6l ’ hr(b) , qui envoie les trajectoires de X sur cellesde Y,

4 condition de prendre Y dans un voisinage ‘11(4) c UM assez petit de X . On
a aingi construit un e-homéomorphisme de D , privé des intérieurs des A, cor-
respondant sux sources [, sur lui-mfme, et qui envoie les trajectoires de X

sur celles de Y « Cet e-homéomorphisme est facile & étendre aux intérieurs des

AI‘ correspondant aux sourcess

On aura ainsi un e-homéomorphisme h ¢ D - D qui enverra les trajectoires de

X sur celles de Y , pourvu que Y soit dens un voisinage u('j) de X .
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Ainsi on a esquissé la démonstration du théoréme 4« Pour les détails de la démonge
tration, voir [2]e

8¢ Gonclusione

Dans le cas de la dimension 2 et des cellules, les champs stebles sont entiére-
ment caractérisés su moyen de propriétés simples du portrait de phases Dens le
cas des dimensions supérieures ou de variétés quelconques, on peut encore montrer
qutun champ structurellement stable posséde les extensions 3 plusieures dimensions
des propriétés 1° et 2°. Mais il semble que ce ne soit gudre suffisant pour entraf-
ner la stabilitée La difficulté provient de 1l'existence de trajectoires stables a

la Poisson, qui sont absentes dans le cas traité.
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