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Séminaire JANET ' 6-01
(Mécanique an que et Mécanique adlasta)
5¢ année, 1961/62, n° 6 27 janvier 1962

SUR IES COMPLEXES D' IHMPULSION-ENERGIE

par Jules GEHENIAU

Le probléme de 1'énergie de gravitation a été abordé de diverses maniéres. la
premidre, celle d'EINSTEIN, s'inspire directement de la théorie du champ é. m.
dans 1'espace~temps de Minkowski, oi les densités et les flux d'énergie et 4'im-
pulsion sont définis par un tenseur de rang 2 , le tenseur d'énergie~impulsion
électromagnétiques On cherche & construire, & 1l'aide du champ de gravitation,
une grandeur & 2 indices qui remplit certaines conditions destinées & lui donner,
autant Que possible, les caractéres d'un tenseur d'énergie~impulsions

Une telle grandeur, qui soit un tenseur de 1'espace=~temps riemannien, n'existe
pase On a donné le nom de "complexe!" aux grandeurs cherchées, qui satisfont donec
4 des conditions tensorielles restreintese

Les complexes d'énergie-impulsion, dont je parlerai ici, sont des complexes
"canoniques", c'est-d~dire des complexes T? dont la composante Tﬁ est une
fonction hamiltonienne. Les identités ci-dessous les rattachent directement &
la fonction lagrangienne dont dérivent les équations d'Einstein.

Soit F wune densité fonction de tenseurs de c.mposantes yA s de leurs déri-

vées premiéres et secondes yAi ’ yAik par rapport aux coordonnées xi » xk N
’ ’

A la transformation infinitésimele des x ,
bxi = Xi(X) ’

correspond la transformation infinitésimsle des y

éyA Ak

= chk xi

i T,k ¢
les Cgk sont les composantes d'un tenseur déterminé par la variance de y

De 1'hypothése

6F+in.=0
Fy
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résulte que F satisfait & des identités parmi lesquelles

ik &F i OF & oF k_ ke
(1) - 0 PR b SR T F 5=
v sk 7kt
ol
k¢ ke gk 1 o ktm  _fkmy _ £k
(2) Ry =Ty =Ty =7 (Fg - Fy ),m'“ ~ 24 ’
ke _ ik OF ik dF _ i OF
I‘i = Y3 E-T i,ma L ,is—r ?
y;z sfm y;kk
m oF
Yyem
’

Ies premiers membres de (1) définissent un complexe d'énergie-impulsion T?(F) ,
si F est une fonction lagrangienne dont dérivent les équations d'Einstein ;
les yA sont alors les composantes du champ de gravitation.

De (1), on tire 1'équation de conservation

(3) %

1,k = 0.

I1 est aussi immédiat que
(4) TY = densité tensorielle affine
On peut démontrer en outre [1],
(5) | T, = densité
Tz = densité contravariente (a =1, 2 , 3)

pour les changements quelconques des coordonnées d'espace xl ’ x? ’ x? .

L noter que, pour (1), il suffit que F soit une densité pour les transforme—
tions lindaires des x

Le premier complexe de Mfller est T?(R) ou R est la densité de courbure

gaussiennes
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Le complexe d'Einstein est T?(IJ ot L est la fonction du tenseur métrique
81k et de ses dérivées premiéres qui figure dans la décomposition,
(6) R = L + divergence .

La fonction lagrangienne L n'est plus une densité pour les changements quelcon-
ques des coordonnées, meis elle reste une densité pour les transformations affi-
nese L'identité (1) est donc satisfaite par L ; mais TZL( L) perd la propriété

(5).

En revanche, pour les systémes fermés,

(7 N

T T d” x = vecteur covariant ’
x4:C-’Ge
pour les trensformations linéairese Il peut donc: définir 1'énergie et 1'impulsion

totale du systéme & 1'instant xﬁ .

Le complexe de Mfller T (R) ne posséde pas cette propriétée Le probleme réso=-
lu récemment par MOLLER [2] consiste & trouver un complexe Tk(IJ qui posséde
cette propriété en mlme temps que (5)e Pour ce faire, il e dﬁ utiliser des champs
de tétrapodes.

Un champ de tétrapodes est défini per quatre chemps de vecteurs hi
&
(a=1 9 voe 4) 1lindairement indépendentse Par hypoth&se leurs produits sca=
laires '
i
(8) hy b= N

a b

sont des constantess Celles=ci et leurs mineurs normés servent & élever et abaise

ser les indices a y, by eee

De (8), on tire que
a
t on
(8) hy by = gy .
a

On a aussi, avec les notations h=det h, et g= det g ,
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La densité de courbure peut 8tre exprimée en fonction des hi et de leurs
a
dérivées covariantes (désignées par un pointevirgule).

Do plus
A

R = L + divergence

o
N a a

r .s r .s

(9) L= h(h;s B = H,. h;s)
=

est une densité pour les changements quelconques de coordonnéess. C'est une nou-

velle fonction lagrengienne qui fournit par variation des hi des équations
a

équivalentes aux équations d'Einstein. De plus, Tg(fb satisfait & tous les cri-
téres (3), (4), (5) et (7) qui, selon MOLIER, permettent de le considérer comme
complexe d'!énergie~impulsione

A
Cependant un nouveau probléme se présentece Le complexe T?(Ib n'est pas entié~-
rement déterminé par le tenseur métrique. I1 dépend explicitement du champ de
tétrapodess La fonction (9) est bien invariante pour les ratations de Lorentz

(10) 1_ byl
& p

el

lorsque les coefficients de la rotation sont des constantes, mais elle ne L'est
plus 81 ces coefficients dépendent des x « Il faut donc imposer des conditions
aux tétrapodes. Dans ce but, il convient d'introduire quelques propriétés d'un

espace riemannien, muni d'un champ de tétrapodes déterminé (cux rotations (10)

prés & coefficients constants).

On peut définir dans ces espaces un "parallélisme'absolu" ¢ deux vecteurs situés

en des points différents sont dits égaux (absolument égaux) si leurs composantes
sont égales dans les tétrapodes attachés & ces pointse

b .
Soient A4 (x) les composantes du vecteur L dans le tétrapode en x 9 Ll(xj

ses composantes dans le repére naturel en x o Par déplacement paralléle absolu,

les composantes 4 conservent leurs valeurs ¢



b
d L4=0
a
d'oy
i k i ! _
q, &+ LE A axt = 0 y
avec
. Y
i i
(1) Ba==th,
a
et la nouvelle dérivée covariante
i _ 41 Lo
(12) A /k... L,k+ ia AI‘k .

De la définition mBme

i
Hjp= 0, hip=0 -
a a

r
iy = Dy p = Be T s
8 a a

on tire l'expression de A,
r r r
(13) Ak£ = sz * Yy ’
en fonction des symboles de Christoffel, et des composantes
1 a

r r
() . T Mg T8 Vi o i = By By
a

des coefficients de rotation de Ricci dans le repére naturel.

La partie entisymétrique de A ,

(15) 3B -t =a (0, - v

6=05



6~06

est un tenseur qui a une signification géométrique simple : c'est un tenseur de

"torsion".
Si cette torsion est nulle,

a

a a
ke a
g QK ® .= % .

hk= (P,k avec

I1 en résulte que

a
Tkem P2 Pym
a
et
a
h .=O L]
133
Ie tenseur de Riemann est nul,
Rikzm 0 ’
et il en est de mBme du complexe
kl\
Ti(L)-.:O
quel que soit le systéme de coordonnéese
Cela se voit directement sur
a a a
k2,4 k.2 k,L L .k .8
(16) X; (L) = h(n h/; + (8, b = 3] K) hig) e
a a

Pour découvrir la solution du probléme posé, la détermination du champ de tétra-
podes, il conviendrait d'étudier spécislement les espace-temps riemmnniens ou des
champs de tétrapodes s'imposent de maniére géométriques Il est naturel de penser
que ce sont ces tétrapodes qui doivent figurer dans le complexe d'énergie-impulsion

\

Un exemple simple est celui du champ statique & symétrie sphériquee L'un des
vecteurs Se place naturellement suivant 1l'axe des tompse Le choix des trois

autres doit respecter les symétries du champe Cette régle interdit de prendre
des axes tangents aux lignes de coordonnées sphériques (r , © , ¢) parce qu'elles
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introduisent un axe polaires Un tripode conforme & la régle est celui formé du
vecteur radial et des deux vecteurs isotropes du plan perpendiculaire & ce vecs
teur radiale On peut prendre aussi, c'est ce que fait MZLLER, un tripode tangent

aux lignes de coordonnées "isotropiques", pour lesquelles
(17) ds® = a(r) (@ + ay® + az°) - b(r) at
r= (x + y + 2z ) 1/2 .

Le complexe de Mfller pour ces tétrapodes est égal au complexe d'Einstein en
coordonnées isotropiques ;3 le premier cst un tenseur d'espace mais dépend des
tétrapodes, lc sccond n'cst pas un tenscur d'cspace mals il cst indépendant dos
tétropodese Roppolons que TZ(L) fourixit 1'¢énorgie totale corrccte d'un systéme
ferné 3 il en cst donc dc wdme de Tﬁ(lb .

Ces résultats sont setisfaisants, mais 1'exemple choisi est trop simples Pour
mettre la théorie mieux & 1'épreuve, il faut considérer des chemps d'ondes gra=
vitationnellese On connalt de tels champs actuellement [2] 3 il doit 8tre possim
ble de leur associer des complexes de Méller.

Une remarque & ce sujete Pour ces solutions de Robinson et Trautman, les tétra-
podes "naturels" sont déterminés par la famille d'hypersurfaces d'ondes et par
la congruence de rayonse Les vecteurs h qui s'introduisent 2insi sont donec de
longueur nulle, mais ces cas peuvent 8tre envisagés dens la théorie de Mgller.
Un probléme cependante La coordonnde xﬁ = o des métriques de Robinson et
Trautman n'est pas le temps, meis un "temps retardé"e Dans leurs systémes de coorw-
données, 4(fb n'est donc pas la densité spatiale d'énergiec habituelle.

Afin d'obtenir des indications sur la meniére de fixer les tétrepodes, MSLIER
a considéré en détail le cas du systeéme "isolé", c'cst-d=-dire du systéme pour

“

lequel le tenseur matériel est nul en dehors d'un tube d'univers i sections spa=
tiales finiese L'espace-temps est asymptotiquement de ifinkowski (pour r -  )e
On peut donc introduire des coordonnées asymptotiquement pseudo-cartésiennes

8 MNix = -1 i=z=k=4 .
0 i=k
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Les conditions & imposer aux champs h sont de deux types : les conditions
esymptotiques et les conditions localese

Conditions asymptotiquese

lue hl(x) -» 6; pour I - «
a
Be h'(x) - 6: se comporte asympbotiquement comme gik(x) - 7y, Pour un

a
systéme isolé.

Conditions localese

(18) (Pikz 0

ol Pk est un tonseur antisymétrique fonction des champs h et de leurs dé=
rivées premiéres et secondes au plus (par hypothése).

MPLIER a pu démontrer que, pour les champs faibles, le champ de tétrepodes est
déterminé par 4 , B et (18) exprimé par

(19) EikEYikz/l’,: 0o .

Esquissons la démonstration. On pose

(20) 8ix = My * yik(x) ’
(21) ki =Ny ¥ Pi(x)
a a

o0 les y et les p sont des infiniment petits du premier ordre qui satisfont
& B, et sont 1liés par

(22) Vi = M+ My .
i k

Le chemp h est 1ié au champ A par des relations de la forme

(23) hy = A+ awb Ay
a a b
ou
| w(x) = = w(x) B

ab ba



De (21) et (23) :

=
1l

(24) $T Mgy * WMy .

o
o

Ie calcul donne

1
(25) Yike = Vikye * 7 (1 Vie 00
ol
1
(26) Y= @ + 3 (= py) = = vy
ik 5 1
<
Ensuite
_ L, 2 ¢
(27) S = a7 W5 =95 1) 0
ou en coordonnées harmoniques
1} —
(27) Sik = "Yixk  *

L'équation (19) se réduit donc &
(28) ny ik = 0

dont la scule solution qui satisfait aux conditions aux limites est

(29) Y, = O o

D, (26 (24),

1
(9 Y I
1k ik
1
(31) by=n,;+3¥,y .
&

6-09
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iu premier ordre en les y , le complexe de Mgller est égal au complexe
d'Einstein et se réduit d'ailleurs au tenseur matériel

k 1 k 1k k
ln second ordre en les y , le complexe de Mfller est la somme du tenseur maté-
riel et de

k_ 1,1, mk  km ¢ 1 Lk _ sy (k7
(33) ti = z‘ (E(Yz - ya ) ym,i + T (y’z y,i y,i Ng ) 61 L)
et & cette opproximation
A 1 rs,t _tgr 1 s T
(34) L= V40 -7 77) =gy, ¥ .

(Dens les équations d'Einstein, il faut cette fois conserver les termes du second
ordre cn les y )

Le complexe (33) différe de celui d'Einstein & cettc approximatione Il serait
intéressant de le comparer aux autres tenscurs d'impulsioneénergie introduits
récemment en théorie du champ de gravitatione

lvent de passer & des considérctions plus générales, il est bon de signoler
que dans le cas du champ & syadtric sphérique examiné plus haut (formule (17)),
les fonctions h utilisées setisfont oussi eux équations (19) et ocux conditions

a

asymptotiques & 4 B e

Bien que 1'équation locale (19) fournisse des rdésultats satisfaiscnts dens cer=—
tains cas particuliers, il n'est pas prouvé qu'il en soit toujours cinsi. Ie pro-
bléme se pose donc de trouver un tonscur P13 plus général, en se limitant toute=

. R . s . . i s

fois, pour simplifier, aux fonctions slgébriques des h~ et de leurs dérivdes
a

premiéres et secondese

& pertir des deux tensecurs cntisymétriques en ik ,

(35) et

Yiky Yoik = Youi ’

on construit facilement quatre grandeurs qui satisfont aux conditions requises,
en les multiplient par
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(36) " =g @k (bk = Yl:;i

ou par 1l'opérateur contravariant de dérivation abgolue par rapport 3 xz e Cela

donne

(37) =Yg &
(38) = O = Vo) s
(39) Ee= Vit 9

(40) | Mg = k1 = P, 0

ce dernier cen utilisent les identités

¢ ¢
Yik/e = Viife = %okt ®r1=0

Toute combinaison lindaire de (37) & (40) & coefficients constants (ou inva=

riants)

(41) | -
“51k + pnik‘* Ycik * 6tik._ 0]

vérifie donc les conditions tensoricllese

Pour le champ & symétrie sphérique (17), les quatre fonctions (37) a (40) sont
nulles séparémente Il ne fournit donc aucune indication sur les galeurs des coef=

ficientse

4 1'approximetion lindaire, les deux derniers termes de (41) sont & négliger
et MOLIER a montré en outre qu'en ajoutont les conditions aux limites, 1l'unicité

du champ de tétrapodes est assurde si
(42) Bé~-a et af0
ce qui le conduit, par raison de simplicité, & prendre

(43) or.,J_O, p=y=6=0 .
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Il est clair cependant que ce raisonnement n'délimine pes définitivement dfau-
tres combinaisons lindaires (41).

I1 n'est mBme pas encore déuontrd que 1'équation cherchée soit du type (41).
i priori, il foudrait aussi considérer d'autres grandeurs, par exemple celles ob=-

tenues en remplagant dans (37) a (40), %, par

. rst

* * *
(44) k=Yoo M Yo = Mikrs ¥ .

La discussion reste ouvertees

Signalons enfin une intéressente sugygestion faite par MALIER 3 la fin du travail

cité [1]e Ic tenseur ¢4 ©t lo champ e me F,, ayant lo mfme veriance, 1'idée

ik
se présente assez nsturellement de les relier simplement per

(45) Fig = 995y

o4 q est une constante universelle dont la dimension est celle d'une charge
électriques

Ltéquetion (18) exprimersit alors 1'absencc de champ & me Dens le cos général,
elle serait remplacée par des équations maxwelliennese Ceci est peut=8tre 1'amorce
d'une nouvelle théorie unitairee Ici encore, les solutions connues des équations
de Maxwell=-Einstein viendront & point pour justifier et préciser le releation
(45)
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