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BExposé n® 11

LES OPER.TEURS DE CONVOLUTION — LI THéOBﬁME DES NOYALUX.

(1) —é 1’ -S (ée'm 1) . Gztte proposition est équivelente & l'asser-
tion (2) Sedm(p' m)
Si nous avons la propridté (1) nous en déduisons la propriété (2)

En effet, prouVer (2) revient alors & montrer que tLﬁy appartient 2

1 >
.8 (éb n 3& ) or cette application est 1l'identité, donc appartient bien

a ce dernler espaces.

' —_—
Réciproquement, soit ve ~$ (éLm s B) , alors Vv o Se ro%m‘(E) .
= v<>g est 1'élément associé & v cherché, Pour cela 11 nous faut ve-

rifier tLﬁ,= v, ou v(T) = T(v) , pour Te dﬁ,m . Or T(v) = T(v<>3 ) =
= V(T(S~)) v(T) . Ceci achdve de prouver 1l'éguivelence de. (2) et de (1)

En vertu du lemme démontré la derniére fois nous déduisons 1tassertion (1).

II. Opérateurs de convolution.

Convention : Dans la suite, toute-variable en indice, ou surmontée d'un
chapeau,désignera uné variable muette; ainsi f(x) désigne la valeur de la

fonction f au point x , f(%) désigne la fonction £ .
f(%,y) = (2~ £ (x55)) ’ f(i,§) = (y = (x “>f(X’Y)))'
f k = f .
), - (x> 2())

Un indice répété 2 fois dans une formule telle que TX(LP(X)) = 7(Y)

aussi muet.

Probléme. . Soit E un espace de distribution, CECLdﬁ', l'injection
de E dans ()' étant continue), ée,m un espace de fonction de l'espéce -
considérée dans le précédent exposé. On se propose de déterminer les opéra—
teurs de convolution appliquant continuement 36'2 dens E , cl'est-a~dire
les opérateurs linéaires continus de é&)t dans E qui sur %%'mCZ &
gont des convolutions. L'espace de ces opérateurs, muni de la topologie de

. . . s . 1 .
la convergence uniforme sur les parties éguicontinues de 2{) 5 sera noté



O, (3@2 ; B
memles ¢ @ (07 Q) =F 5 OO <0

(990(5, ’/59) (9,0

E) il faut et il suffit que

t ]
Théoréme 1 — Pour que A€ (9 C(ée,r; 3 B)
= = »
la fonction A 3 (y—» T (y)A) appertienne & oL "(E) , ("C(;y)AX est le dis—

tribution A trenslatée de y e

. m
Démonstration s La condition cst sufflbante ;s en effety; si A e & (B)

>
T(A) a un sens, appartient & E , ct A_.)T(A) est con'tlnue de H‘Q'I: dans

E ; de plus,pour e! ‘V Oc £ 2 <o) , V- T(<h, V> -
=T, (t‘ AR ) = T(A ) = (T xA)(ﬂ() si Teg' , CeQeFuDs
La oondltlon est nécessaire. Si en effet re @’ (3’6’ 3 E) , comme
8€ xm(‘é{’ m) s Ao 8 doit appartenir 2 3@ (E) s mais Aog est la fonc-.

tion y—qA(Sx(y)) A s B ( = T (y)t donc la fonction X,

III. Transforméc de Fourier.

~
Montrons d'abord que exp(-2i7 <&.,§> e Sy(s ‘x) . Tout d'abord cet-

te fonction de y prend ses valeurs dens O’J‘C s ¢t méme dans @x o DBnsuite

elle est indéfiniment ddrivable en tant gue fonction & valeurs dans %x ’

donc a fortiori & valeurs dans ‘@‘x s comme toutes ses dérivées (en tant

que fonction a valcurs dans (D:Q sont des fonctions contiaues de y &

valeurs dans S ', , clle est indéfiniment dérivable en tant que fonction a

valeurs dans 'x . Reste & voir qu'elle est scalairement dans ,Sy s clest

équivalent au feit que la transformetion de Fourier 6:{"'/ applique 54 dans

Sy « On en déduit

Proposition 1 « F T - T, (oxp(=2iT < #%,7))) définit uno application

lindaire continue de S !y dans 'S'x .

IV. Structure de certains espaces d'epplications linéairese Le théoréme des

noyauxs

Définition 1 . X &étant llespace de la variable x., Y celui de la

variable ¥y , un noyau sur X x ¥ est un élément de d) ' .

On note par N(Q} = if N - ¢ (x,y) dx dy  le forme linéaire qu'il
définit sur D

Soit LP‘!@ G’S (L[)(x,y) = u(x),v(y)) . N définit alors sur @x X @y




- 3=
unc forme bilinészirc séparément continue., N({i® v) ost une application
lindzire continuc de ®x dens C . C'est donc un élément de O);c . De
plus v—N(1 & v) cst continue de @y dans @'x faibles N définit donc
un élément N(A® F) de 2 (@y ;@‘x) .
On notc aussi Ney =N(Q®v) et uelN =N(u®4%) , Nov définit
ltintégration partiellc par rapport & y . On la notcra j NJC yv(y)dy = No v
9

On & donc la

!
Proposition 2 + Tout noyau Nx ¥ de 4o x}y définit unc applicztion

’ S
lindaire continue de (). dons (V2 5 & sevoir’ N+ ¢) qui est aussi

donnde par (v e@y) : v-;J- Nx,y viy) dy =No°o v,

Lc théoréme de Fubini cst valable pour les intégretions particllcs ,

clost—a-direc < uolN , v> =<u, Nov >,

Rcma.rgue ¢ Continuité de @y fort dens @J’c fort, de @y faible
dans G)}'{ faible, de (Dy fort dans @;C faible, sont équivalentes, car
. A
(Dy ct (Dl‘c ont la topologie T
Nous nous proposons d'établir une réciproque de lz premiére partic de

cette proposition.s Nous treitcrons d'abord quclques cas particuliers.
A) .CE ((31;)('3 ;m r}n:) ou mz ot ‘31? gont dcux ospaces do fonctions

du typec ’b{m .

On a

L (@D 5 JEIR D&, DV ST 2(m) .

Soit Le< ((:)'Lg)'c ;3[‘1‘;) , cllc définit un &lément N(sc,y)e;}&;‘;’; associd
B H
- A e - .
aussi & N = N(&,y)eﬂl;(m;‘;) tel que L(T) = T(N) = jN(&,y) T, 4y

- N(%,9) cst lc noyau de L ,

Une aplication L de 8:} dens & scre dite régulerisente. De
Ay .
= nous tirons donc la proposition
C:® &,-% 4y pTop

Proposition 3 -~ Toute application régulariscnte est définie par un

noyau, fonction indéfiniment différentiablc, N(%,§) . Si T;Y est une

distribution & suppert compact, s régularigée por N egd définie por
1'intégrale jN(&,y) T dy
R y o -
On a N(%,%) = L fS’ ou e %y(%&)
dgone L(§, (b)) = N(%,B) et L(Sy(b))(a) = N(a,b)

B) -fc(’ﬁ; ;‘.ﬂt’;) ou (JTZ?C et (ﬂ; sont deux espaces de fonctions du




| = 4=
type ‘};em ’ fﬂ; étont en outre bornologique.

Soit E un espace vectoriel topologique complet tel que Eé soit com—.
plet, et que les porties compnctes de E! soient équicontinues (done (Eé)'c=
=E) s+ On a alors :

LMY L (B MDD L (MDY 5 B ML &, BN
Les conditions imposées & E seront menifestement remplies si E est tel que
tout cnsemble H de E' d&quicontinu sur les porties compactes de E est
équicén't'inue, ce qui est lorsque E est bornologiques [ Soit en effet alors
Et son durl, et HC E' Jquicontinu sur tout sompact de E o Soit V un

voisinage convexe &quilibré de zéro dons C (un disque) , et S une suite
quelconque de E qui tonde vers zéro. Par hypothése (ﬂ h".l(V))ﬂ( S U{O})
hed

est l'intersection de Sou {O} ot d'un voisinage de zéro dons E , done

n p~t (V) , convexe, équilibré, obsorbe S , donc tout borné de E , et est
heH
en consdéquence un voisinage de zéro dens E ],

. n o, pqemy © 0t . > m ny,

Soit Le 3 (‘T[y ;ﬁzx) y 'L sn tronsposée et I\T(S:)y = Ne STCX( (‘Jty)é)

1'¢lment associé & L N(Sc).y est lc noyocu de L . Pour toute distribu-
. \1 .t _ _J ) s n o
tion 'I‘xefm.x on o L<Tx) = T1<N(X)y) = N(“)yfxdx . Pour toute Pe ij y
on a

PO 5 1> = <P, > = (<P, F>)
L((?(?)) cst donnée par l'intégrcle portielle

L9 @) = (1), Wy - <P T>
On 2 z2ussi

LP®E) = [ (), ¢

N(x)y est le noyou de L .

Y

Clest bien un noycus Clest en effet une fonction continue de x€X &
valeurs dens @;r « On définirn N(CP) pour <€ (&,&)6@ x,y P°T
ng) - S Sx ¢ G

Comme (P (8,9) est continue de x & valeurs dans @y y ot N(ﬁ)y

continue de x & veoleurs dons 0)' y 1'intégrole en dy définit une fonction

N

continue de x 2a support compact, donc N(Q) &« un sens. Si (.P converge

vers 0 dons GDX ¥ on gardent son support dens un compact fixe H x K de
9

Xx Y3 (.? (x49) converge vers O drns @y uniformément por ropport 3 x,



=5
N(x.)y reste borné dnns OD;’ lorsque x pnrcourt H , donc 1l'intégrnle en
y converge vers O uniformément por r-pport 4 x , cen gordant son support

dons H , done N({Q)}->0, Donc N est bicn une distribution e (D Py

Xy
¢'ecst—-a-dirc un noyou.

~
Cas particulier . Y ((Dy ’ %1)% %X(OD:}) = %X(GD}'T) « Los applice-—
tions de ~8 (@y H %}_) sont ditecs semi-rdguliércs en X o

Protosition 4 « Toutc cpplication L scmi-régulidre on X cst définic

per un noyou fonction indéfiniment dérivable de x 2 veleurs dons OD'_} .
Si e@® , ot N(x est le noyau de L on a 3
»l ({9 ¥ s CL ( )y yZ on &

L@ @) = [N, § ey

. ~
m n m n m n
c) -zg((ilux)é s ('}‘Ly)é)gflllx(('ﬂy)é) lorsque IMT_ ot ﬂy sont des
esprces du type Ef,m 9 le bornologique .

Cec crs o 616 troité tout & 1l'houre dons B) , avec L(%y(b)' = Nx(b) .
Inversons donc les r8les de x ot y . Alors si Le ((ﬂﬂ;)é H (’S’l?c)c’)
il est défini por un noy=u N (y)é "3ﬂm(('ﬂn) )

Cas porticulier @ , :
'2’?. (g:} s 6)}2) = ‘&y(@}'c) y N est nlors un noyau

gemi~régulier cn y

Le thdéoréme général des noyauxe 11 s'énonce

Théorsme 2 — Toutc application lindcire continue de ®y dans 0); cst défi-
nic par un noyou, déterminé d'une meniére unique. Soit L 1l'applicetion ,

= e et N le noycu de L , nous cvons L = | N d
P @ed, ot v, y : (@) = fr, PGy
L'unicité du noyou cst évidente, cor L détermine N sur NS

denss d-ns (Dx v
9

Démonstrotion « Elle sc feit on guntrce étapes ¢

1) Lef (O 3 %) « Co cns o Gt6 treité dens B) .
N_ _— (ﬁc)y e é 2 6)’ Pour @ ($)e (D ona: Ne -fN(S'.) Kf’(y)dy .
2°) Le § (@ (Z, ) ) Soit P e @ . Nous nous roménerons cu cas
précédent cn rugulurlsc..n'b L(¥) » La solutlon ¢lémentcire E - de 1'équa-

tion de¢ Laplacc itdérée Ak sur B ost r> ™ 3 unc constente prés [cfest

(ﬁ pX-n ] pour =n

((Zken) (Fc=2n) wee (4on) (2=n)o 21, (1)}
' a F (n/2)

impair.
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. XKe-n . .
Pour n poiry nous avons unc formule onslogue étant remplccé

Zk-n
per T log .

De toutc fagon, pour k assez grand Ek cst unc fonction m fois

continuement différonticble. Alors, dens ces conditions, Ek % L(kf) cst

o = o) 0
un élément de € . » done ('F’")Ek % L(Y) cst un élément de ..2 ((D %’x)
donc cest défini par un noyou Ne Z),O ® @'

B e L(P). =X+Y . 5inous appllquons 1~ formule de Poisson,nous
obtenons =2lors :
., Ak Ak _ (AK
L(Y) - Ak'Ek e L(Y) = AS(g_ % L(Q)) = A ) (AN y .,
donc L c¢st bien définic prr un noyau.
30) L€£(8 % ) « L ecst dite "compectifiante®. Lo forme bilindairc
L sur % (f’ définie prr L  est séparément continue 83: ¢t (éy

tent des espacos du type (CF) P rI\J) cst continuce Donc il cxiste un ou-
vert de % eppliqué par L on un borné de %}'{ o Mais unc pnrtie bornde
de % ' ost plongéc deans un certoin (é et cst bornée dens cet cspace.
Done L sc prolonge on unc application continuo de Z, dans un (‘ﬁinc)' ’
cllc définit donc un élément de _z ((D (%;n{) 1) (et cllc est parfaitoment
définie par cet élément puisque @y Oot prriout donsc dens %fy pour la
topologie de %y) . - |

L cst donc définie por un noyou, d'aprés 20)
On a aussi 1l- 3

Proposition 3 « Toute formc bilindeirc (séparément) continuc sur
(f,xx Léy cat définie per un noyau N ,yé gx,y .
©) Lel (@, ;0 N
L définit une forme bilindaire L sur (Dx x@y , séporément continue -
‘Soit A un ouvert relativement compact dens X (resp. B dems Y) .
Soit of (%) wune fonction € OD tclle que d(x) = 1 pour tout x& A ;
ﬁ (9) wunc fonction e@ telle que j5 (y) = 1 pour tout ye B .

~NJ
Soient maintenent QP(&)G:G) et 4" (?)&6) o Alors L(A(X)YP(%),
}’J €2 \-P (%)) est une forme bilinéaire sur % X 8 séparément continue .
Elle ost donc définic par un noysu N_ (A B) . Si c,lors ¢CD4 DDB,
ona N_ (A,B) = N (C,D) donc A x B , car ils coincident sur

a (A) @ a2 (B) dense dens mx;y(A x B) &

Por rocollemen'b des morcesux nous construisons un noycu définissent L o



Le théorémc cst démontrs.

~ A
Remerque ¢ Lo proposition 5 signific sussi gue %x @ﬂ, 8y ct k(% @E. %y

ont le mdme ducl,

Nous verrons gu'ils sont identiques, ct ccle cst 1ié ~u foit que %: cst
nuclécire « (Clost précisdément lc théoréme des moysux qui ost & l'origine

du mot nucléoirc).




