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Exposé n® 1 (B. MALGRANGE)

LE THEORME D' APPROXIHATION

POUR LES EQUATIONS AUX MRIVEES PARTTELLES A GOEPFICTENTS CQNSTANTS

—_—0
<

o °

RAPPEL JES NOTATIONS.

M. étant un ouvert de R° , on dbsignera par & (41) (rosp. g"’(ﬂ) R
resp. D (€L) ) 1'espace vectoriel des fonctions & valeurs complexes, définies
dans £ ,indéfiniment différcntisbles (resp. m fois contindment différentiables,
resp, indéfiniment différentiables & support compact dans <%) ., € (%) ,
%m(ﬂ) , 0D(£L) sont munis de leurs topologies usuelles (Voir Schwartz, Théorie
des Distributions, T. I) ; €'(2) , 8’m(11) , ((£x) sont lours duals forts res-
pectifs : (Y (£1) est 1'cspace des distributions sur (1, & (L)) est 1'espace
des distributions & support compact dans L2, Lorsque S = R , on écrit % s

€0, N, ete. hulieude L(RY) , (&Y, ...

Pour toute (f? e §) , on pose 9"/({' = f e-—Zin <x%y>¢ (x) ax

Rn
ol < x,y > désigne le produit scalaire Ky Ty oo +X, 7, o De méme, pour

toute Te &’ , on posera :

ot
G T = <T, AT < Xy > (ye &) .

Rappelons 1'énoncé du théordme de Paley-Wiener : Pour gu'unc distribution T

solt & support compact, contenu dans le cube |x, 1< G, vvv, (X 1< C, il

faut et il suffit que sa transformée de Fourier F T goit_une fonction de ¥

&_croissance lente, prolongeable aux valeurs complexes z dgc la variable en

une fonction entidre, de typc exponentiel <« 2T C , c'cst-a-dire majorde, pour

les valcurs 25 25 5 eee 5 B des variables complexcs par

K(2) 2T +e)(la) +1z) +.on + 12 ))

ol, pour tout £ >0 , k(&) dépend dc ¢ , mais non de 2y By 5 eee 5 B

Dans ce cas F T est & croissance lente non seulement pour % =y 7réel, mais

b

pour |3z}« A constante quelcongue.
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Nous eurons besoin d'un autre résultat, connu sous le nom de théoreme des
supports ( LIONS, C,R.Ac.Sc., 23.4.1951) . Soient S et T deux distributions

3 support compact sir R& . Si_ 0, (resp. 02) est le vplus petit compact con-

vexe de R qui contient le sunport de S (resp. T ) , alors._ Ol + O2 est le

plus petit compact convexe cui contienne le support de S % T .

. . A . n
Enfin, nous eppellerons expomentielle polyndme toute fonction sur R~ de

la forme :

P(xl y eee s xn) exp(Z’ITi()\l Xy 4 eee # )xnxn) )

—_—t 00
e T o T e

Jans le reste de cet exposé, nous nous attocherons & démontrer le théoréme
suivént :
THEOREME .- Soit {1 un ouvert comvexe de R" . Les fonctions @ de & (£2)
gui vérifient 1'équation Dkf-‘ =0, ou D est un opérateur différentiel D =
- QP1+e s+ +Pp
= “p xxPL .., oxPn
1 n

a_coefficients constants ap , sont limites, au sens de

& (), de combinaisons lindaires finies d'exponentielles volyndmes f telles
gue DfE=0.

Le théoréme résultera des deux propositions suivantes

PROPOSITION 1 .- Seit T=§' orthogonele & toutes les exponenticlles polyndmes
f telles gque Df =0, Alors ﬁ\,—'—

F ()
D est 1'opéreteur adjoint de D, i.e. tel que si Ue () , Yed), on
ait <« 511 y > = <U0,Dp> .

est une fonction entiére.

PROPOSITION 2 .~ Si T est une distribution & suvport compcoct, contenu dans

€1, telle que FT/F (DY) soit une fonction entidre, clors il existe une dis-

tribution S , & support compzet contenu dans {2, telle que T = DS .

Montrons que la conjonction des propositions 1 et 2 entreine le théoréme.
Si Ta € () est orthogonek & toutes les exponentielles polyndmes f telles
que Df = 0, alors il existe Se %’(&1) telle que T = DS ; mais alors, pour
toute (P € % (2) telle que DLF: 0O, ona:

CT,@>=<D8,0>=45,D49>=0

T est donc orthogonale & toutes les solutions (pe %(2) de DY =0.
Soit E 1le sous-espace vectoriel de ¢ (£}) formé par ces C? (fermé) ; et
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soit F 1le sous-espoce vectariel fermé de & (1) engendré vaer les oxponentiel-
les polyndmes f telles que Df = O . Le sous-espace de &’ (£1) orthogonal 2

E et celui orthogonal & F coincident d'eprées ce qui précede.

Nous ellons maintenamt démontrer les pronositions 1 et 2 ,

A - DéMOHSTRATION DE_ILs PROPCSITION 1 .

Posons g(z) = *g-/'-%:*;—- , 1(z) =G 7 , R(z) =CF (BS) , Z = (z1 s sea s

(D
z )e ¢,
n

- 1°) glz) est holomorphe 3 l'origine.

Soit P(x1 s Ko 5 eee s xn) un polynéme qui vérifie DP =0 . DP =0, i.c.
DExP=0. '
- S — v o~ — Y
Cela équiveut & (F DE)FP) =0, ou (FDS)(FP) =0. Corme F DO =R,

si nous posons O P = & S (polyndme de dérivation) cela revient & RAS =0 .

D'aprés les hypothéses, DP = O implique < T , P> =0 ou <K T ,‘jﬁ P>
=0 ou M, AS > =0 . DNous devons donc montrer que, si tout polyndme de
dérivation AP vérifiant RAY = 0 vérifie < M, D0> =0, M est divisi-
ble per R dans 1l'anneau des germes de Tfonctions holomorphes a2u voisinage de O .

Mois on sait  (Séminaire Certan, 1951/52) que si une série convergente M
(en Vi3 Tg s oo s yn) est divisible per une série convergente R (qui est

méme un polyndme) dans 1l'anneau des séries formelles, M est aussi divisible

par R dans 1'annezu des séries convergentes. Nous pouvons donc nous placer

dens 1'anneau C[[yl s Vo5 eee s yn]] des sdries formelles. On sait que si
on le munit de lo topologie (de tyne topologie produit) de lao convergence de
chaque coefficient de les série., tout idéel est fermé (thdorime de Krull, voir
Séminaire Cartan, 1951/52), et que son dual est 1'espace SJO des nolyndmes de
dérivetion AP , ot <A ¥ > s'obtient en avoliquant & la série formelle

la dérivetion A et en prenent la valeur & 1'origine du résultat.
& o

[On sait ausei, meis nous n'en aurons pas besoin, que 1l'esvace des séries
formelles, avec la topologie précédente, n'est sutre que le quotient de 1'ecspace
& par le sous-espace (orthogonzl de ¢’o dans % ) des fonctions nulles &

1'origine avec leurs dérivées de tous les ordres .

alors si A3 e &) véririe RAS =0, olle vérifie <RI, Y= 0
ou < AJ, RY>=0 pour toute We ¢, dmec < AS, R¥>=0 pour tout
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polyndme (p et par pessage 4 la lirmite pour toute série formelle LP ; cela
signifie que A § e %6 est orthogonale & 1'idéal principal (R) de 1l'anneau
des séries formelles ; or cela doit imnliouer < A S , M> = 0. Cela prouve
que M est adhérent & 1'idéal principal (R) , et comme il est fermé, M e (R) .

C.Q.F.D.
Romerque : Cette démonstration, et par suite aussi la proposition I ,
reste valable, si 1'on remplace D s par n'importe quelle distribution & support

compact, Il n'en sera pas de mme pour la proposition 2 .

-~ 20) ¢(z2) est holomorphe cn un point quelconque de Cn .

Soit A = (>\1 , xz, oo 5 A

) . Posons :
n

EHN =e—2i'7f<x,>\> T, D)\S :e2iﬂ/<x,}\> DS

v s v
d'ol D)\X = e—-21’ﬂ’<x,>\> D& . Soit P un polyndme tel que
.
p[e~AT<X A> )72 0

- On a :

DY xe—ziﬂ,< XN > P =

_.'p‘“ o= 5
_ oA <xy N> (e.?J_H{X,/\> Dg)xa21’\_r<_x,z\>P:

_ e-2i’tT< X, N> [021’\\’(}{,}\,\/ 21T < x, N>

Db xPl=¢e¢ Dy P

donc nous supposons que Dy P =0 . lMais slors T doit 8tre orthogonale & !

1'exponentielle-polyndme e—Zﬁr<x’ N> —2AT %, A > P)

-2 xy A >

P puisque D(e =0,
donc ¢ T, e Pp=0 ou Ty , P>=0, Ainsi D3P =0 doit

impliquer < Tx , P >=0. D'eprés ce qui a été démontré antérieurement, cela

T
prouve que ?j\,x est holomorphe & l'origine ; or cette fonction est %‘%‘2—3—/;—))‘ s
N

donc % est bien holomorrvhe au point N de C.
C.Q.F.D.

Ainsi la proposition 1 est compl3tcment démontrée.

B - DE"NONSTRATION DE La PRCPOSITION 2 .

vl
g(z) = -:3:—-—2— (T e ‘-f,’) est une fonction entidére ; nous allons montrer
(D§)
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que g(z) est de type exponentiel, & croissance lente pour les valeurs réelles
de z . Du théoréme de Paley-Uiener résulterc clors que g(z) =F s , avec
V ()
Se &', Comme var conséquent T = DS , le support de S sera contenu lui aussi
€] I q ’ DI

dans £, en vertu du théordme des suoports (<L est supposé convexe).

Nous &llons utiliser le lemme suivant s

LEME .- Soient f(z) , g(z) , P(z) respectivement deux fonctions entiéres et

uh polyndme unitaire de degré m & 1 veriable comnlexe 72 _tels gue

£(z) = g(z) P(2)

. 1

3 S — Max .

alors, pour tout zy& C, tg(zo)lsg = lZ‘Zgi< 2o | £(z)}

Supposons que P(z) = (z - Zl) vee (2 - zm) ; nous pouvons reisomner par récur-
(e

. - 5. jonas
1

rence ; posons fl(z) =

£(z.)
}fl(zo)}ig | I'O ( si ’ZO -zl>r, et l fl(zo)tsg % 'Z-gtgiszr!f(zx

en vertu du théoréme du modul? aximum, si ]zo - zl‘.< r . On répéte le mdme
£q ZT

roisonnement pour f2(z) et ainsi de suite.

1

Z—22

Applicuons ce lemme & la démonstration de le proposition 2 . Supposons

B étent de degré m , cue pour une au moins des variables, X, por excmple,

le coefificient de soit # (on peut toujours s'y ramener per un chenge-

x
1
ment d'axes ; cele revient & dire que 1l'hyverplan X = 0 n'est pas "caractéris-
tique® pour 1'opéreteur différentiel). BEn multipliant 5 ) par une constante

nous supposerons ce coeff%gient dgal & 1 . Yous pouvons ordonner D par
. 1 i Q¢

ranport a = == S—) ; cdonc R ar repport a H
i yl 217 (a}:]_) 1] (‘ ) p& &pp a 1

v m-
el _,m T m-k
R(Z)...ngb ‘zl+1§:‘i Rk(zg, eoc e ,Zn)Zl
ou les Rk sont des polyndémes & (n-1) veriables. Rappelons que nous avions
posé : '

M=% T R=F (D) , g=

S B e

Appliquons le lemme par repport & lu¢ varisble complexe 1 s POUT 25 ;5 84

LK BN ) ’ zn fixés.

g(zl y 25 9 cee Zn)i: \Zi_g@ii{é om !M(Zi 9 o s see s Zn)’ (1)
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en prenant r = 1 dans le lerme. Or M est de type exponentiel par rapport
3 z ; il en sera donc de méme de g . OCeci établit que g est de type exponen-
tiel. D'autre part, ]M(zl 5 Tp 9 ee0 s ¥ )} est borné par un certein polyndme
en zi s T vve s Ty Gans toute la bande |d 2 Ié 2m . L'inéegalité (1)
entraine alors que g(yl » Yo 0 see s yn) est a croissance lente pour y réel,
C.Q.F.D.

On verrait trés facilement, de la méme fagon, que si T est une fonction

appattenant & @) , auquel cas ‘%T T est & décroissance rapide pour y réel, il

v
en est de mdme de g , et alors T =DS , S€{) .

Le théoréme est complétement démontré. Il reste d'ailleurs valable si l'on
. ~)
remplace & (L) par O (51)

si ve@ (L) vérifie DU =0, alors U est limite dens 0V (1) de

combinaisons lindaircs des exponentielles polynémes solutions de cette éauetion.

On remplace, dans la démonstzation qui préecedc, Te& () par Yed) 1)
(duel de (0’ (1) ) ; en vertu de la remarque qui vient d'Stre faite, si < P,
£f> = 0 pour toute exponentielle polyndéme telle que Df = 0 , alors il existe
‘\{fe M (1)  telle que (_{) = I‘)/\V, d'olu le théordme dans ce cas.

Le théordme ost aussi velcble dens £ (£1) ; on prend alors Te ET(L) ;

’ :
il existe S€ &'(fL) tel que T = DS des lors que < T, £> =0 pour toute
exponenticlle polyndme f solution de Df = 0 . Ici on nec sait pas si S est

i . .
dans Z , meis peu importe,

Soit en effet comme précddemment (PG. ‘&m(ﬂ) telle giie D¢ =0 . Nous
devons montrer que (f est adhérente dans ‘f,m(fl) 3 1'espace vectoriel engen-
dré par les exponentielles polynémes f telles que Df = O . Pour cela il faut
voir que 81 T & ‘zf;m est orthogonale aux f , T est orthogonal & ¢ . Or
nous savons que T = JVDS s OFE€ &' (1) . soit ol. une suite de régularisantes
(eppartenant & 00 ) convergeant vers & dans 1'espece %’O des mesures & sup-
port compect muni de la topologie faible. Alors < T ,{> = jljlilo<T x 0(3. s
L?) car les T xo(a convergent vers T dans ‘é’m faible. Mais < T x% h{J. ,
¢y = <DSxoS » P —<D(S><O(),“P> <Sx°(J,D({)>::O,donc
<T,4> =0. C.Q.F.D.
D'autre part, on peut se poser les dcux problémes suivents

-1°) pour quels opérateurs est-il permit de remplacer les exponentielles-polynd—

mes par de simples polyndmes ? Cela est certainement permis pour certains
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-
opérateurs, comme en témoigne le ces du laplacien A = :EJ 535 et de
9 )
== +1ix) i
az aX 6}7

-2°) pour quels opérateurs peut-on lever la restriction de convexité pour l'ouvert

{) 2 Ici encore, cela est permis pour certains opérateurs : exemple : —
3 oz

puisque les solutions de =— = 0 sont les fonctions analytiques, qui sont
dz

limite de polyndmes dans tout ouvert simplement connexe ol elles vérifient cette

’

équation (i.c. ol elles sont holomorphes).

Ces questions seront étudiées dans les exposés n° 3 et 4 .




