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ÉQUATIONS ELLIPTIQUES À DONNÉES DISCONTINUES

Guido STAMPACCHIA

Séminaire SCHWARTZ
5o année, 1%0/61, n° 4

Il est bien connu que la régularité dos solutions d’un problème aux limites pour
uno équation du type elliptique suppose que los coefficients ot aussi les autros

données du problème soient suffisamment réguliers.

C’ost seulement depuis lcs travaux de NASH [4], DE GIORGI MOSER [3] qu’on a
quelques résultats do régularité locale pour les solutions des équations d’ordre
2 à coefficients mesurables ot bornés $

Je me suis posé le problèmo d’obt;nir quelques résultats do régularité pour les
solutions do problèmes aux limites relatifs à uno équation elliptique d’ordro 2

à données discontinues. Des problèmes du môme genre ont été étudiés pa r C, B.
MORREX [2].

Je vais exposcr d’abord lcs propriétés de sommabilité dos solutions do t;:ls

problèmes cn donnant dos théorèmes valables sous des hypothèses concernant los
coefficients d’ordre inférieur à 2 moins strictes que celles que j’ai utilisées
dans dos travaux ~6 ~ ~ .

Je donnerai ensuite des énoncés de théorèmos do continuité höldérienne on ren-

voyant à [7] pour les démonstrations. Il serait très utile (en vue de l’étude des
problèmes non linéaires) do généraliser ces théorèmes, comme je l’ai fait pour los

premiers résultats ici démontrés.

l

Soient 03A9 un ouvert borné de Rm, ÔQ sa frontière et

(?== Q ~ ~03A9 l’adhérence de 03A9 . Soit l’espace complété de (fonc-
tions une fois continûment dérivables sur 03A9) par rapport à la norme :

et. soit H10(03A9) l’adhérence do (fonctions do nulles sur 00 ) dans



Soit V un sous-espace vectoriel f.;rmë de contenant H~(Q) .
HYPOTHÈSE A. -. Il existe a p>0 tels V

l’on ait :

REMARQUE.-Si V = H10(n), l’hypothèse A est vérifée avec d’après~ ex  m

SOBOLEV.

On va considérer maintenant les fonctions suivantes : a.. e L~(0)
(i , j = 1 , 2 , ... , m) telles que l’on ait

On pose~ pour u J v e 



Si u(x) 6 V et vérifie la relation :

on écrira

Les solutions (au sons de la théorie dos distributions) des problèmes aux
limites plliptiquus d’ ordre 2 sont des fonctions u(x) E ~ ~~ ~ V) . Par
exemplo : problème do Dirichlot avec V = H..(0) ~ problème de Neumann avec
V = problème mêlé de Dirichlet-Neumann avec V , sous-ospaco dos fonc-

tions de dont la traco sur un sous-ensemble ~1 03A9 do ÔQ s’ a,nnule.

II

Démontrons maintenant que si (1) et l’hypothèse A sont vérifiés, on a :

est suf f i samment grand, il existe , M > 0 taIs u© ~ v ~ V :

a. 
. 

Si b. ~ d. ~ c ~ 0 c’est évident (sans l’typothèso A au 

b. Si bi , di, c sont dos fonctions bornées, c’ost facile : toujours sans
i i .

l’hypothèse A , utiliser l’inégalité

c. Soit b, i é alors, c > 0 étant donné, on peut choisir k > 0 tol

que :



Alors, puisque :

où désigne la fonction que l’on obtient on tronquant b.(x) aux

niveaux k et - k , on peut décomposer le tonne

Pour le premier on est ramené à (b) ., Le second 
do Hölder et l’hypothèse A , est majoré par :

Les autres ternes se traitent de façon anaologuc.

les constantes trouvées dépendant do b, i ot pas seulement de la

norme ~bi~Lb.
III

La théorie dcs problèmes aux limitas nous permet maintenant d’affirmer ceci:

Ii existe X > o toi que, si X > X , si f est dans io duù [H1(03A9)] do
H1(03A9) , il existe u OE V unique t;1 que, V v e V , l’on ait:

do plus, il existe C > 0 tel que :



On désigne par ë~ l’application [H (Q)]’ -~V que nous venons do définir. Soit

la restriction.’;!) 03BB à L2(03A9) et soit (i)03BB l’application définie sur

1~(0) par :

Avec ces notc.tions, si u ~ ~ ~~ ~ V) , on a :

Nous allons démontrer un théorème qui nous assure que les applications 8. A
sont du type (r , v) et que l’application (0)03BB est do type (r0 , 03BD) . On dit
qu’une application définie dans L~(Q) est de type (ci , b) si 3 c > 0

tel que :

IV

. Nous aurons besoin d une hypothèse supplémentaire Nous appellerons {u}
(resp. {uL ) la fonction obtenue on tronquant supérieurement (rcsp. intérieure-
ment) u au niveau k :

HYPOTHÈSE B. - Il existe un nombre k0  0 toi que, si v dors {v f ~ V
si k~k~~ et {v].~=V si k~:~k~ ~

Si V = H10(03A9) ou V = l’hypothese B est satisfaite avec

1~=0 .

THÉORÈME 1. - Si ue 03BB (03A9, V) , les hypothèses A et B étant satisfaites, il
existe une constante N > 0 telle quo l’on ait :



où 1 03BD = 1 r - (1 2 - 1 03B1) lorsque cette quantité est strictement positive ot 03BD = ~ dans

les autres cas.

Il suffira do démontrer ce théorème lorsque d. = c = 0 et que B est suffisam-

ment grand. Supposons on effet le théorème vrai dans ce on va écrire alors :

où ~,~ est ce que devient la forme a quand on y remplace d i et e par 0 et :

Puisque c(x) où 1 c  1 - 2 03B1 et u ~ L03B1 , l’on a cu ~ Lt avec

1 t  1B-1 03B1 =1 2 +(1 2-1 03B1 et il en découle que f0 ~ Ls avec il-l .
Puisque où 1 d  1 2 - 1 03B1, l’on a di u ~ Ll avec 1 l  2 - 1 03B1 + 1 03B1 = 1 2
On peut donc déduire do (3), on utilisant le cas supposa vrai du théorèmo 1,

compte tenu do co que s , l > 2 , quo u avec a > 03B1 . Ensuite, si

~1 . ~ ~ ~2 
l 

°"

u ~ L, il on découle, do la même faon, quo u e L avec 03B12 > a (et plus
On peut refaire le m$mo raisonnement jusqu’ à ce que

2 1 1

03B1n rattrape r .

Donc on supposera désormais que a(u ~ v) = o~(u ~ v) 
Pour démontrer la théorème 1 on va utiliser doux types d’inégalités ; les iné-

galités qui résultent du fait que u e  03BB(03A9 , V) , qu’on peut appeler inégalités
d’énergie généralisées, et les autres qui résultent do l’hypothèse A, c’est-à-dire
dos inégalités, do Sobolev. Mais il est utile do commencer par démontrer le résul-
tat que voici :

LEMME PRÉLIMINAIRE. - Soit (p(t) une fonction non négative, non croissante définie
pour t ~I~~O . Si pour tous les h et k vérifiant h >k >k~ ~ on a :



C , 03B1 , 03B2 étant des constantes positives 1 , on a alors, on posant
a

v = 1 - :
I° Si 03B2  1 , il existe, une constante C1 > 0 , ne dépendant ni de 03C6 ni do

telle quo si h > k~ :

2° Si 

, .

1° On pose :

d’où il résulte, pour h > ~k :

Maintenant , si h = 2k , on a :

et si on pose oncore :

on trouve :



et lo lemme on résulte.

2 ° On po se

et on démontre par récurrence que :

On en déduit lo lemme on faisant tondre n vers J’infini.

On introduit les notations suivantes :

On se servira de la notation A(k) pour énoncer dos relations valables aussi

bien pour A (k) que pour A~~k~ .

a. = mes A(k) $

LEMME jL~ ~ Sous les hypothèses il et B ~ il existe dpux constantes ~ >0 ~

P. >0 telles que, si u ~ V et si a.  ~ , l’on ait :



DÉMONSTRATION. - Si u = V , k > k0 , d’J.près l’hypothèso B :

D’après l’inégalité de Hölder ct l’hypothèse A , on a :

On peut choisir 11 assez petit pour quo 03B2~1-2/03B11 et alors on a l’inégalité

(4).

Si h > k on a :

D’ après (4) on a alors l’inégalité (5).

Démonstration analogue si 

Lo résultat suivant est l’inégalité d’énergie généralisée.

LEMME 2 . - Si u E 03BB (03A9 , V) , si les hypothèses A et B sont satisfaites, et si

03BB > 03BB > 0 , il existe doux constantes 03B3 , A telles que si > k0 , on ait :

DÉMONSTRATION. - Puisque u = ê~ ~ V) :



On poso v = u - u k ( ~ V par l’hypothèse B) et on obtient t

On a évidemment / u[u - k] dx >~0 ~ et d’après ~1,~ :

Maintenant, pi on fixe 03C3 > 0 , on peut trouver un nombre L (03C3) do façon que
l’on ait :

(e’ost essentiellement ce que nous avons démontré on II) .

Do plus~ on a 1

et onfin on trouvo, on changeant au besoin la fonction L ~a~ ~

où 1 t =1-1 03B1 ot

Fin de la démonstration du théorème 1. - D’ après les lemmes 1 ot 2, plus exiactement

d’après (4) et (6)~ l’on a :



si ak  n et 03B303B21 ~1-2/03B1  1 , on a :

Do là et do (5), on conclut :

c’est-à-dire qu’il existe k tel que, si > k :

Diaprés le lemme préliminaire où l’on 

d’où

on a la conséquence suivante :

Si u 6 g A (Q ~ v~ ~ les hypothèses A et B / étant il existe doux cons-

tantes C~ > 0 ~ kl > 0 telles que si k > k1 t on a :

mes A(k1 + d) = 0 où da = A(kl)]a.(1/2-1/r-l/a.) F~

~ 

k doit choisi do façon que mes ~: ~k ~  r~ e



Puisque u E on peut satisfaire cette inégalité en choisissant 1

et donc on a :

On a alors :

Si -~ =? oo ~ la démonstration du théorème 1 est achevée . Il. nous reste à examiner

le 

Rappelons qu’une transformation linéaire T de La dans l’espace des fonctions

mesurables est de type (a , b) faible s’il existe une corstante C > 0 telle que

lion ait :

Revenons aux applications ~ ’ ~ que nous avons déjà considérées. Main-

tenant on peut dire que ces applications sont de type faible (r~ ~ ~) et (r ~ ~)

On utilise alors le théorème de Marcinkiewicz (ZYGMUND [9]) :
Soit T une application de type faible b.) et (a~ ~ ’b?) où :

Alors T est aussi de type fort (a , b) pourvu que :



c’est-à-dire qu’il existe une constante K(t) telle que :

Ce théorème permet d ~ a chever la démonstration du théorème 1 en faisant varier r

1. - Par la même méthode, on peut aussi démontrer le théorème 1, quand

1 d = 1 2-1 03B1 et 2014 = 1-2 03B1. Nous ne le faisons pas ici.

REMARQUE 2. - L’ inégalité du théorème 1 est uniforme lorsque les ai. varient

de façon que (1) soit uniformément satisfaite, c dans un ensemble borné de Le ,
les d. dans un ensemble borné de Ld et les b. dans un ensemble borné de

fonctions uniformément sommables dans L .

3... Le théorème 1 donne aussi des majorations dfl,ns L des solutions

u E n V d’une équation (de type non variationnel) :

où E 

Il suffit d’écrire cette équation sous la forme :

On va maintenant revenir sur l’hypothèse A en supposant que V = Nous

désignerons par I(x , p) la boule de centre x et de rayon p ~ et par T’ ~x ~ (~ ~~
sa frontière. Si E(x) est un ensemble mesurable de T’~x ~ 1) nous appellerons

1 sa mesure à m - 1 dimensions et S~x ~ p) l’ensemble des points de

I(x , p) que x projette dans ~~x~ .



On dit que l’ouvert Q satisfait a une condition de cône généralisée d’ordre

p. ~p >,1~ ~ s’il existe une ponstante p > 0 et, pour tout un ensemble

de r(x, 1) tels que :

et de plus,

Il est facile de démontrer que si 0 satisfait à une condition de cône généra-
lisée d’ordre p où :

alors Q vérifie l’hypothèse A ([8]).

En particulier, si p = +00~ c’ e st-à-dire si !~(x))~ > 0 on a -S~~r "~
et on retrouve ainsi la condition de cône habituelle.

VI

Nous allons maintenant supposer que les f. sont telles que les solutions

u ~ 03BB(03A9 , V) sont bornées, et étudier si ces solutions sont continues et 

riennos. Il faudra diverses hypothèses sur Q w

A ce propos, on va introduire la définition suivante : Soient A un ouvert

borné q une constante > 1 et q la constante telle que -~ == 2014 ~ -’
Pour P constante non négative, on désigne par la famille dos 

m

sous-ensembles B de A tels que l’on ait

pour toute fonction u de nulle sur B .



On dit que Q est admissible par rapport à H~’ ~ ~ s’il existe deux constantos

~ > 0 ~ p > 0 ~ telles quo l’ o n ait :

J’ai démontré ([7]), dans le cas b. , c bornés et di = 0 , le théorème
suivant :

THÉORÈME 2, -Si H10(03A9)) et si Q est admissible par rapport à

de plus fQ eL~(Q) , fi E (i== 1, ... , m) (:-=~ ~) .
où r > m , alors u satisfait à une condition de Hölder sur 

Un théorème analogue, valable sous les hypothèses plus larges on ce qui concerne

les coefficients b. , c , d. mais plus strictes on ce qui concerne l’ouvert

Q a été démontré par CoB. MORREY.

J’ai aussi démontré des théorèmes de ce genre pour d’autres problèmes aux limites

que celui de Dirichlet, à savoir le problème de Neumann et le problème mêlé de
Neumann-Dirichlet. Je renvoie à ce propos à l’article déjà cité [7J.
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