
Séminaire Lelong.
Analyse

MARY WEISS
Un théorème sur les séries lacunaires de puissances
Séminaire Lelong. Analyse, tome 3 (1961), exp. no 2, p. 1-2
<http://www.numdam.org/item?id=SL_1961__3__A2_0>

© Séminaire Lelong. Analyse
(Secrétariat mathématique, Paris), 1961, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la collection « Séminaire Lelong. Analyse » implique l’accord avec
les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation
commerciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute
copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=SL_1961__3__A2_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


2-01

UN THÉORÈME SUR LES SÉRIES LACUNAIRES DE PUISSANCES

par Mme Mary WEISS

Séminaire LELONG
(Analyse)
3e année, 196 l f n° 2 24 janvier 1%1

DEFINITION. - Une série lacunaire trigonométrique est une série

Un des premiers à considérer de telles séries fut WEIERSTRASS, et son exemple
d’une fonction continue non différentiable était une série lacunaire trigonomé-
trique. Dès lors, Ces séries ont été employées pour donner des exemples dans
l’analyse. Elles possèdent des propriétés précises.

Pour les séries lacunaires trigonométriques, on a les résultats suivants :

(1) Si Z alors S(x) converge presque partout (p. p.) ;

(2) Si 03A3 03C12k == 0153 alors S(x) diverge p. p. (plus précisément S(x) n’est som-

mable par aucune méthode linéaire dans aucun ensemble de mesure positive).

Puisque toutes les séries trigonométriques pour lesquelles 1 03C12k  ~ sont des
séries de Fourier, et puisque toutes les séries de Fourier sont sommables par le
procédé d tA bel p. p., on a pour les séries lacunaires le corollaire suivant :

(3) S(x) est une série de Fourier si et seulement  co .

Dans quelles conditions une série lacunaire converge-t-elle partout dans un
intervalle ? La convergence absolue de la série des coefficients est une condition

suffisante, et il est intéressant à noter qu’elle est aussi une condition nécessaire
dans ce cas. 

(4) Si S(x) , série lacunaire, converge partut dans un intervalle alors



Au sujet des valeurs que S(x) peut avoir dans son ensemble de convergence,
nous avons le curieux résultat suivant :

(5) Si 1 p. == oo et 0 , alors S(x) converge vers toute valeur réelle.

Il est intéressant de remarquer que si 03A3 p. = co alors S(x) converge seulement

dans un ensemble de mesure zéro, mais sur cet ensemble elle prend toutes les va-
leurs.

De plus, ces séries donnent lieu à des théorèmes qui sont les analogues des théo-

rèmes de la théorie des Probabilités, comme la loi de Gauss-Laplace et la loi du

logarithme itéré, conformément au principe général que les séries lacunaires se
conduisent comme des séries de variables indépendantes aléatoires $ Nous pouvons
comparer les propriétés (l) et (2) au théorème de Kolmogorov sur la convergence
des variables indépendantes aléatoires.

Si au lieu de séries trigonométriques, on étudie des séries de puissances, c’est-

à-dire des séries S(x) = 03A3 C e , où nk+1/nk > q > 1 , l’équivalent de (5)

est alors l’énoncé suivant, conjecturé par PALEY, et établi dans [2] :
, , ~ 

’°  Si ==~ 
" 

où i~/~> q> 1 satisfait C.~ 0 ~
1 == alors pour chaque Z complexe, il y a un y e (0 , tel que
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