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’
TI-E'ORﬁNE DE TITCHMARSH SUR LA CONVOLUTION ET OFERATEURS DE VOLTERRA

par Gerhard K. KALISCH

1, Introduction.

Le but de cette conférence est de démontrer 1l'équivalence étroite entre le
théoréme de Titchmarsh sur la convolution (théordéme T) et le théoréme énongant
que les sous=-espaces invariants de la transformation V£ :fO:x f(y) dy dans
L2(0 , 1) sont les sous-espaces Iz(a , 1) ae 12(0 , 1) des fonctions s'an=
nulant p. p. dans (0, a) pour tout a € [0, 1] (théortme U ; [1], [2]), et
d'en tirer plusieurs conséquences. la premiére partie de cette conférence fait
pertie d'un article qui vient de paraftre [5] (équivalence entre les théorémes T
et U) ; l'exposé en a été amékioré dans un article de SCHREIEER [7], et je donne
ici un exposé unifié, J'ai démontré ailleurs {2] que bien d'autres transformations
intégrales ont les mémes sous-espaces invariants que V . généralisant aing le théo-
reme de Titchmarsh. Dans la deuxitme partie de cette conférence j'étudie deux
conséquences de l'équivalence des théorémes T et U que j'espére publier sous peu
avec tous les détails.

1° Ie cas des sommes directes finies des transformations du type V constitue
le début d'une étude de multiplicité (théoreme UZ) et conduit & une généralisa-
tion banale du théoréme T (qui semble toutefois devenir plus intéressante pour
des sommeg infinies),

2° Ie cas des produits tensoriels est 1ié i la généralisetion du théoreéme T due
& LIONS [6], et porte sur les espaces invariants par rapport eux n transforma=
tions d'intégration par rapport aux n variables de ll’espace Rn de n dimen-
sions réelles (théoréme Vpj),

2+ Notations .

e support S(f) d'une fonction est le complémentaire du plus grand ouvert
oi f =0 pep. L'enveloppe convexe de S(f) est notée C(f) . Si S(f) c (0 , 1),
on a

Twe=/, tx=y)gl)dy=gns
et on a

(g #f) *h=g # (f % h) o
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Si T est une transformation définie dans un espace Lp s on appelle un sous-

espace K c Lp (toujours fermé!) invariant par rapport &4 T si TKCK ,Si T
est une transformation définie dans Lp , elle est dite cyclique s'il existe une
fonction f € Lp , dite cyclique, telle que l'ensemble des fonctions

£, I, £ ; ecc ©t de leurs combinaisons linéaires est dense dans Lp o On
définit d*une maniére analogue la cyclicité de plusieurs transformations : le sous-
espace de Lp qui contient f , et qui est invariant par rapport & toutes les
transformations & la fois, est l'éspace Lp o la fonction 1 est notée u .

Finalement, nous notons les deux formules suivantes ou g(x) =f(lex):
((fﬁg) ) h)= (f ? (g*h)'\’)
(f = g)(1) = (£, g)

ai {f, g) est le produit scalaire /01 f(x) gx)dx de £ et g

3+ Le_théoréme de Titchmarsh [8] dont il s'agit est le suivant. Nous en donnons

deux énoncés équivalents, le deuxiéme (LIONS [6]) étant valable encore pour les
espaces Rn °

£ )
THECREME T,

a. Solent f et g dans LI(O, 1) 3 soit f #g=0 p.podans (0, 1) ;
soit 0€ S(f) . Alors g =0 p. pe

b, Soient f et g dans L,(~ =, ®) A supports compacts., Alors
C(f = g) =0C(f) +C(g) «c.

’ )
THEOREME U, - Les sous-espaces IL,(a , 1) de L2(O , 1) sont les seuls sous-
espaces invariants par rapporta V .

L'analogue du théoréme U pour les espaces complexes C, 4 dimension finie n
est le théoréme énoncant que les seuls sous-espaces de C, invariants par rap-
port & la transformation v, donnée par la matrice nilpotente ayant 1 dans
toutes les places au~dessous de la diagonale principale et O ailleurs sont les
sous=espaces Cn(j) de Cn qui sont composés de vecteurs aysnt les j premieres
coordonnées O . Comme dens le cas du théoréme U , les sous-espaces invariants
sont donc totalement ordonnés. la forme jordanienne des Vn ayant une seule

"eellule", nous appelons le fait que les sous-espaces sont totalement ordonnés,
1"Unicellularité",
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L'équivalence des théoremes T et U.

1© T = U, = Il suffit de démontrer que f est cycliqus pour V 81 et
seulement si O € S(f) 3 il est mfme évident qu'il suffit de démontrer que si
0e S(f) , alors f est cyclique pour V . Soit

g.!.f,Vf:u*f;V2f=u*’2*f,e.. ’

clest-a~dire

('ll*’n*fy g):O (n >0) ou (u*,n’ (f*§)~)=o

1 -1
f#%g=0 p. pe puisque gtrR =Ty £ .

Ie théoréme T et l'hypothése O € S(f) entrafnent g =0 p. pe
Ce Qo Fo Do

La démonstration reste valable pour Lp(O y 1), 1<p<w,

20 U == T.~ On établit la version a. les hypothéses du théorémes entraf-

nent
[ % (wef) 2 (wag)] (D=0= @™ *@=xr), (g

clost-d-dire (u % g)~ est orthogonale au sous-espace cyclique par rapport &
V engendré par u *f d°ol, coome O € S(u % f) , le théoréme U entrafne
(wxg)” =0, dnc u=0 p, p-

Cs Qe Fo Do

Ia démonstration du théoréme U, qui n'utilise pas le théoréme T, contitue donc
bien une nouvelle démonstration du théoréme de Titchmarsh. Comme cette démonstra-
tion, inspirée par celle de BR(DSKI, se trouve dans [5] il est inutile de 1'expo-
ser ici.

L'unicellularité est vraie pour des transformations intégrales dont le noyau

est plus compliqué que celui de V [2]. Ia démonstration T ==> U dépend en

effet de ce que la seule fonction dans Lp orthogonale & u, u*? s 7% est

la fonction nulle. Il est donc clair que la transBormation V" dont le noyau

o5t o 2T
T(n)

dérer les transformations Vi, £ =k#f qui sont continues daus Lp si

k e Ll(o , 1) et méme les transformations Vg £ = /Ox K, y) £(y) dy . L'auteur

a démontré [2] le théoréme suivant qui constitue donc bien une généralisation du

est encore unicellulaire. On est amené par conséquent 3 consi-

thé oréme T,
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s s
THEOREME U'.

m N
1°8i kelLl(0, 1) ; si, dans un voisinage de O, k(t) =t ky(t) , ot m
est en entier non-négatif, k,(0) #0 et Xk, eC,, alors V, est unicellulaire,

20381 K(x, y)=(x-~ ¥ KOCx s ¥) , A m est un entier non-négatif, K,

est suffisamment réguliére, et Ko(x , X) = constante multipliée par une fonction

positive, alors V. est unicellulaire,

La démonstration est basée en partie sur le fait que certains Vk et VK sont
similaires 3 des transformations cV© et sur l'unicellularité de ces dernidres.
le théoréme U! souléve la question de savoir si, pour k € LI(O , 1) et
0 €S(k) , oumfme pour k continue, il est vrai que V, est encore unicellu-
laire, en d'autres termes, si 1l'ensemble des fonctions k , 1*92 s eoe ©t de
leurs combinaisons linéaires est dense dans Lp(O ’ I) « le théoréme de Titchmarsh
dit que les transformations V), n'ont pas de spectre ponctuel ; la généralisation
que nous avons en vue précise que V, est mfme unicellulaire. Un exemple [2]

montre que la dernidre hypothtse faite sur K, dans le théoreme U' est indis=-

0
pensable.

4, Sommes directes.,

Considérons la somme directe
n
I"=L(0, 1) ®e.0L (0, 1)=2 L (0, 1)
Y Y ’ j=1 P

de n espaces L (0, 1), ot dans 1" la transformation V.=V 6o ..oV
qui est somme directe de n transformations V s nous écrirons

n

Vo= 2 eV .

j=1
L'ensemble des sous-espaces invariants par rapport a Vn n'étant plus totalement
ordonné, on peut apporter de 1l'ordre dans cet ensemble compliqué en y ajoutant
1'idée de multiplicité. Nous disons qu'un sous-espace L de I invariant par

rapport & Vn a multiplicité wniforme m si L = & Lj o les 13 sont
j=1
invariants par rapport 3 Vn , o la restriction VL de V a L est égale 3 la
somme directe @V . (ot les restrictions V., de V. & L, sont simi-
PP S nj n J

laires entre eux) et o m ne dépend que de L et de V, o Nous avons la géné-
ralisation suivante du théoréme U,
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THPEOR?SDE UX" - Liensemble des sous-espaces de i , invariants par rapport a

V, et ayant multiplicité uniforme n , est totalement ordonné : c'est ll’ensemble

n

Ma, )= 2 ©L (a, 1) (a e [0, 1]) .

=t P

la démonstration est basée sur une analyse des sous-espaces de i , invariants
par rapport a Vn et déterminés par n veesteurs de fonctions fk = (fl?)jEI o

I1 se trouve que n vecteurs déterminent I° si et seulement si O € S(Det j»

oi Det = (flf) est le "déterminant de convolution" des flf“ qui est formé comme
le déterminagt ordinaire, mais o1 1l'on emploie la convolution au lieu de le mul-
tiplication. la généralisation (banale) du théoréme T dont nous avons besoin
ici est la suivante : étant donnés une matrice F = (f?),n x n de fonctions

flg € Ll(O » 1) et un vecteur h = (hj) de fonctions hj € Ll(o , 1) , alors
E%h=0 p, pedans (0, 1) (od = est le produit matriciel convolutionnaire
de la matrice F et du vecteur h ) et O € S(Det = (flf)) entrafnent h =10

Ps Do I2 démonstration utilise aussi [3] et [4]. La généralisation devient bien

by by

moins banale lorsque l'on songe & 1l'étendre & des indices infinis.,

50 Produits tensoriels.

Considérons 1l'espace (8) _ Lp(Ih) (l<p <) o I, est le cube-unité
dans l'espace réel Rn & n dimensions. Soit

X
(Vj f)(x1 s ecc y xn) =/Oj £(xy 5 ave F;J ¢ eno g xn) dEj (7= 1, cee yn) o

Alors la version B du théoréme T, étendue 3 n dimensions entrafne le théoréme
suivant.

r'4 %
THECREME U]'I’ ~ Tout sous~espace L de L(n) invariant par rapport & toutes

les V. (j=1, coo,yn) estcyclique. Le sous-espace L , déterminé par f ,
est égal & LY/ (B(f)) qui est composé de toutes les fonctions de L™/ s'an-
nulant p. pe au dehors de B(f) oi B(f) = (S(f) + In) nI .
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