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1-01

ÉLÉMENTS POSITIFS D’UNE ALGÈBRE EXTERIEURE COMPLEXE AVEC INVOLUTION

par Pierre LELONG

Séminaire LE LONG
(Analyse)
4e année, 1962, n° 1 9 janvier 1962

1 . Introduction. - L’étude des fonctions analytiques de n > 1 variables complexe

plus généralement celle des structures complexes, fait intervenir des formes homo-

gènes du type ( 1 ~ 1 ~ :

avec la condition 2. t h 
p 
h 
q 
~0 . pour tout vecteur h = (h.) K complexe. Rap-

pelons qu’à une fonction V (à valeurs réelles) plurisousharmonique est attachée
une me sure

positive pour tout h . On préférera interpréter la condition sur la forme exté-
rieure t correepondante, obtenue en remplaçant h h par idz A dz . Elle

s’écrit t = id est dans ce cas une forme généralisée (ou courant, au
z z

sens de G. dc~ On est conduit ainsi à la notion de f orme positive de degré
1 relativement à l’algèbre extérieure d~) . La notion s’étend au degré
p ~ Les formes positives de degré p sont de type (p , p) et

forment un cône convexe EP. D’autre part, les coefficients peuvent être pris
dans un espace vectoriel (cas des courants) ou dans un anneau (par exemple celui
des fonctions continues). ce dernier un monôme, produit (extérieur) de

q formes positives de degré 1 , est encore une forme positive ; on obtiendra un
cône positif dont les éléments sont multipliables.

2. Eléments positifs. - Plaçons-nous d’ abord dans le cas d’une algèbre extérieure
complexe E2n sur le corps K des constantes complexes, avec l’involution a - T

qui se ramène à la conjugaison sur v . On considèrera une base autoconjuguée

( W 1 i . ~ ~ ~ wn ’ t~ ~. ~ . a . ~ les bases ... ~ ~n ! f e .. ~ 



déduites de la première par une transformation (T)

qui permute avec la conjugaison, seront dites permises ; les transformations (T)
forment un groupe G . Par définition les éléments positifs de de degré
zéro, sont les constantes réelles positives R . On considérera de plus une

forme fondamentale ,

Le passage à toute autre base permise remplace c par et dans ~4~~ ~
et l’on a encore c’ E R+ . On appelle linéaire pur tout élément E2n qui
s’écrit K .

Définition. - Un élément 03C6 ~ E2n sera dit positif, de degré p , 0  p  n ,
si

a. il est homogène de type (p , p) ,

b. pour tout système Ln-p = .. , ~ a n.,P ) d ~ éléments linéaires purs, on a

avec ~((p~ L~P)=R~ ,

Conséquences : 

1° L’ensemble Ep+ des éléments positif de degré p est un cône convexe sail-

lant, car h1 > 0 , h2 >0 entraîne, si et 03C62 ~ Ep+ :



2° Pour que ~P appartienne à Et il faut et il suffit qu’il existe une base

permise (w, dans laquelle (p s’exprime par

3° Pour la suite, remarquons que si dans (5) 03C6 est fixé, et si l’on fait
varier le ..... ’S’i . ’« $ S" ) $ on obtient une fonc-
tion d’un 2(n - p)-vecteur Ln-p, autoconjugué, notée l(03C6 , Ln-p) ; cette
application est injective. On le voit en écrivant (5) pour un ensemble
A ={L.~ ~ .., ~ ~r~~ ~ systèmes L "~ ~ N = (C") étant le nombre de 

ficients 03C6(i),(j) de 03C6 dans l’ écriture par rapport à la base (03C9 , 03C9) , si

(p est de type (p , p)  Si l’on explicite les éléments d’un

On détermine les coefficients 03C6( i),(j) = 03C6i1...ipjl...jp de 03C6 par le système
. 

(1~ ~ (~~ 11...1 P Jl...J P
dos équations (5) à condition que le système soit régulier. Considérons d’abord
le déterminant

~ j’ ~ désignant la combinaison complémentaire de (j) . Le système qui détermine
les 03C6(j),(j) est régulier si 0394 ~ 0 où 0394 est le déterminant d’ ordre N :

(il) et (j ’ ) parcourant les combinaisons I est la parité de la per-n

mutation [ (1) , (il ’] par rapport à [1 , ... , n] . Si l’on explicite les par-
ties réelles et imaginaires des ajk,s :

, s

on obtient pour A le produit par une constante non nulle d’un polynôme
à coefficients réels, non identiquement nul. Si l’on pose



dans l’espace des (a’jk.s , a"" ) les points représentatifs des ensembles

A non réguliers forment une variété algébrique de dimension 2N1 - 1 y soit M .

Il en résulte que dans tout ouvert de R ~ il y a des points représentatifs de
systèmes A non dégénérés ; ce résultat est utilisé dans [4]. Si l’on considère

les ~((p ~ L~) relatifs à (p et aux L~P système régulier

les N nombres déterminent p ; si 03C6 e E+p, ces N

nombres sont positif s. Il en résulte :

PROPOSITION 1. - Tout élément positif est autoconjugué.

En effet dans (5) si l’on pense aux conjugués, on aura

(p = 03C6 , A étant choisi régulier.
m

PROPOSITION 2. - Si e et si 1 ~ =0 on a (p. H ==0 pour tout k .

En effet 03A3 l (k , Ln-ps) = 0 entraîne l (03C6k , Ln-ps) = 0 pour tout Ln-ps ~ A ,

Multiplication. - La parité du degré total entraine (p 039B 03C8 = 03C8 A (p entre élé-

ments positifs. De plus :

PROPOSITION 3. - Si 03C6 e Ep+ , 03C8 ~ E1+ , on a (p 039B 03C8 e 

H suffit diaprés (2°) de l’établir pour 03C8 = iu A 03C9 , 03C9 forme linéaire pare ;

comme (p est positive, écrivons (5) en choisissant 03B12 , ... , 03B1n-p
quelconques~ linéaires purs. On a 

Eléments positifs décomposables. ’- Un élément positif co e Ep+ sera dit décom-

posable s’ il e st de la forme



Si p est décomposable, il en est de même de cc~ ~ c constante positive. Les

éléments décomposables de degré p engendrent un cône positif saillant PP E 

PP est aussi le cône engendré à partir des monômes produits de p éléments de

E: . Le cône P =  pP admet une structure d’algèbre commutative ; 9 e si 03B81 E Pp+ 
u

et si 8 2 E P~ ~ on a

Signalons ici deux problèmes :

A. P c E est-il un vrai sous-ensemble de l’ensemble E des éléments positifs
de E2n ? Autrement dit, existe-t-il des éléments (p (positifs de degré p 2 ),
qui ne sont pas des combinaisons linéaires finies, à coefficients positifs de

monômes de la forme (S). On a vu qu’on a P == E .
B. Le produit (peE~~ ~ E E~ ~ ~~P~q~n~ peut-il 6tre un

élément non positif ? La question n’est à chercher que si P ~ E ~ puisque pour
deux éléments respectivement de P~ et de P~ ~ le produit appartient à P~~- 

Remarquons qu’à un élément (p 6 E on peut faire correspondre un espace vecto-

riel E(03C6) autoconjugué, d’une manière unique ; il suffit d’exprimer

les g, étant indépendants. E((p) est sous-tendu par les g. et les g, ~
E((p) de q étant déterminé par les conditions = 0 ,

03C6q ~ 0 ; 03C6q détermine E((p) . On dira que l’élément 03C6 appartient à l’espace
vectoriel E((p) ,

Division. - Soit (p un élément de E~ ~ écrit dans une base ((J. ~ ~.) ~ si

l’on a

où a , b , c ne contiennent ni 03C91 , ni 03C91 , a et c sont des éléments posi-
tif s ~ On a b = b’ . S i de plus on a c = 0 , alors on a aus si b ~ b’ ~ ~ . Il

en résulte que si cp E Ep vérifie 0 ~ c~ est divisible par



i(~ et le quotient peut être choisi dans E~" . Les éléments positifs ont
ainsi des propriétés de divisibilité particulières*

PROPOSITION 4. - Si 03C61 , ... , 03C6p sont des éléments positifs de degré 1 , pour
que l’on ait

il faut et il suffit qu’il existe q , 1 $ q $ p , de manière quc q élénents

03C6K appartiennent au même espace vectoriel autoconjugué de dimension 2 (q - 1 ) .

La condition . suffisante étant évidente, indiqaons brièvement comnent on établit
la condition nécessaire: on procède par récurrence sur p , et tou.t revient à

montrer que si 03C6i A ... A ç . / 0 pour tout groupe de p - 1 éléments,
1 ~p-1

(9) entraîne que tous les appartiennent à un même espace vectoriel

~~$l ’ ° ’ %Pl ’ 11 ’ ’ ° ° ’ lp-l~ On part des représentations:

des 03C6K , les étant linéaires pures; (9) entraîne alors la nullité de tous
, j

les prcduits

pour toutes les combinaisons (j) == (j. ~...~j)~ce qui permet de proche en
proche les en fonction de p - 1 elles supposées 

pendantes.

Interprétation géométrique. - II est commode d’utiliser les calculs de l’ad-
jointe et la dualité, et de se référer à l’interprétation géométrique. On note
~ 
P 
= dz 

P 
et on fait jouer un rôle particulier aux transformations unitaires

G c G qui conservent la forme fondamentale

rappelle que le calcul de l’adjointe s’opère selon les formules classiques en



dz~
géométrie différentielle réelle, par rapport aux "paramètres" d03B61 = n,

.- 
_ 

" /2’
~ .

= 

~..~.- ; on 

ou g =0 sauf si p - q est congru à n module 2n ~ auquel cas on a g =1.)
Pq Pq

On pose

P est une forme positive ; il en est de même de de 03B2p ; on a 03C4n = 1 n! f .
A un sous-espace vectoriel à p dimensions complexes, défini par

on associe des paramètres plückériens complexes

les h/ B seront dits unitaires si (10 a) se prolonge en une transformation uni-

taire de dans A LP on associe la définie par

avec = h/ B . Inapplication LP - est bien déterminée : un changement
unitaire z. -~ commute avec elle et l’on obtient ï(L") en substituant les

z~ aux z. dans l’expression obtenue. D’autre part si est le sous-espace

orthogonale on a

en désignant par *03C6 l’ adj oint de cp . On rappelle que l’adjonction est un opérateur



défini par rapport à la métrique (donc permutable avec les trans-

f ormations unitaires) et vérifiant

Pour un mon8me

dans la métrique euclidienne. On a noté l la parité de ~ i ~ ... ~ i ~ i ~ ... s ’ ~
On n’utilise ici que des propriétés algébriques de l’opérateur c~ -~ sans

faire intervenir la différentiation, de sorte qu’ on peut toujours se ramener à une

métrique du type .

PROPOSITION 5. - Si (p E a *p ~ En-p+.

En effet *03C6 est bien du type (n - p , n - p) ; de plus soit

les a étant linéaires purs et indépendants; soit le sous-espace défini

par CL = ’E- = 0 ~ soit AP le sous-espace orthogonal ; on a

~û à e st le déterminant de s a par rapport à de s coordonnées unitaire s dans

Il en résulte, si Lp est le système (03B11 , ... , a) :

qui établit



Remarque. - A une forme cp G Ep on fera correspondre (comme dans le cas p = 1 )
un espace vectoriel

les a. étant des formes linéaires pures telles s ’ exprime en fonction
des 03B11 , 03B11 , et que s soit minimum. Si

on pourra trouver une base (03B1’1 , ... , a’ f 03B1’1 , ... , 03B1’p) déduite par une trans-
~. ~. n ~ n

formation unitaire ~~ ~ et telle que

Alors on a

ou (p~ ne contient que les a’ et a’ d’indices s au plus, et réciproquement~
E((p) est donc encore l’orthogonal du plus grand espace autoconjugué (oL’ y ~’)
tel que la divisibilité (10 b) ait lieu.

Division. - Pour l’étude de la division, on utilisera l’algorithme donné par
l’adjonction :

PROPOSITION 6. - Si (p e Ep+ et 03C8 ~ E1+ , avec 03C8q ~ 0, 03C8q+1 = 0 , et si l’on
(p A B(; = 0 ~ alors ~ ~ ainsi que toute puissance ~ ~ ~ ~ q ~ divise (p ~

et l’on a l’identité

On a c~l ~ cp ~ 0 si q > p , Le quotient est bien déterminé par (11) sous
la condition que les espaces vectoriels E ~cp ~ ~ E(~) n’aient pas drôlement
(non nul) en commun, ou ce qui revient au même, que l’on ait = 0 , ou
encore ~ A h = 0 pour 

, 

toute forme linéaire pure vérifiant h A 0 ; le
quotient cp 1 ainsi déterminé appartient à E+p-q.

Indiquons seulement ici le principe de la démonstration : soit



les g~ appartenant à une base unitaire de Alors (p A ~ = 0 entraine

On remarque alors que si 03C6 est écrit dans une base à laquelle appartiennent

g1 , ... , gq , sous la forme

t~ ne contenant plus ni ni alors on = 0 ; inais le fait que (p
est positive entraîne dans (12) que l’on ait t. e Ep-1+, t2 = = 0

entraine d’autre Part % = H = 0 ~ [substituer à g. l’expression hg. et

remarquer que l’expression obtenue en h , h donne un résultat positif dans
toute ~((p ~ ]. Finalement (p = 0 entraine

On opère alors de proche en proche de manière à obtenir la divisibilité de (p

par les produits (igk A gk) .
Soit

où est le sous-espace vectoriel de en associé à ~ ~ et l’on obtient (11)
où c~~ est déterminé par

3. Forme s positive à coefficients continus ; courants positifs. - On obtient
encore une algèbre si l’on considère les formes dont les coefficients so nt pris
dans l’anneau des fonctions continues sur une variété Wn à structure analytique
conplexe ; mais avec quelques précautions évidentes, les résultats s’étendent aux



formes généralisées (courants) . ,

Définition. - Une forme différentielle sur Wn sera dite positive, de degré

p , si :

1° elle est homogène de type (p, p) ,

2° ses coefficients sont des fonctions continues sur 

3 ° en tout point z E elle est une forme positive de l’algèbre extérieure

E2n(dzk) , dzk) , c’est-à-dire vérifie la condition (5) pour tout système Lnwp

de formes linéaires pures ... , 

Remarques.

1° Si l’on a sur Wn une métrique donnée par une forme hermitienne définie .

positive

des coordonnées locales et si l’on pose

on peut dans la condition (5) remplacer T par "l’élément de volume" 1 n! Q .
2° La classe des formes positives, de degré p , soit f est indépendante des

coordonnées locales choisies sur M ~
’ 

3° On remarque qu’on a deux possibilités d’exprimer qu’une forme ~ ~ à coeffi-

cients continua de type (p ~ p) appartient à l’une est d’écrire

l(03C6 ; 03B11 , ... , 03B1n-p)  0 , les 03B1k étant linéaires pures à coefficients cons-

tants (ou plus généralement continus) ; il suffit alors d’écrire les conditions

en chaque point pour tous les plans complexes
, 

P

On peut aussi exprimer qu’ en chaque point la forme ç induit sur chaque sous-

espace àP tangent à V , soit dzK = 1 al du . , l $ j 5 p , une forme



avec 0 . Pour l’expression de ces conditions~ il sera indifférent

d’utiliser, dans l’espace tangent, la métrique induite pour celle de ou

celle de l’espace euclidien 

Définition. - Un courant t(p) sera dit positif, de degré p ~ de dimension’

(complexe) n - p sur si

a. il est homogène de degré (p ~ p) ; 

b. pour tout système Ln-p = ... ~ a n..p ~ de formes pures à coefficients

constants, on a

où est une distribution positive (donc une mesure positive). Il revient
. au même d’exprimer que pou r toute f E a ~r ~ avec f >~ 0 ~ on a

Remarques.

1° Pour qu’un courant soit positif, il faut et il suffit qu’il le soit locale-
ment.

2° Soient AP un sous-espace de et le sous-espace complémen-
taire :

est une application qui associe à t et à tout Bn-p une mesure positive ; tout

système non degenere A de B ,soit B~~ ~ ... ~ en nombre N ~
donne la possibilité de calculer les coefficients de

sous la forme



les c s . , étant des constantes complexes ; les T(t , Bn-ps) sont des mesures,

donc : .

PROPOSITION 7. - Un c ourant positif t e st c ontinu d’ordre zéro : le s distri-

butions .

associées à ses coefficients sont des mesures de Radon complexes 3 et l= on a

Il en résulte qu’ on pourra multiplier un courant par une forme à coefficients

continus à support compact.

D’autre part les définitions entrainent :

PROPOSITION 8. - Les classes 03A6p+ , TP (formes positives et courants positifs)
sont invariantes par un homéomorphisme analytiqu e complexe.

Dans la suite on se bornera à l’étude de formes et de courants positifs dans des
domaines de On peut envisager pour un courant t E Tp différentes normes

dans un domaine D =

L ° N1(t) = sup |t(03C6)| , pour les 03C6 à support compact dans D , indéfiniment

dérivables, vérifiant

~ ~(~) == les étant les normes des mesures complexes
associées aux coefficients t/.B/.B du courant t 

3" N(t, A) = sups T(t , Bn-ps) , pour les Bn-ps d’un système Bn-p1, ... , Bn-pN
régulier donné.

Ces trois normes sont équivalentes. De plus on a :

PROPOSITION 9. - Si t est un courant positif de degré 1 ,


