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Séminaire LELONG 1-01
(Analyse) P
6e année, 1965/66, n° 1 14 et 21 février 1966

UNE METHODE DE SERIES DE FOURIER POUR LES FONCTIONS MEROMORPHES

par Lee A. RUBEL

Dans ces conférences, nous avons résumé un travail, fait en collaboration avec

B. A. TAYLOR, et qui n'a pas encore été publié.

1. Introduction.

Considérons d'abord un théoréme classique de Lindeldf.

THEOREME 1. - Une suite 2 = {zn} » 2, #0, Z, =, est l'ensemble des zéros
d'une fonction f entiere, d'ordre de croissance plus petit que p , et de type

fini, (i. e. lf(z)l < exp Alzlp pour 2z assez grand) si et seulement si Z est

~

de rP  densité finie (c’est-é—dire que le nombre des z, contenus dans le disque

de centre O et rayon r est plus petit que Brf ) et si, lorsque p est un nom-

bre entier,

()"

|z |sr “n
n

est une fonction de r bornée.

Dans la démonstration classique, 1l'outil principal est le produit d'Hadamard.
Nous allons démontrer un théoréme analogue, qui généralise le théordme de Lindeldf,

pour d'autres sortes de croissance ainsi que pour les fonctions d'ordre infini.

Le nouvel outil, remplagant le produit d'Hadamard, est 1'étude de coefficients de
Fourier de log‘f(rele)l ’

T
1 i9y| -ik®
C.(r, f) =-2?.f_n log|f(re™™)| ™ a0 .

DEFINITION 1. - On appellera fonction de croissance, toute fonction A(r) défi-

nie pour 0 £ r <o , non négative, continue et croissante.

Nous n'imposons & X aucune condition de convexité.

DEFINITION 2. - On dira qu'une fonction méromorphe f est de A-type fini, s'il

existe des constantes A et B telles gue

™r , ) < aA(Br) .

Nous éerirons alors f € 4 .
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T(r ’ f) est ici la fonction caractéristique de Nevanlinna :
™r , £f) =m(r , £) + N(r , )

i .
n(r , f) =-£F {_ﬂ log+lf(rele)| de

log' x = sup(0 , log x)

Nr, f) = 2 log-—
B P P T

ohu W = {wn} désigne 1'ensemble des pdles de f .
S3i f est entilre, elle est de A~type fini si, et seulement si,
|£(2)| < exp ar(B2]) .

si Ar) = rP » la fonction f est de A-type fini si, et seulement si, f est
d'ordre inférieur & p et de type fini.

DEFINITION 3. - Une suite 7 est de A-densité finie si N(r , 2z) < aAA(Br) , ob
l'on a posé

S(r:k; 2) =

s(r1 » Tyt ko Z) = s(r1 t k3 Z) - S(r2 : k3 Z)

DEFINITION 5. - On dira que la suite 2 est A-équilibrée s'il existe des cons-
tantes A et B telles que, pour k=1, 2, 3, ...,

rler'
Ax(Brl) Ah(BrZ)

w)F ()

S(r1 » Tyt ko Z) <

THEOREME 2. — Une suite Z est 1l'ensemble des zéros d'une fonction entidre de

A~type fini si, et seulement si, Z est de A-densité finie et A=équilibrée.

2. Répartition des suites.

DEFINITION 6. - La suite 7 est dite A -équilibrée (lambda &toile équilibrée)

s'il existe des constantes [ak] » appelées constantes d'équilibration, telles que

\ak +8(r s k;2)| gM(Br) .
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PROPOSITION 1. - Une suite Z est A-équilibrée si, et seulement si, elle est

A -équilibrée.

DEFINITION 7. - S'(r : 2 3 k) = 2 (;?)k .

PROPOSITION 2 (évidente). — S'(r : Z ; k) g-% N(er , Z) .

DEFINITION 8. - Soit 2 = {zn} y 2, #0, z_- o, une suite de nombres comple-

n
xes, et soit o = {ak} une autre suite de nombres complexes. Posons

Co(r 73 ) = Co(r : 2) =Nr, 2)

k
Ck(r 2723 a) =-%?Eyk +8(r: x; 2)] - %~S'(r tk:2), k=1,2, .

C-k;'ck, k=1,2,...

Nous dirons que la suite {Ck(r : Z; o)} est une suite de coefficients de

Fourier associdée & Z .

DEFINITION 9. - Nous dirons qu'une suite de coefficients de Fourier

{Ck(r HEVAR a)} , associde & Z , est A-admissible s'il existe des constantes A
et B telles que
ICk(r HEV/AR a)| <

M (Br)

k“"l’ k=0,1,2,.-.

DEFINITION 10. - La fonction de croissance A est dite régulidre si, pour chague

suite Z de A-densité finie, il existe une suite Z' 2 Z qui soit de A-densité

finie et A-équilibrée.

THEOREME 3. - A est régulidre si A(2r)/A(r) est bornée, ou si log(A(e¥))

est convexe.

Question : Est-ce que toute fonction A\ est régulidre ?

(Il suffit de considérer les fonctions A telles que h(ex) soit une fonetion

convexe de X .)

3. Fonctions méromorphes.

LEMME. - Soient f méromorphe dans |z| <R, f(o) #0 , o , 2z(f) = {zn}

1'ensemble des zéros de f , W(f) = {wn} l'ensemble des pbles de f ,

log f(z) =2 o zk , dans un voisinage de z =0, O<r < R . Nous avons :



104
log|e(ret®)| = 2 ¢ (r, ©) RES

(au sens de L2 ) avec des coefficients de Fourier

-

T
1 ! 15 -ik€
Ck(r , £) = S f - (1og}f(relc)!) et dae

satisfaisant aux égalités :

log |£(0)] + Co(r s 72(f) 5 o) - Co(r s W(f) 3 o)

]

Co(r , T)

il

¢, (r, £) Ck(r:Z(f):oz)-Ck(r:W(f):a'), k=1,2,3, c.c

K

THEOREME 4. - Etant donnée une fonction méromorphe f , pour laquelle z(f) est

de A-densité finie, pour que f soit de A-type fini, il est nécessaire que

A\ (Br)

(1) lck(r , £)l g Tel + 1

et il est suffisant que

(2) | e, (x » £)] < m(Br) .

Alors, (1) et (2) aussi sont nécessaires et suffisantes.

Comme application, nous avons les résultats suivants.

THEOREME 5. - Si F est de A-type fini, f(o) #0 , = , et si 1 q <=, alors

-%E {?ﬁ }1ogif(reie)|,q de}l/q < M(Br) .

THREOREME 6. - Si une fonction méromorphe f est de A-type fini, f(o) #0 , » ,

et e>0, il existe des constantes positives o et B telles que, pour r >0 ,

T

r : 16y |
-211_-{ ':J-_n_ exp z-:gfy Iloglf(rele)l‘ de < 1 + ¢ .

THEOREME 7. - Soit {Ck(r)} = {Ck(r : Z : «)} une suite A-admissible de coeffi-

cients de Fourier associde & Z . Il existe une fonction entiére f wunique telle
que Z(f) =2, f(o) =1, et

e, (x, 1)} ={c ()} .

La démonstration se fait en posant, pour p > 0 ,
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s(pe’® = 2 0 (p) ™
k=—x
, B Eﬁ p(zn - z)
Bp(z H zn) = [Enl p2 - .
n

f (z) = { M B (z : zn)} exp L r ¥rz é(w) %?} .

p L2mi °lwl:pw—z
|2, |<p

On définit f(z) = fp(z) pour |z| < p , et on montre que cette fonction est

bien la fonction cherchée.

I1 est maintenant facile de démontrer la généralisation donnée dans 1'introduc-

tion du théoréme de Lindeldf et de donner de plus le résultat suivant.

THEOREME 8. - Une suite Z est 1'ensemble des zéros d'une fonction méromorphe de

A-type fini si, et seulement si, Z est de A-densité finie.

THEOREME 9. - Toute fonction méromorphe de A-type fini est le quotient de deux

fonctions entiéres de A-type fini si, et seulement si, A\ est régulidre.

Par exemple, chaque fonction méromorphe, d'ordre au plus p et de type fini, est
le quotient de deux fonctions entiéres de méme croissance. Nous croyons que c'est

un résultat nouveau-méme dans ce cas "classique".



