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L'ABXTHMBTlcaJJfi Ï&H3 UHr, aLGEBitK SIMPLE (su ite )

flot liions . -  On désignera pa-r k un corps qui se ra  ou un 

corps de nombres algébriques ou un corps de norabres -a -

une algèbre simple de centre k, qui se ra  n l-  

¿èbre complète de i.vtr ic e s  sur un corps gauche . On àé*r

signera  par 1* aspt am aes e n tie rs  de k „

* '»Â xniA .

On cherche à d y fin ir  d =jis l f ~  une notion  d 'e n t ie r .  La.

première id«>- co nsis te  à. appeler e n t i e r s , le s  éléments de 

qui s a tis fo n t d ns k à une équ-tion  à c o e ff ic ie n ts  e n t ie r s , 

dont le premier c o e ff ic ie n t s o i t  1 . M >is on trouve qu’en 

général ce s éléments ne foraient pas un uxzie mu . On e s t a lo rs  

conduit à u t i l i s e r  la  notion d 'odre maximum , in tro d u ite  

pnr tfeil dans le  preoédent exposé .

D*une manière générale , on appelle ordre de ^un 

anne?u , contenu d ^ n s  / r .  contenant r fV ' , qui e s t  -  

module f i n i ,  e t qui s a t i s f a i t  à la  condition  k ^  -  T .  

L u  tro isièm e condition  peut se trad u ire  de lt* manière s u i 

vante : so it  ( u-.,Uo................u T) une k-base minime de / r .
.y S

Les «luments de V é tan t mis sous la  forme ZL d :  Uj
c 1

( °Cj c k ) , i l  do it e x is te r  un e n tie r  d  de k t e l  que, pour
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tous les ôlem ente de ' i ï  , le s produits S  soient en

t ie rs .  La dexnièro condition signifie que tout élément d®

Î) $  peut o t r© amené dsns ©n le .filt ip liant par u&

olëment eonTenabl© de

On p pelle ordre maximum (o.m«} un ordre qui n 'es t 

contenu dans aucun eutr© ordre .

I l  est c la ir  que si ■ f  CBt un ordre maximum, ©t «y* 

iin élément régulier de , c f  Cf est encor© un ordr©

maximum . Dans le cas où k est un corps  ̂ -adiqu© et où 

, r =  a  , i l  n'y a, comme on l fa ru, qu'un o.m. Dns 

tous les autres c f~s , i l  y en a une infin ité  .

On poeile (Artlzt) idéal à. gauche ( ou à droite) par 

rapport à un o.m. J -  un " jf -  -•module à gauche (ou à. droite] 

f in i contenu dr,nB , et contenant des éléments d© .

lious démontrerons les propriétés suivantes des i ôauz : 

3i "CJt est un -idéal g’mche , l'ensemble des é lé 

ments ck. d© T  tels qu© aS-ify c  vc ©st ; l'enseiabl© 

des éléments ' uti e que -Vick* ç  est un ordre maximum â  

en général ^

et _ 4 T  s 'appellent ordre à. gauche et &. droite d©

4Ü  .

Un idéal {JC possède un inverse, c'est à dire qu*il 

existe un idéal ""̂ tell que ^   ̂ XX , JX = :

XX m est l'on e ab le des éle :ients /$ JS e tels que

ül*> c . A-a c ................................................ ..........

Qn remarquera que si un ordre est t e l  que tout - iT .
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-1
idéal & gaucb© ML possède un invers© M t te l qu©

M t A ïi =s # s [ ï  est maximum . En e ffe t, s i ©st tua

ordre contenant  ̂ , '■ ©st -»idéal à. ¿çaucli© . © t

A ï ’ -  . jsn m ultipliant par i ï  "’1 i l  vient s * ^  .

Un idéal ~ASL est entier qu^d son inverse contient 1. 

©»est à dire encore qu^nd i l  ©st contenu â^ns ses ordres 

à. ¿roi te ©t à gaueîie . Un o«m« A/ étant —aoduie f in i,

s a tis fa i t  au Teilerkettensata pour les idéaux entiers à 

genoh© (ou à droite) . I l  en résulte que tout idéal entier 

M i jt A Ï  est divisible par un idéal «ntier maximum 7?

( c 'e s t & dii© qui n 'e s t divisible par ^ucun aatr© idéal 

f  {7  ) ou irréductible . Si V t ^ / v , cet idéal qui

est en tier, est encore divisibl© par un idéal irréductible 

Jl  ̂ , etc . . . .  On en déduit, en vertu du Teilerkettensatz, 

que :

Tout -idéal l. gauche entier se décompose en produit 

de f acteurs irréductibles .

Cette décom osition n 'e s t d 'a illeu rs  pas unique .

II.- 0.-3 D- S üü/æs ^
Pour é tab lir les propositions précédentes, nous pren

drons d'abord le cas où k est un corps de nombres -adi- 

ques .

Mous introduirons un module de représentation n t  d© 

t /  d«tns /pi ; ce sera le module des formes linéaires à n

variables u^, il, ; ............u , à coefficients drus

est/ôiOdule droit , et toute base ( v^, Vg, ...............vn )

II.- Q-~o JX S COHgS 4  ~.<ùl+\h*üm
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de v conduit & une représentation, qui associe à l 'é l é  —

ïaent d* / f 'la  raatrio® ( ai ) définie par :
i  ♦ 3

▼¿Ÿ* 21 cxS ■ y  ( i  * 1 ,2  .............n)
J * 1  à w

üécipro queuient, étijnt donaés n éléments .............wn

de ^  , i l  y e un élé i#nt <f de et an seul t e l  que

vi y  ~ wi  ( i ~ 1*2.............n) .

fious désignerons par AT If ordre uiaxiiaua de fit ,e t  

louë ooiididiirerona les  divers -i^-uodule3 f in is  de

r-«ng n cou üt.uœ d^ns * ?our ^ 15uun d'eux, nous introdui

rons 1 f nne au 3 éloquents 'f  te ls  que C '¿fejf ®st

un anneau qui contient , et ^ui s - t i s f a i t  & 3c ' i f  -  J' .

D'autre part, A T  étant un anneau à idéaux tous prino ipauac, 

/3fc poasède par r .  ppo rt -A f une o^se minima ( . . . Tn)

et ô'éurit ;

TfL -  a t  <£> ~4jr v-j @ .............(S> vn

en voit alort» que le s  éléments de sont ceux qui, d^ns

la  représentât ion défin ie par le. base ( v^, Tg................vn )

se représen ten t par des m atrices à coeffic ien ts entiers . 

i l  on robu lie  que A Ï  e s t A f  -taodule f in i ,  dune aussi — 

module i i u i ,  et e s t un ordre .

Soit O t on A ) - id éa l à gauche . On constate tou t de 

su ite  que A  e s t un r/joaule d t '  qui s a t i s f a i t  au* meutes 

conditions que Ai . Donc se met sous la  fonr.©

Î l  ' * A T- ▼ ’ (9 ^TT» ( 9 ................@ V»
n

' if l -  A T  v1 ®  # v - : g ) ........... (£> Vr

de * *-1 y * 1121 V7 e an seul tc-1 que

I. -J. -4



Soit <-f l'é lém ent de , f  d é fin i pf r  les  formules v^ y? =v*

( i  * 1 ,2 .............n) . I l  es t c la i r  que ^ ^  . Je dis

que î Cf C ^  •

Qn g vi ^  ( i  = 1 ,2 .............n) . "Sn e f fe t ,

so it u un = le;:ent qucloonquc de }/ . L'élément de J*

défin i par v. ¿{S ^ u , y j f  ~ 0 ( s i  j ^ i  ) e s t dsns 

; donc - v  i  -yt . Connue d 'au tre  p a r t,

formule cet démontrée .

-3) Cn «il déduit ▼  W * ^  . Donc , pour chaçu# i ,

A)t contien t un élément tfL t e l  que v  ̂ if/u = v]

Jo it 0L 1*élément de ^ d é fin i par v. (9C = v } , v.: = O,

{ J f- i)  . Ju* oU aent X-f?L tf} e s t dans AïL' , e t on fi ;

v^ ( L. 6  ̂ lf\; ) = v | { i  = 1,2 ..... n) . Cet olét&ent est

donc égal à Lf

Ito u »  iK  ^  ^ . ¿.ais ^  ^  ^  t=s ^  ^  r/ •

donc ^  Y  ̂  ̂ . On en déduit  ̂e s t

un idéal p r in c ip a l ,

L'ensemble des éléraenta Cf te ls  que 1/f tp c e s t é v i-  

dearaent , e t ou a m Lf ~ AX = . IX) ne

possède un inverse ; i l  on rasait*; comme nous 1 * avons
^  -O

vu, que iX e s t un o.m. L 'ordre à d ro ite  de ' ^ = X  <f e s t 

évidemment  ̂ X  cf  ̂ cjii e s t  un o.m*, oai l a  tra n s 

formation p*r Cf produit un isomorphisme in té r ie u r  de 

îious avons déiaontré dans le  e s considéré le s  propositions 

annfoneécs . lïous nvone vu de plus que tout id éa l e s t p r in 

c ip a l, et qu'un o.m. e s t l'ensemble des éléments de /

I. -J -5



qui, dans une certa ine  représen tâ t, on de / ^ dans fi B€

représentent p -r des motrices à. ooefiioientB  e n tie rs  .

Ûherohons maintenant les  idéaux bil> tè res  . Heprcnoat 

le s  no tations de plus haut, i l  e s t  c la i r  que l 'o rd re  à. 

d ro ite  de 'A i  e s t l'ensem ble des «lé^oents de te ls  

que Ai 9  t  y i  , Si A /L  e s t bil» tôre , ce t enpe îble e s t ^

On a alors v_̂  'O ' = 7C  . - t f '  = 7 t  ’ • Dans ceoi, r*

n 'e s t  - s s u je t t i  qu 'à e tre  un des dlumerats d'unie base rainima 

de v a  . Or, so it l'ensemble CLes éléments ce de t e l s  

que v1 c  , -v ts e s t  idén.1 p n r  rapport à t e t

se .aet ptr* su ite  sous la  foru-e . On a vu d ms

1*exposé sur les  modules, que e s t un sous-modul«

p r im itif  de ^  , e t que par su ite , c* v peut ê tre  p r is  

pour premier élément d'une base minima de r * . Done 

cU. V A ^ =  7 Ï '  33 &L. y c . (Ai peut é c r ire  aussi, 7 1  '=  d Z *  

ce qui montre que ^  ** . Donc :

Le:: idéaux b ila tè ie s  par rapport à A ^  sont les ^  - j f '  

où. 4^, e s t l ' i d é a l  premier de J ï

I I I . - DU üÔ ürS D  ̂ ,-.LGJb.3iU SB3

Dans ce cas, la  méthode in tro d u ite  par H^ese , qui 

s 'e s t  montrée excessivement féconde, consiste  & considérer 

suceeseivenent ce qui se p sse d^ns tous le s  copps -j? — adi — 

ques r e l a t i f s  J ux divers idéaux premiers de k ,

i*our chaque -h^ , nous in troau irons ]ĉ  qui e s t un©

I I I . -  C,».0 ~üD üOiikS I>J»Î JíO*iií-f'-o îîriS
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I. -J.-7

algèbre simple u  de centre k . Lt-s éléments de 

peuvent Ctre considères ao«v«e lim ite s  de su ite s  ¿ ’élemente

de t d^ns le sens suivant : s o it  ( ...................u^)

une k-baee de ^  . Une su ite  ¿l ¿ 'élém ents d« J  ^

«oüTorgorii pour ^ s i .  p .u r o ï . ^  i .  le s  fo rm a t

une su ite  convergente, dont lu  lim ite  e s t o^c . I»s lim ite  

de la  su ite  sera »-lors par d é fin itio n  l'é lém ent ÜL c ^ c 

de Æ .  . ( O ï l  ver i f  i«  tout d.e su ite  q/oe c e tte  notion de 11-
I r

îaite e s t indépendante de la  base cho isie) . S ét>*nt un en- 

JuoBix semble d'eiem ents de f  , on désignera par S l fen-
V

se JjIc des lim ites  des su ite s  d 'élém ents de E .

Théorème fondamental de paasage.

Soit I f T C  un “p f c  -module f in i t e l  que ic //¿^  / r « st

l a  p a r tie  comaune A I L  e t ¿t to us le s ?7T / ___» Si < f l  e s t

un autre module du mefoe type que ' J Î  , on a pour presque 

toun le s  '  Enfin, s i  on se donne pour

chaque ^  un ^^-¡uodule f i n i ,  ‘bel  ^uc‘

de rem 1ère à ce que , pour presque tous le s  u  » op a i t

- u ^ __= _ J ( ï \  , l 1 In tersec t ion avec _ J i T  de tous les  ' e s t

uJa. module t f Ç  te l  que, pour- t ous les , on a i t  \  ~

1) Pour !• première p a r tie , i l  s u f f i t  ce montrer que 

s i  ^  e s t un élément de / /c o n te n u  âuzis tous les  3Ti  ̂ t Cç 

e s t  d?na d/Y . Soit ( u-, , tjl .̂............« ) une k-base mini-
(F -vA

ma de j  D , ©t ~ ^ (<ui t <r k ) . Si nous

Soit 'HfïZ un “p t  -module f in i t e l  que k  m l *  X  m .  _

la  p a r tie  oorrioune à I L  e t ¿t tous le s  ' i ï t f t , . S i  (fZ  e s t 

un autre module du mefi?.e type que 'A f  , ou a pour presque

tOUH le s  ^ '  \  8* on 8 0  donne pour

oiiaqn.e ~4,^ un ftL,{ -module f i n i ,  ’te L̂ que JE ; ----------K . . .

de manière à ce que , cour presque tous le s  //______, on a i t

^  Mr__= hl f i  !, _ , l 1 In te rsec t ion aveo _ J l T  de tous les  ^ e s t

ufr module te l  que, pour- t ous les , on a i t

1) Pour !• première p a rtie , i l  suffit ce montrer que 

si ^  est un élément de / / c o n t e n u  doas tous les IffîĈ  

est d?na 1)TC . Soit ( u^, U p ..... u ) une k-base mini-

m a  d« j  J  , et V  s ( cVj <= k ) . Si nous



mettons les éléments do  ̂- sous la  forme 21 //$L vl f i

décrit un idéal de • L'hypothèse C ^ .e n tra în e

cl C i v t ,  ) quel que so it  . Qn a dono r
» \ w  y  s  s

et par suite i l  y a un élé'oent -¿f d# dans lequel 1«
ji H-l

dernier oo efficient est oL % Qn » Lf ~ ^ xi j
K Iî 1

et C lftt% quel que soit . Qn en conclut comme
s  r

plus haut q u 'i l  y a un élément Q> de Iffâ. de la  forme
7 ïï-1

^ 1  1 1 + /i2 U2 ' '* /!*-* "h -2 + ^  B-l nK-l '

Qn for ne - t f  N„2. *“ ^fü-° * on oon‘t;i-JTD-€ de

manière . Fin Leuieçit, ge raet sous la  forme d*une sémme

( f  (f ............ + (f ^  d'éléments de , ce qui démontre

la proposition .

2) Prenons des bases ( v-̂ , Tg, • • . • vfi ) de ^ et

{ w-̂ , Wg.................Wg ) de . I l  existe deux éléments <=*\

de f t  te ls  que :

1) ot oi Tg . . . . d  Vjj soient dans ¿fë

2) /3 wi* /I ^  • ' • ’ wü soient dans .

Supposons ^  premier & . Alors ^ ^   ̂^

Mais ĉ m f  f i  * 3ont d ns . Qn a doue **

3) Prenons un élément u  ̂ de . Pour chaque
__ (•>«-") "H, __ I w. 1

m on s. des décompositions «2.  ̂ m d  L .* f| t C k#

c ^  représente un élément de divisible par

^  ) . I l  existe un entier m0 te l  que si m y m0 , les_ 
m rÇ __

T7 u, soient dans . Qn a alors = lim. cf m
y

^  Y  ta = T e l " tl est un élé ment de ■$ « qui est drjas
$

1) ot oi Tg . . . • ol Vjj âoieat dans ¿fë

2) ^ w1# w2 . . . . /£ soient dans .

Supposons ^  premier & Otft . Alors ^   ̂^

M'-'.is ^  1 # /3 sont d ns . ün h donc  ̂ =

3) Prenons un élément 2- u  ̂ de 1 . . Pour ohucice
__f-uO •>»-, __ I w. 1

m on ft des dUsoiapositions «?  ̂ = «=* L +71 /h* , C k#

c -£  ̂ . ( T7 représente tua élément de divisibl« par

) . i l  existe un entier m.c te l  que si m > m 0 » les_ 
m r£ _

T1 Uj soient dans oL . On a alors = liai* o? m

I. - J . -8



ai b 'x” m .1 1  existe d'autre part pour chaque m un

entier <T de 4 ^  tel que $  c*> 1 soit d : ns .m "a < m
îïetteno b o u s  la fo  rti© ^ A X -  % ( ^  J = 1 . Alors

si Ag est un idé*îl premier f  ^  , i l  y a un entier <T ^

divisible par <</t et prenicr à , <T est dans
— <* m m

et d-ns . sl ^ J * donc auS8i cl: ns presque

tous les ; amenons an entier premier à tel que

tf s o i t  «ÎBûfc! - .Alors 71 • Y » £ * - c « C/L e e t
jûU  ' 1&  a

dans , et  ̂ f est premier à . .Donc <> est dsns
a  / vv

. Qoiïuim Cp = lim.^p  ̂ sst au*al dans »
? m '* 

üonsfcqis nces

Admettons l'existence drns in  d'un o.m. 4 T . Alors 

pour chaque , -Ç eat o.:«. do ^  . Kn effet; si pour

tua ^  était contenu d:ns un nutre ordre, , l f

intersection de v ^  avec tous les =jé» jp ) et avec

serait un ordre ^  contenant yCr et £  if* f ce qui est
f

impossible .

Soit un idéal à gauche par rapport & ^

Les ensembles des éléaente oS t o<! , tels que ^  ^  

yiK oi ' C'Vt sont respecti venent; les ititt; r i?ec t i :m& de 'if  ^  ̂  

avec tous les et vec tous les ordres à droite

ces Idéaux M  . Le- prt.aier ensemble est A T  ; le second
à j r

est un -modula fini de même r ng que : e 'eut un

ordre/^ui est maximum puisque chaque ^  est maximum. De même, 

l'ensc able des éléments /b  de ^T t̂els que C ‘ est

I . -J . - 9



I.

l ’ iü te re e o tio n  de -^ a v c c  toue le s  . G*est é v i 

demment un ^  - id é a l à d ro ite  AK - 1 ; des form ules :

M  4 K  - i  = {£ , -  & ' , on dédu it - ^ T 1 = -

'/y  - i  ix jy f
= ^  . Les théorèmes fondement ux sur le s  id é 

aux son t donc é ta b l ie  .

Jut n t donnés un id é a l  dont l 'o rd r e  à g ¡anche ©st

A T  e t  un id é a l  prem ier ^ de k , on désigne encore par 

l ' i d é a l  Jfca x x  d© é  ^  fo r  aé de 1 ' ini.ersec t  ion de <f av»e 

tous le s   ̂ ) e t  avec :/ i^  . C 'e s t un id é a l qui a

même orure à geuche que M  , e t  qui n 'e s t  d if fé re n t  d© 

A T  que pour un nombre f i n i  de ^  ■ Æ > ¡3 * ' pp e l 1® c orap o -  

aante de AK  su ivan t . ün a , s i

Supposons m aintenant AX b i la tè r e  , e t  formons le  p ro 

d u it “VC ssTfiY , le  p ro d u it é ta n t éter&u à tous le s  id é -  

i *aux it rangés dans un ordre quelconque . A lors , on & # 

pour chaque * d 'où X  m 'V t : un idt>al

b i la tè re  e s t  le  p roduit  de tout e p ses composantes .

D 'eu tre  p a r t ,  A /t é ta n t  to u jo u rs  b i l a tè r e ,  on a vu que 

e s t de l a  forme ^ ̂  AX. » ou eet  l ' i d é a l  p ro -
* ^  ̂ y-

ie r  du corps gauche <H, su r leq uel e s t  algèbre d®

matrio®8 . Ce corn s gaoohe ©et contenu d ;ns * C“ par

s u i te  , on peut é c r i r e  , où -J e s t

l ' i d é a l  b ila tè re  maximum (ou premier) de . On éfcedign©

encore par ^  l ' i n t e r s e c t io n  de r avec l ' i d c a l  de

X . t  avee tous le s  # - (  O, ) . C 'eS t l ' i d é a l  b ilu tè re

i  1  1 J

dem/uent un ^  - id is l  à  d ro ite  ; des formules :

^ V ^ V 1 = %  • ” % ’ , on déduit Afctc^ » -V
j* iv jyr * 2  f

s-A/ .L e  s théorèmes fondMacntux sur les id é 

aux sont donc é tab lie  .

ü t ‘ n t donnés un idéal ^  dont l 'o rd re  à gauche est 

A T  e t un id éa l premier ^ de 3c , on désigne encore par 

l 'ia é o l  üaxaa de 4 ^  for de 1’ ini;ereoct ion de J  avee 

tous le s ^  ^ ) et avec . C’est un idéal qui €

me ae or tire à geuche que M  , e t qui n 'e s t d ifféren t d« 

A Ï  que pour un nombre f in i  de ^  ■ Æ > E * ' pp el le c orap o - 

8ante de suivant . On » , s i

Supposons maintenant A/C bzlatère , e t for aons le pro

duit 4 /t =*TfiY , le produit étant étordu à tous les  idé- 

i ^aux it rangés dans un ordre quelconque . Alors , on & # 

pour chaque * d * où i/i m A/l : un i du al

b ils tère est le produit de tnutep ses composantes .

D’eutre part, A/t étant toujours bilatère, on a vu que 

est âe la- forme As^ ^  ̂  Aï/. » ou 'M ®e’t: l 'id é a l pro-
f  ^ O y/-'

mier du corps gauche <H, sur lequel c¿J est algèbre de 

matrices . Ce cons gauche eot contenu d ma *)ar

suite , on peut écrire , où -J est

l 'id éa l bil#tère maximum (ou premier) de ^ . On Ae digne 

encore par l'in tersection  de  ̂ avec l 'id é a l de

cT et «vee tous leB i r ( -ÿ * j  ) . C'eôt l 'id éa l bilatère

- J . - I 0
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premier de On & ÎX^-at % . IX résulte de là que ;

tout idéal b il itère se décompose en produit d* idéaux b i- 

Xatèrcs premiers ; le  produit de deux ideauac biXatères re 

la tif s  ft, un mS.ge j.m« eat c jmraut a t i £  et par suite Xa déoom - 

position en idéaux premiere est unique à X1ordre près des 

f^otearg . Tout idéal b ilatère roXatif à X'o.a , de

î V  est de la  form© -ût i r  , ou Arp cet un i. déal de A L  • 

Pour chaque idé^I premier ^  de k t 11 y a un idéaX pre

mier b iXat ère ^  do 'j , et on a ou a _ 

est Xe degré du corps gauche seabX&bXe à. d<i


