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1 - -  K f TK HKY , Aû' lj, tlscbe Z>;lilentiieor ie in System« hy- 

pcrkoaplexon ¿ahlen . übh. Math*3cmlu. Hmlwrg Unir. -1929- 

ü • — ¿Oivii >rAX, 2»ote ztir An^lytieohcn liyperieoiliplexen 

üiihlentheorie . ~bh0Ai? th.¿erïiiu.lirsaburg Univ. 9 (1933) p.ly7.

lo** ¿oit l un sj'uî.èrno Bttiai — simple de nombres hyperoom — 

plexes but le  corps des nombres r tionncla , I un ordre ma

ximum de 1 e t £ . . . . £  une baee minimum do I dont le s
1 n

coefficients de multiplication uont e .

lï ppelone que deux idéaux 4 g >uohe ( \ e t  ( A - | 

sont d i ts  équiv lents qu n̂d i l  y n un dlo ient , non d i 

viseur de 0 te l  que :

(AX I oL = ( t  (

les idoaux équivalents & un ido ¿1 donné forment une classe 

£  .

D^ns 1 nous ppelons fonction £ la  série
1

r ( a ) = H  -------------- -
i-vi | S  ( -ire ) s

et d ns enaque classe d'iôcaux à. ga uche nous construisons :

s ( s • ) ** ^ - — .—■» • . ^
a (-vv)

( An ) parcourpnt so i t  tou;.' le s  ldô^iax de I .  eoi t  tous les 

idéaux de ^  #

Ces séries sont convergentes. Ccl» se démontre indirec 

tement en les repreoen t>:nt formellement comme un pr oduit



dee fonctions  ̂ du a enti** , dont 1 coiiTtrgcnoe est connue

Provisoire ;ent. donc lee Bérle» 2; que noue oonstruiBom 

ttppfur ieeent ooaae purement for;?» Iles , et Ics identitoa

entre elle» de ;aò <aa .

Hou« fellona voir p>->r quelle suite de t r ‘¡n sformati ona 

Mlle He y parvient cette expression .

») J'««•**« a«x a^atfcae» «.¿«plea s
^  ( i )

Thd orMM 1 : Si jf =* E- (J «et une repreeen- ---------B-------- ±

t tion de T  on sojane directe de s; stè^eo »1 iples , on e
T  ^ (1) ^ » ,UK

£(a) ® Tl ( s )  Ç ( e .  <£ ) « H  Z, ( s #  )
1 1

Cela oat «vident si l'on fa it appel & 1* décomposition 

des icii» ;iUX et des ordres de J d^ns les 0 •

b) x'&*&nge d'un eyetfcf-e ai.aple à son centre :

i-cramc 1 ;  ̂ (a) e^t le produit infini (a)» 

de fe teure  s
5- 1

C O, ““  1 ■ " Jfc ■*—

^ -t̂ T « *
eu j parcourt tou« leu iuo^ux premiera bll>.*t&rea de 2 

tandis que ( -iX>5 \ parcourt toua les idéaux 4 gauche divi- 

seurs d'une puise ïnoe quelconque de y •

C r̂ d' iprdi? un th^orô ae de 3peisor tout ( '\K | est 

représent ble d'une seule ¡¿»¿nidre oo.̂ u.te pjp.c ,ai. de ("^^j • 

d* ut.ro part, i l  y a ¿ultlpllc ** t ion de» normes , d**»prôa 1«

I.-K.-2
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définition. oom.m' nombre des oiaBee» de reste» .

Un i  .«tear H CBt ianc »¿rie de Diriohlet aur les n
 ̂ o c  H j j

r iîiaanelE?. soit T . "****5---- , qui aer« oom.uc ax on
1 “ ^  

oenu *lt le nombre dea attaché a 4 j qui ont un noio» 

nor ic .

Soit n le  nombre dea éléments de V  ind«pe*id^nta 11 — 

fld^ire ̂ ent aur K • 9^ 1« nombre d* indépand^nta aur son 

oentre .
o

Prenons un j date * iné . Pour éva luer lea on

étudie les ( 'Y' a ) • annê uac de classes de reates relatif«
A,

«?ux j ® » re rdaentnbloa oonie produit direot a'nn aystfc-

me dr unit o s  o n t *  iolellea o i k  et du ayattme des «lémenta d'un
—- (si) *

anne- u oo^plèt - aent priaa Ira __ , lui-iaea« extension

fin ie  do a^stéae dea olaaaea de restes du centre module
o* m
0 , dont le  4egrd est X & •

o ’
^uüd | n’est pua un diviseur du d isonain int, 1«

Q
méthode .n raho très bien oar j  est identique à 1*idéal

__ _ ES
prc.Uer du cent e d nc lequel 11 figure. et ~ = *Z. (*od.

'Y ) j Alors chaque idoal À g?-- aohe est idéail principal
____ a

puia^^nce d*Idéal pru nier d ,na .Z— . Uno étude de -ille Hey 

que nous ne* de velopoerone pas conduit alors aux r«8ult"ta 

s u i v a n t s  :

¿Soit 7) ~ÿ  aaxlmw» de 1 et le d̂ ~nc le oystô;ae des 

élé. tenta . ¿¿oit "Yt_ l*Idéal premier associé à "Y  &*>na 1«
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oupno^ooa la  forsï© qurdr*• tique f  =* Y «. Y * d o fin ic  p o s i t i  —

veci cat e t  poeon« :
^  -  n T ©. Y

0  as c

1» îo uiu t io n  «tant otjeiidu© à toui le o ©¿rutcfe.es d’e n t ier«  

pour leg  y .

.¿013 in térêt  cet d' «bord d 'é ta b lir  l a  oonTer^ewoe de 

Z, (s) pour le  ouïmi— plrm (») 7 1  »

ft&Boitti e l l e  permet a* w tab lir  iaecK f  •« lle.nent que 

3, (a) ai; aopexkâ pm de *i . e t  eot 1 a nfeie mu i> x pour le s  

îdo t x u x  à  droite et pour le s  idùavx à g««oho .

. i . -  Soup noue proposons raa.intenaat d'at b lir  pour la

foziution ^  une r e lc t lo a  JoaaH onelle  entre Z ,  (s) e t  

{ l-ts ) .
ioar aelti, j e  ▼* ic d*nbord indiquer quelques «lurent» 

du o Icul dca fonctions é? à plnaienr X '  ri blea * et  

leur trans formation fond aant^lc, qui permettra le p m a m n g e  

de 2 , (a) à 2  ̂ (1 -s) . y1  \

»Soi t Y « ( --------.Ŷ  ) Y » . -  * ( ifc)

y

oentrc . o¿ j ne tiiTiyc y*** le  :üu, on n* pue

fl I 0 « , i t  aa a '‘•-y =* *5 X K i  ; on aboutit tÛ L or«

à 1 ’ exp idan»  i o n  : ^  Ï a - U a ^ ^ ]

Z, t a )  -  n  I  ( s u -  un) ) .  T7 -J-------------------------------- -

15,1 * flit f , “W ' i"f’̂
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do 1 ent »v 6ta vr?i*¿ blei* uor*uauyd . 1í fouction 

9 * »* + "k ’
ó tü iit .  p ó r i  o*l t<iu« c ^ t  d<6v-_ lo p p n b it#  oía ¡ íu r ic  do C o u r ie r  : 

-   -*Mi Ti (i»-. ? "WB ^  _ )
« - •  r  *  ( « j . . .  v  «  1 1  n n

Í*a - T \  f ! a  . i )  *71 lla r n  ^ . . ^ 1  
*  I «  d w ^ . . . ei*la

ío u i  c* l a c l e r  fa.(ja . . . & ) ou t u  -ic t  r e  t  s o *js? í ' v y  sv a n n o n i q a m
1 a

*£v*ml;

JT * ü ü ^

o u  ¿fci.fc l e  Q tm n K u n tn t  U *» V L q n i  t r ' m a f o r i «  :? e n  «O 'taC 

eie ; u *e«t 4 di.Te qnc

* * » * .  I ? * • * ;
I o i I

d o l t  ¿t. *  (¿a. . . . »  ) ü  *  IS jú . ^ l o r 3
1 &

__ Mr ^ÍC
¿  a  ü  H *» V Jl

O QS&.tC ,
- H f  { u  . . . .  u  ) +  2 T] i  í ra, u , * .  . • + n  a  ) *  

e 1 n * A n n

(v^ *.. .**a ) h 2 K y ^ . , .  ,unTn *
I

c t  du^jkjw .duy. *  | jl\  4 t .  . . . . d T .

on s, l e v  rx blo3 «« í é r s r  nt s
.  . -  Ti U L** L *' 

n (ai. . . . «  ) *  \ X. \ e
~Z_ «I >c

Or X. a  I. * 1 d ? n c e  «v ,  =  X X.
. , - T| x  a “ a k +

» ( ...........M^) **|^|  c
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d»ou li* form le de trans» fo m iti  on î
. tto •»! a

^  - t » y a  y *  Q  i y~j e " 71 ,r A  u

r1. . . y r * \TTa7
11 _ — 0*0 

-  60 ^

ü .-  isouo alloue LU inten-nt adapter oe e' loul au one qui 

noue; occupe . , î» \

soi* u>s= H u  ̂^  u l  ̂ )

le ¿10I30Z*C ¿UXlÔJTul du i j ’ti wtì'ìS îl'rpc 1*0 Ü 3p ÌC3C© •

. » o i t  ( -iH. \ u n  i d ô a l  à. g *.raahe do b»xa® ( ...............  V

on aura : / **,' \ f V \

 ̂ / = B l ^ |
¿oit une .-natrice î ernétriqu© positive dé

finie . Ubuc 'ssjo i t  roua \  , CO . I r fox* i© cur= dr?iti qu© 

uux vui*iHtïlea û S

L o  )  »  U  (J{ V *

et noui?. pose roua : _ . v
<T- - T1 c f  { <*u>)

© ( . to ♦ C5^)= C
©c C[vt|

avec 1

' v ' i i l H ^  f î, \

< k .  j  - î »  :
V oc -v* I î > i

av©c Y — ( p^raour-ût le ayatè.ae gunaral qû &C at

parcourt -4/C , et ai on pose :

avo o 1

N^Í«UH . Î, \

0 » .  i W »  :
V«>, I ¿ v»

av©c Y » ( 7-, . .*Jn) p^.roour üt lo  a?stèse ganarol q,u> r¿£ 

p^rooart -/V v f e t al on pos® :
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....... ^ = Si ^ ^ on Ktii qu©

°*10 mraji II)
f  ^  ~ y b J Y . . S i *  & *  y ^

oi on pus« ^  ^
c b SI<\Sl  b = ^

On Toit muc» le <9 ‘ uo üoi;; wi a: ». * ikî.j >duirt> est bi«m 

identique i  celu i que noue t*vi ;.n<» plut, h^ut . En ¡ ppliqttuut
y

1»- tr'inefomiation on Toit que : 1 — T\ J» '
•? -  y a-, y — y t.

v±) ( -^c, , (S( ) ~ ¿_ c VTAil

^«iH on e' iperaoit «lor? eue -*-£̂ peut s ’ootenir oo. ĵje

>v à o«/vi r  d'un iiié*.l \ - i ? t )  iu i cette .foie à droite

<&t qu'on ^p^cll© le uo 'iplôncnt'îirc de Béa-ijgMMMI p«r a 

1 : tr '-c V .1 ri o le >>._'?■ t: i: le h. ~)lcxe, on poaeru °t 

i)'ise de -47X-*

s ( <* ^ * ) 35 <>A i  j.Jl

Il * i* Il = I o’V/1 I
, f s. \

ai {oC\ . . ^ *5 1 ou üonîîtitle que
1 » l u  I

B «  * 1 B * 1 ^ v t’5 j;. *  || s  ( £ i  £  k ) | |

»»lors B*"1 *=5 H

I> * «u tre  j't H.r t  « i o n i'o r  ,r:©

(“ ’■)- z i ' : )
lo I __ f-n

on co-. sfefcte que Si « H Jl** H“1
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Posons de naê a® ^ ** K ^  H
"'1 -1 

i l  vient Mx a2 *T ^  = Î  -  ( ^  , oL )

e t  s i  on pose : ^

V i m * "

on constate que l  i formule de tr  ja«forwat ion des (9 s ’ é c r i t

S  ( An, • tA> , ) *  —i — . 9  t ’» -v t ' • ^  )
I Iw|

4 . -  Ho us «lions raflintenant f« ire  in tervenir 1» fonc

t ion  £, . Pour o c l n  noue u t i l i s o n s  un procédé Rnaloguc 

à ocla l qui sert  pour l i  fonction ^  élu tient ¿ire .

3ous partons de 1 *intagrale

J
r  - f lo  f  ( oL <*> ) . I 8-1. ... J  e  ^  \ B L^| d u i

ai on f  ü t  u?1 * «i cO c l i c  devient

_ J _  (....( « " " °  * *  ‘ ** ’j* Co\ 3 dUl

\ z y . \ B i  J a  v*

jiouo allons bûMer aéparuiænt ces deux ¿'or^es en fu ie  nt 

parcourir à  un aystôroe Ce nombres non diviseurs de O - 

e t  non -sso c iés  & droite de l ’ idàa.1 [ -4 K  J . Lr) deuxième 

f o r ue donnera , c£> étant la  fonction ' insi engendrée ;

, y-> , _ 1 / /• -H o f  ( c ̂  ) , »s-1
( s .  <7* • J 3* —r--------- s -  ( «

^daniB ! < < P  J J  1 x
i i*l I »

qui s ' é c r i t  »lors, S i étant 1« cl'»sac qui contient l ’ idéal

. rJ ( f  - J t c f  (<*>) . s-1
55 S  ( s , ^  ) H ^  j j  ® J 2Î ¿>o j d u

I l  rustc encore c e t  H ^Lqui p 'rd issent dépendre d e  ( )
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et nun de 1* ul ; ei'^ie frr? c hu cñoix dt; c . i l  vient

4> (s.  ^  ^  ç  <*.  ^  ) -  m t i £  $  )

r r ~£ tx <u> } I i 8 ' 1
«y,.c P {«, <R> ) * J ... j e ^  |au>| du±

íán ref*4 is ont à l ' a v e r e  at o ley! •cuíe r»at fo r i t i ,  on 

* tie I i f  i« los oouvcrgcuci-B neceen ires *

i,* pro? Idre* for se v~ f - i r t  • pp-nr i t  re unt; f  one ti on (9 

is p i l  4 t<; u t  . C r i l  f  - ut étendre le  ZI à. toua 

k u  non Ittooiée e t  non divieeura de 0 «rfc A« . üt

; e >1 -.tr o¿ p*¿r 5iXi -ì*3p ¿cié, c*e::t operer aur Ich u la  

substitution lin6»»ti*o biunivoque iett> définie p r une uni

to du corn» hjperc > plexo .

Ces f»ubstitutione forment na yroup« proprement rtiHcon- 

f Inn . 0 r i-> it  n ^  u n  point , et aoit •  un« unità qui tr  m i## 

f  yT ^m c(co er» <&c e ¿ ĉ> dono w  en e ¿o . rii e to oat dna un petit  

do ine donné de centre u) , o'jb i'f ialente août bornés

don*.: ceux de e w u)’  ̂ himbì , donc ceux de e, et i l  n*y 

ß p s  une in f in ité  de e pow« iblee «.

3o 11 ilor?» F  *m do-i* Ine fond wnt«l du groupe . Ott 

voit, .no 1 m ;'ut«Ht Uutl on <~o' « e t>o n 'altère p ->« l e  fora» 

dt. 1* intdgr >1# . d*. ear te qu * au lieu  d'intonrer k 1* in fin i  

et de s  ornimi t  eur l«>e non ► ats jeiea, i l  au ff it  de aom̂ ier 

sur ton.i lee  nj» Uvi»cura de O , et d* intégrer sur J* .

lî omise i l  n * y  e éJ’ut-re aiviacur de O que O, en com— 

pensant io tem e 1 >.ui lu i uorre«pond d nes e> , i l  vient i
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Si on r *..1 e-r̂ cut que

C ( 3 ) * ^  Î  (s , i f  ) 
ft-

on eboutit à 1 * i Jt'il it é iottdfcsenti >1« :

a jl-és) 1
c~ ( 1  - a ) ^  ¿. | ^  | ‘ / A | “ "1 P  ( a .  ^  )

£ (3 ) î Vt l - a ,  (Ç )

Cette *or?ae a ’ fc s î  ¿i-vs on i i r e  pari- i te  . e n t  *5 t iaf^i a nte , 

parue «juc io.i e a ,-cre.-«.- j <ns P r- r lai cat eueorw dependrt 

do ^  e t 4c lu b'irre o h o J s t c  p o u r  l f jrflre I . U' La on peut 

>chtT«,r le c ■■ iuul en £  iss ne intervenir les oonstuiitce des

_________  ~

( a . • ¿Ç ) . .J" j  9 { ^ ) - l |  ) 3u>|B dui

Cette* f irn a le  pcruct, à. e l le  «-talc, d’vifuutucr la

t  rane tori- *5t loti ; on e.f e t ,  on o? it »aouier à. unique tr-nnij~

fo r \  <it Ion p’-r ani té h òroit--’ d«« <.0 une tr  n^iSr i tion par
- i

nnité à ftttobc de» co , uè ,ui per -et d’obicnir une tr^in»-

fo m st i)n i’e 1* îm égraio &»ugi i? eu une izrUégrtilt« d -2» F 

(ic-,B-il«e £©nd : -uts /it *¿2 onr le a unité» opôr :.nt à ¿j^oubo . 

j?«r le de ( | à son :pl ..e.*t ire  , il vxent

1 *2 e .. s i l i ’ i n  &  , e •. . Loul . ■> no ne né-

velop; e» r^nti ¿.feu oouduiti üort, à :

4> (e. ^  ^ ( I -» .  ¿1 , <Ç ) .

Or en ¿uh-u^üb t a î droite et la g** uuoe, on voit <»uasi. viue

le nonti;ata ^ u'oxp-'ii.':*’ iu ioytii de ^ ( 1—s, *  i
— -n(l-B) . _ 1 1-a<p <i-a. & . q ) m c ;i-s. <£ : n ^
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systè ce b eimplos en lesquels le  f'vgtè^e (extension de

sur le corps des reeln) re décorapoce . On eboutit à. une 

•xpreesion que noup écrirons jBculcmcnt i

- a  M,aj& m  Ÿ*l &  i f e i u , s - i a ) 7 )
{ s ) = Ç % s ) ---------------- i '• — -¿i±-------*•-----------------f

^(S ^ i  j«ij ^  r[§Mtj

ou le s  -P iiont dwe A>noti;ns X* ordinaires ; ^ est  se^i-  

sissple , susa <e directe de 1? systèmes simples T   ̂ est

ey&tèmc cuaipltt dt; s.atrieea de degré ±’n sur un corps gauuhe 

d'ordrt £" sur ïfi . ( 6  ̂ ne peut e tx-e que 1.2 ou 4 : nooa- 

bres rceig, complexes . quternions r t t l s )  .

5 . -  I- is r, lors ¿7 (a) tpp 2’t-it uo-ù ie régu lier  entre 

O cti 1 . 3i nous nous reportons à 1«* toute première expres

sion par le s  C, du oentre, on *-o i t que l e s  p3les des f^o-  

u u re  qui p rôtissent d*.TxB le  e s où g y  1 , doivent

être coape'nsée . 1-#/ is on no peut en déduire ira iédi' te  .ont 

1« nécess ité  d'éléments d r > riific "t ion, c ^r le s  d’un 

corps algébrique ont un O à. l 'o r ig in e  qu xnd ce uorps n 'es t  

p^s r«el ou iaftgin ire  qu dr* tique .

Ln d iif io u ité  a éto tournée pir x Som en u t i l i  ant 

l'expression de ^( a)  u no yen de,? fonctions <-f> du centre .

le s  éléments s i raples de ( lea X  ) interviexinent

uOî! je ferme tares -•oàiqoea rel ; t i ve tent à un idéüs.1 pre

mier à. l f ijî.fini du contre . Les nombres f i sont le s  degrés du
g

fij1» t e i e  ci-; ji -tri ce a a >rresoon& nts et v lent — ou g suivant
ü
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3 u ' i i  « A p p - . r s i t  e u  n o n  d e e  a o r p e  ù  c ; n  i » c r n i c n e ,  e ’ e s t  à  

dire que i  est ci hcc Jt a l*r ’ ... i do* ux à l ' in f in i .

L e  i f  i t  ; u e  3̂  t ’ u r t  p  r =  - u i f i é  à ,  l ' i n f i n i  s ' e x p r i m e  

d o n c  p i . . x  ^  £  J t  .  D  o u  v C l . ; c  f c j r p o t h è s e ,  o n  m r « i t  s

1 «

<-f ( a ) =« £ ( a ) {a ) * ' ^ ( g a - i  t-lj
i  ~1 *

Ou B(s} est une ¿Te ne ti;n rusta l i  ôrc o» S4UHI Oct ou f» %

e«t Xa f cnet 1 n tf du centre ;
« 3 - 7  a rl  _  r¿,

^ {«} « à *> {«») J (-y) 1 (i?)
n

«•3T.* TT
a* a» <2/ Jt-  ̂ lf\dl I . r  ̂ r. ixAdiooa de réa lité  du

V «cn*rc . d àlacri iin nt du 

*- oentro .

I*a fonati on est ollc-f-i^e nunic d'un p^lc du. pre aie r
z A

ordre en O et 1. &t cette foi» le  p8le  ̂ doit ê t re oo:a- 

('cn38 i- r  le ti-r.nc S  r e la t if  iuî iàé^ux pr- -itre fin i» de 

r if i option . Do*© s

b l  l e  d O j g r e  g  d ' u n  a o r p a  g f r - u o i a e  s u r  « o n  c e n t r e  e s t  

s u p é r i e u r  à  1  ,  o c  o o r j > a  &  d e e ;  r  i l f l o  t  i o n a  » a o i t  4  d i a -  

t  ^ e e  f i n l e »  a o i t  à  1 T i n f  i n i  .

Ce réüultat a ¿’ ailleurs wtü obtenu indireotement par 

de» prooOdés de la théorie du uox-pu de el^eae . La méthode 

que nous **.vo»a employée étant non uoaiaut^tive, pr&aente 

surtout Ju«q *6. présent un intérêt de principe .


