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I.-F.-l

Le p r o b l è m e  de  3« re pré s e  nt  a t i  o n  l i n é a i r e  de>s g r o u p e s  

f i n i s  p e u t  ê t r e  a b o r d é  p a r  deux  m é t h o d e s  d i s t i n c t e s  :

I ° -  Unp rat t h  od e q u i  u t i l i s e  3 t h é o r i e  d e s  s y s t è m e s  de 

n omb r es  h y p ç r  c o m p l e x e s  s e m i - s i  mpl e s  : e l l e  donne  immé d l e t e  -  

ment q u e l  nue 3 u n s  d e s  t h é o r è m e s  i o n d  s m e n t a o x .

2 ° -  Une m é t h o d e  d i r e c t e  q u i  n » u t i l l s e  p a s  l a  t h é o r i e  

p r e c e d e n t e  e t  qui  p e r m e t  d ’ e n t r e r  t>lus pr o f o n d e m e n t  "ans  l a  

q u e s t i o n  .

Après  q u e l q u e s  i n d i c a t i o n s  s o m m a i r e s  s u r  l a  p r e m i è r e  

m é t h o d e ,  nou® d é r e l  -■»pperons s u r t o u t  l a  s e c o n d e  ; noi)3 a u r o n s  

a i n s i  un a p e r ç u  s i m p l e  de 1«  t h é o r i e  d e s  c a r a e t è r ç s  dûe  à 

Fr o b e n l u s  { S i t z u n g s b e r i c h t e  B e r l i n  1 9 9 6 - T 9 9 7 - I B 9 R - I P 9 9 -  

I 9 C I - I 9 P 4 )  ; v o i r  a u s s i  B u r n s l d e  ( P r o c a e d i n ^ s  London  î ra t h .  

s o c .  1 8 9 7 - 9 8 - 1 9 0 4 )  e t  3 c h u r  ( S i t z u n g s b e r . B e r i i n  1 905)

P3 an d 6 3* expo  sé  

a . — Ap e r ç u  r a p i d e  s u r  3a p r e m i è r e  m é t h ' d e  •

B . -  Q u e 3 q u e s  p r o p r i é t é s  d e s  f o r m e s  d ’ H e r n i t e  e t  d e s  s u b s ­

t i t u t i o n s  3 i n é a i r e s  .

C . -  G r o u p e s  f i n i s  de  s u b s t i t u t i o n s  3 i n t a i r e s  ; g r o u p e s  i r -  

r t d u c t i b l 6 3  e t  r é d u c t i b l e s ;  t h é o r è m e s  de  rt  <3 u c t i  b i  1 i  t é  com­

p l è t e  .

t). -  G r o u p e s  i r r é d u c t i b l e s ;  t h é o r è m e o  d * o± t h o g o n a l  i  t é  ; c a ­

r a c t è r e s  .

1?. -  G r o u p e s  r é d u c t i b l e s  ; c a r a c t è r e s .

F . -  T h é o r è m e s  f r m d n n e n t s u x  s u r  l e s  r e p r é s e n t a t i o n s  l i n é a i r e s  

d f un g r o u p e  f i n i  .

G - £>éVev’vwCWatcoki- C’ir ctères d e s  re ort  sentants l iné —
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s i r e s  i r r c d u c t i b l « n d ’ u n  g r o u p e  .

A . -  APT?HOÜ F? 4PIDT SUR LA 1 è r e  'fK'THDDK

I #— C o n s i d é r o n s  un  s y n t è r a e  de  n o m b r e s  h . v p e r c o m î l  e x ^ s  d ’ o r ­

d r e  n  c o n s t r u i t  s u r  l e  c o r p 3  d e a  n o m b r e s  c o m p l e x e s  o r d i n a i ­

r e s  ; 3 o i t  u n e b a s e  a ^  , . . . a^_ de c e  s y s t è m e  , e t
- A T -  '>?a = a  e^ + a  e^ + . . . . +  a 

un  no m bre  q u e l c o n q u e  du s y s t è m e  ; s o i e n t  e n f i n  :

vi
l e s  T .  - é t a n t  d e s  n o m b r e s  c o m p l e x e ■  o r d i n a i r e s ,  1 e r  f o r - i u -

l e s  de m u l t i p l i c a t i o n  .

On a p p e l l e  é q u a t i o n  c a r a c t é r i s t i q u e  du  s y s t è m e  l ’ é -

q u a t i o n  :
% c v  C I 3"0  s l  1?fci

tf  < U> ) - ¡ i c i  a  “  0  ¿>c j
/ '  E ¿ ( = 1  s i  i = J

■ ... . *  * .  ^  
q u ’ o n  o b t i e n t  e n  e x p r i m a n t  l ’ e x i s t e n c e  d ’ un  n o m b r e  x  do  

s y s t è m e  t a 2 que  x  a m  u) x  , to  ¿ t a n t  o n  nombre- com­

p l e x e  o r d i n a i r e  .

"Sn e x p r i m a n t  l ’ e x i s t e n c e  d ’ un  n é m b r e  y  d u  s y s t è m e  t e l  

que  a  y  *  y> y  , on  o b t i e n t  une  a u t r e  é q u a t i o n  c a r  a c  t é  r i  s -  

t i q u e  S _  5 - k *|
^7 { i o  ) »  ùc . co -  ^  a  rC'i

x ki
On a p p e l l e  t r a c e  du n o m b r e  a  do s y s t è m e ,  l a  s o n n e  d e s  

r a c i n e s  d e  l ’ é q u a t i o n  c a r a c t é r i s t i q u e  :

( . i - s: y V
1 , k  u‘ u



La forma q u a d r a t i q u e  : Ç> ( a^ ) =  5Z_ y ?  &U
i.j.k.h cI<

t r a c e  le a  ̂ ( e t  é g a l e  à l a  sonna  de r  c a r r é s  d e s  r a c i n e s

de 1 ' é q u a t i o n  c a r a c t é r i  8 t i q o 6  r e l a t i v e  A a)  Joue  un r 6  l e  f o n -

d i i i i e n t s l  : l a  c o n d i t i o n  n é c e s s a i r e  e t  s u f f i s a n t e  pour  que

l e  aye t è - ne  s o i t  a e ^ i - s i  n p l e  e s t  q u e l e  d i  s c r  l m î n a n t  de c ^ t t e

f o r me  n e  a o i t  p a s  n u l . D n e  l e  c e s  c o n t r a i r e ,  on o b t i e n t

l e  r a d i c a l  du s y s t è m e  en  a n n u l a n t  l e  i  d é r i v é e -  p a r t i e l l e s

de 1 f or me  par  r p p o r t  aux  a .  l e n  p p r o p r i é t é s  o n t

l i e u  r e l a t i v e m e n t  ' l a  f o r me  :

F  ( a r ) =  I f ~X a  K a ^  , l i é e  à l ' é q u a t i o n  Tp ( co )=ü
i .  J . b . k  k‘ UliJ

H a p p e l o n s  d ' o u t r e  p a r t  q u ' u n  s y s t è m e  de n o mb r e s  com­

p l e x e s  s e m l —s i m p l e  s e  d é c o m p o s e  rn s y s t è m e ?  s i m p l e s  d o n t  c h a ­

c u n  admet  une b a s e  m a t r i c i e l l e  .

2 . -  A p p l i q u o n s  c e  nu l  p r é c è d e  h un g r o u p e  f i n i  G f ormé  de 

r é l é m e n t s  s e 0 »  1 e ^  #e ^ ............e ^  f

Ces  r  é l é m e n t s  p e u v e n t  e t r e  r e g a r d é s  c omi e  f n r i e n t  l a  b a s e  

d ' u n  s y s t è m e  dr no b r e a  h y p e r  compl  e x e a  ( a l g è b r e  du g r o u p e )  

a v e c  une l o i  de  mul t i  pl  i c a M  on de l a  f or me  :

e t * y *  6 £  . Dan l a  f o r  e GT ( a ^  ) , l e s  n e u l a  t e r ­

mes 5 c e e f f i e  l e n t e  n o n  n u l s  c o r r e s p o n d r o n t  d o n c  h  :

~ 1 OQ V  *<%** * ^

d ' o ù  \ eL =  « c  . * o i t  ®-£e £ *  1

c ' a a t  à d i r e  que  l e  p r o d u i t  a^a^ ne s e  p r é s e n t e r a  que  a i  

®  ̂ 3 ° n t  i n v e r s e s  , aon  c o e f f i c i e n t  s e r a  a l o r s  r .

I.-F.-3
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On a d o n c  :

F ( a ^ ) = r  H a & 0 ^  ( = e )

13 e s t  é v i d e n t  e u s  c  t t e  f o r m e  a s o n  d 1 e c r  i mi n s n t  d i f ­

f é r e n t  de 2 c x o ;  p r e u i t 6  1 ' a l g è b r e  du -tro upe  e s t  s e - n l - s l m p l e  

c h a c u n  d e s  s o u s - a y tèrnes  s i m p l e s  d é f i n i t  on? r e p r é s e n t a t i o n  

l i n é a i r e  i r r é d u c t i b l e  du g r o u p e  nr . 31 e n  e f f e t ,  l ’ a l g è b r e  

do g r o u p e  s e  d é c o m p o s e  e n  h  s o u s - s y s t è m e s  s i m p l e s  e t  s i
(c< »

6 j , ( i , j  =  1 , 2 . . . .  n  ) c o n s t i t u e n t  l a  b a s e  -natri  c i  e l  -
<r

l e  du « ^ i è me  s o u s  - s y s t è m e , s i  e n f i n ,  on a :
<— «xL v

l a  m a t r i c e  dG r s n f  n o n t  l e s  - 1*. n e n t s  Borit  s ^ . ^ d t f i n i t

une r  e ,jrc s e n t  a t  i o n  l e  G, c e t t e  ".»tri  c e  r e p r é s e n t a n t  l ’ é l é m e n t

e  ^ de  G .  C e t t e  r e  p r e s e n t a t i  o n  e s t  I r r é d u c t i b l e  . On o b t i e n t

a i n s i  t o u t e s  U s  r  e p r e  s e n  t a  t i  onn i r r é d u c t i b l e s  ; e n  e f f e t ,

une r s p r t  s e n t s t i o n  i r r é d u c t i b l e  f o u r n i t  un s y s t è m e  s i m p l e

d* n o m b r e s  h y p e r c empi e x e  s h o n o m o r n h e  h 1 ’ a l g è b r e  du g r o u p e

e t  pf-r s u i t e  i d e n t i q u e  à l ’ un d « a  e o u s - s y s t è n e s  s i m p l e s  de

c o i t t e  a l g è b r e  .

ün a r  =  £T n  \  . Le nombre  J e .  r s  p r é  s e n t  ^ t i  o n s  i r r é -  
o c **-

d u c t i b l e s  e s t  » . ga i  à l ' o r d r e   ̂u c e n t r e  d e l ’ a l g è b r e  da g r o u ­

pe , c ’ e s t  ' d i r e  , comme n o u s  l e  e r r o n s ,  8 u  n o mb r e  de  c l a s ­

s e s  d ’ é l é m e n t s  c o n j u g u é s  du Tr oup«  .

3 . -  A j o u t o n s  q ue  l e  p o i n t  de  vue  p r é c é d e n t  a p p o r t e d e s  com­

p l é m e n t s  i n t é r e s s a n t s  au p o i n t  de  vue  r é e l . L ê a l g è t r e  du 

g r o u p e  p e u t  e n  e f f e t  ê t r e  r e g a r d é e  comme c o n s t r u i t e  s u r  l e



c o r p s  d e s  n o m b r e s  r < . e l 3 ; à c e  p o i n t  <36 m e  e ^ l e  c o n s t i t u e  

e n c o r e  une a l g è b r e  s e m i - s  i m p i e  , n e t s  se:*. s o o s - s y  s t à m e s  

s i m p l e s  p e u v e n t  ? t r e  de t r o l n  forane?? d i s t i n c t e s  : 

s )  on p e u t  a v o i r  an s o u s - r y s t è m s  ¿ ’ o r d r e  n  ̂ A b a s e  m e t r i  — 

d e l l e  c o n s t r u i t  s u r  l e  c o r p o  d e e  n . r a b r e s  r é e l s  .

b )  on  p e u t  - v o i r  an a o a s - s y  s tòia# d ' o r d r e  n  *- h b a s e  raot r i  -

d e l l e  e t ( i . j  *  l  , id____ h ) ,  l e s  c o e f f i c i e n t s  d e s u n i t é s

de b a s e  é t a n t  1<= s n o m b r e s  c o m p l e x e s  o r d i n a i r e a  .

c )  on p e u t  a v o i r  un s o u s - p y  «tèrne d ’ o r d r e  4 n ? à b a s e  m a t r i ­

c i e l l e  e j  ( 1*3  = 1 , ^ . .  . * 0 .  l e s  c o e f f i c i e n t s  d e s  u n i t é s
}

de b a s e  i t a n t  de?  r u £ t e r n i r o n s  .

L a  d i f f é r e n c e  r i t r e  l e  n o m b r e  d e  e r r t .  e  p o s i t i  f s  e t  

l e  n o m b  e  d e  c a r r é s  n é g a t i f s  d e  l a  f o r r a «  q u a d r a t i q u e  a f c é e l l e  

5*  ( a ^  )  e s t  é g a l e  A  l a  d l  f f é r  « m e s  6 n t r e  l a  s o m m e  d e s  r a n g s  

( n )  d e s  s o  u à —s y  s t è m e s  c l m p l e s  d 6 l a  p r  e  i è i e  e s t t - ’ o r  ; e , e t  

l a  3  0 T . 7 i e  d e s  r a n g s  ( n )  d e  c '  o x  d o  l a  t r o i s i è m e  .  O r  d a n s  

l e  c a s  d r u n  g r o u p e  G ,  c ^ - t t e  d i f f é r e n c e  e s t  é g a l  6 ,  m a n i f e s — 

t e m e n t  a u  n o m b r e  d e  c e u x  d e s  é l é m e n t s  d u  g r o u  e  d o n + l e  

c a r r é  e s t  c g a l  h l ’ u n i t é  ( l ’ u n i t é  é t a n t  c o m p t é e ) .

Pour t o n t e s  c e s  q u e s t i  n n e ,  v o i r  ’r. C APr’V T’ , A n n a l e s  

de l a  F a c u l t é  d e s  S c i e n c e s  de T o u l o u s e  13 (X89B ) " i e s  g r o u ­

p e s  b i l  1 né ai  re  s  e t  l e s  s y s t è m e s  de n o mb r e s  h y p e r c o m p ì  e x e s " .

TJ # —M’* 7 H 0 T Î ~ I i —CTK. IMI5AIK~S

FORi-ras j  *R Z 3  frr  k

•m .

4 . . -  Urie f o m i  ' ’ Tiermitr- i  n v a r i a b l e s  c o m p l e x e s  x _ , , x t . . . x ^

I.-F.-5
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e s t  une f or me  h i  3 int'. a i  r e p a r  r a p  or t aux d e u x  s é r i e s  de

v a r i a b l e s  x e e t  af  ̂ :

'  ,x) “ »fa c v- V »
Comité l e s  f  or  ne <3 q u a d r a t i q u e s ,  l e s  f o r m e r  d ’ H e r n i t e  s o n t  

r é d u c t i b l e s  h une eonme de c a r r é s  de m o d u l e s  Z7 a. x  3k. ( a .
V. C  *—  % 1/

r<- e l  ) . La f  o r n e  e s t  d i t e  de f i  n i  e s i  e l l e  ne  e ’ aa n u l  e que  

p o u r  x  , = x   ̂ = ____ = x ^  =0

ileuy f o r c e s  d ’H e r m i t e ,  d o n t  l ’ une F e o t  d é f i n i e  p o s i t i ­

v e r o n t .  p e u v e n t  t o u j o u r s  ê t r e  r a n e n é e s  airaal  t ar>£naent h e t r e  : 

F = x x  + x x ’ + ............-I- x  x" ( f o r m e  U A l t a l r e  )

5 = • , * , *  + .........+
( on r o u v e r e  une dt .monstr  o t l o n  g é o m é t r i q u e  d a n s  S . C a r t i S î  

l e ç o n s  s u r  l a  g é o m é t r i e  p r o j e c t i v e  c o m p l e x e ,  p .  1-50) .

f l e g a r d o n s  x̂  . x a .............. ..  x ^ c o m s  l e s  c o m p o s a n t e s  d ?un

v e c t e u r  i o n s  un e s p a c e  à n 1i m e n s i o n s  ( c o m p l e x e s )  . Deux 

v e c t e u r s  X, X* s o n t  d i t s  o r t h o g o n a u x  p a r  a p p o r t  à l a  f orme  

î ’ Herrai te  F s i  l ’ on s :

Z  ~ F = 0  ou T  = c
1 T>~3c i

{ l e s  d e u x  p r e m i e r  membres s o n t  c o n j u g u é s  1 .

Deux v a r i é t é s  p l a n r s  p a s s a n t  par  1 ’ o r i  g i n e  s on t  conspl è — 

t e r a en t  o r t h o g o n a l  e s ,  s i  * o u i  v e c t e u r  dé 1 ' u ne  e s t  o r t h o g o ­

n a l  *4 t o u t  v e c t e u r  de 1 ’ su t r  e . 31 l a  f orme  F e ? t  d é f i n i e  

deux  v e c t e u r s  o r t h o g o n a u x  ne  p e u v e n t  a v o i r  l a  même d i r e c t i o n  

e* d e u x  v a r i é t é s  p l a n e s  o r t h o g o n a l  e s  n ’ o n t  a u c u n  v e c t e u r  

c o n*n un .
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5  -  cu a p r a l i «  r. ob s t i t u t l o n  1 I n é f l l r s  u n i t a i r e , une a u b s t i  t u -

t i  on l i n é a i r e s  l a l s a a n 4 i n t o r i a n t f  1 s» fo rme ' l ier . i t e  u n i t a i r e

.  ̂ J c e 4 1 ' ■ ' ì i Cf ’ O Ii 6 1 1 )  f  O ubs t  i t  u 1 1 o n ,

^ b

on r : v  1 rtl i=s3

I  % K "  ( c  s i  I * i

r,4 .1 *nt H-r. i n v e r o «  » t l i n e n t a  ^ C J = ¿L ’

matrice «st le complexe conio--! aée d * le  ^rsnspnaée fie lo 

natrice 'Mil lepri  aent^ 1 nr<= "iôrf oubst 1 te t Ion .

Si  un* s u b s t i t u t i o n  l i n é a i r e  u n i t a i r e  l a i s s e  i n v a r i a n t e  

une v a r i é t é  p l a n e  p s 3 ^en t, o a r  l f o r i  fri n e ,  * 11 s l a i s s e  i n v e r n ­

a n t e  l a  v a r i é t é  pl  an« l i e u  d** v e c t e u r - -  o r t h o g o n a u x  h. l a  

v a r i e t é  d o n n é e  ( p a r  r a p p o r t  h l a  forrae d ’ E e r m i t e  u n i t a i r e )

I l  y a r é c i p r o c i t é  ent re  ce s deux v a r i é t é s  p l a n e s ,  l e  e cnroe 

de l f  ura dimens i ons  e ? t  r> .

6 . -  Ou a p p e l l e  é gu; t l o n  c s r  .-joté r i s  1 1 g ue d ' u n e  s u b s t i t u t i o n  

l i n é a i r e  : ou axa t r i  c e  ( a ) l ’ é q u a t i o n  & ( 00 ) ~  U 

ori A ( ) ê o t  l e  l é t e r m i n a n t  de l a  - n a t r i c e  ( )

Le s  r a c i n e s  de l ’ é q u a t i o n  c a r a c t é r i s t i q u e  son* l e s  r a c i n e s  

c o r a c t é r i   ̂t i c  no i ou r a c i n e :  l a i  e n t e  s  d r- 3;  l e u r  s  ornine 

^  a - • e s t  l a  t B a c e  - e 3 .
L y o  —  .................. .

i

L ’ é n u e t i o n  c a r  c t é r i s t i q u e  de A“  ’ 3 A ( •* ^ C) t r a n s ­

f o r mé e  de S par  A e s t  I d e n t i q u e  h c ^ l l e  d « 3 ; i l  en e s 4 

donc de .Terne de l a  ‘ r a c e  , Par s u  t* , 33* e t  S'tà on t  meme 

t r a c e  .
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Deux 3 a b 3 t i t o t i  o n s  u n l t a i  r e s  I n v e r s e s  1 ' u n e  de 1 ' a u t r e  o n t

d e s  t r a c e s  c o m p l e x e s  c o n j u g u é e s  .

S i  3 * on f o r m e  3 t r i  c e  ( 3)  ( e ' t f i  un p o î y n o m e

de  d e g r é  n  e n  S } ,  e l l e  e s t  i d e n t i q u e m e n t  n u l l e  { C a y l e y )

I l  p e u t  a r r i v e r  q u ’ i l  e x i s t e  un p o l y n o m e  (¡¿) de de^r c

n  q u i  s o i t  |d i n t l i |W I B « B t  n u l  ; s i  e s t  du d e g r é  m i n i n u m

c e  d e g r é  e ^ ‘ l e  r  a n g  de  l a  m a t r i c e  . L e s  r a c i n e s  de  (fs f  u> ) 

s o n t  i d e n t i q u e s  à c f  1 l e s  A ( w  } e t  A ( *+> ) e s t  n a t u ­

r e l l e  ' ^ n t  d i v i s i b l e  p a r  ^  { uj ) comme t o u t  p o l y n o m f  t f  ( to )

t e l  que  l a  m a t r i c e  cp ( 3 ) s o i t  i d e n t i q u e m e n t  n u l l e  .  3 i ,
¥

p a r  e x e m p l e .  5 = 1 , 1* r a c e  de 3 e s t  une  somme de n r a ­

c i n e s  p i è m e s  de  l ’ u n i t é  .

C . -  13 ••'SDTJC7I-ERS f  ~ 'O Ü T ?^ • I3DC*?rBI,S3

DV -TJB8TIT UT IOltS A r ^ 9  .

7 . -  Un g r o u p e  3e s u b s t i t u t i o n s  l i n é a i r e s  à n  v a r i o l e s

x  . x ................. x e s t  d i t  r i . i u c t i  M e ê  s i  l ’ o n  p e u t  t r o u v e r
^  ^  * 1 ^ -  m m m

p < n  c o m b i n a i s o n s  l i n é a i r e s  i n d c  p e n d a n t e s  d e s  x ^  :

X c =  A ,  « C k ' k  < 1 =  1 .  2 -------p  )
k:=l

t  11 e a  que  l e ^  t r a n s f o r m é e s  de c h s c u n e  d e s  f o r m e s  X ¿ p a r  

une s u b s t i t u t i o n  q u e l  c o n q u e  du g r o u p e  s o i e n t  d e s  c o m b i n a i ­

s o n s  l i n é a i r e s  de X f , X ^ . . . .  X ̂  . Pa r  un c h a n g e m e n t  l i ­

n é a i r e  de v a r i a b l e s ,  on p e u t  o b t e n i r  que  l e s  p p r e m i è r e s

v a r i a b l e s  x ( , x t ............x ^ s o i e n t  t r a n s f o r m é e s  e n t r e  è l l e s ,

l e o  c o e f f i c i e n t s  a .  , ............ a,« é t a n t  n u l s  p o u r i  m 1 .
< y*-n 1 n -  •

2 ---- . P )  .
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Un g r o u p e  q u i  n ’ e s t  p a s  r é d u c t i b l e  e s t  d i t  i r é é d u c t i  b l  e 

The o r è me  de  r é - d o c 1 1b l 11 t é  c o m p l è t e  •

Tou t  .^roope f i n i  de su'bs t  1 t u t l  o n s  l i n é a i r e s  e s t  I r r é d u c ­

t i b l e  oo d é ç o m p o s a b l e  e n  g r o u p e s  i r r é d u c t i b l e s  .

Ce t  é n o n c é  s i g n i f i e  q u ’ on  p e u t ,  p a r  un c h a n g e m e n t  l i n é ­

a i r e  de v a r i a b l e s  , s u p p o s e r  p a r t a g é e s  l e s  v a r i a b l e s  e n  un  

c e r t a i n  nombre d' s é r i e s  s

x-< • • • * * * y, • . . . . yf  ; *7» *2 • • • •
i t l l t s  que  l e s  at- s o i e n t  t r a n s f o r  *~es e n t r e  e l l e s  par  un  

g r o u p e  i r r é d u c t i b l e  . e t c  . . . .

l a  n o n s t r a t I o n  r e p o s e  sur  l e  :

Lr -nme font! m e n t a l  : T o u 4, r r  oupe f i n i  de r> ubs t  i t  ut  I o n s  l i n é ­

a i r e  atgxxaxiate^e  l a i s s e  i n v a r i a n t e  au  n o l n o  une forme  d ’ B e r -  

m i t e  dt f i n i e  p o s i t i v e  . En e f f e t ,  s o i t  F ( x )  une f o r m e  d é f i n i «  

p o s i t i v e  d o n n é e ,  par  e x e r a l e  l a  for-ae u n i t a i r e  ; s o i e n t  :

3^ , 3 . . . .  9 . _ , ! • >  s u b s t i t u t i o n s  du g r o u p e  ; c o n s i ­

d é r o n s  l a  forme :

<£ (x) >  £ ( * )  + r „ (  s , x )  + j j  st i )  + ___ + f j  s j x )

e l l e  e s t  d é f i n i e  p o s i t i v e  e t  é v l d é c i m e n t  i n v a r i a n t e  p s r  G.

Ce c i  p o s é ,  s i  Q^s t  r é d u c t i b l e ,  a i  p e r  e x e m p l e ,  l e s

v a r i a b l e s  x  , x  . . . x  s o n t  t r  e n s f o r m  e s  e n t r e  e l l e s  p a r
' ' i  ■* -  (p -

G, c e l a  v e u t  d i r e  que G l a i s s e  i n v a r i a n t e  l a  v a r i é t é  p l a n e  

x  | m  = . . . .  »  x ^  m 0 ; e l l e  l a i s s e  donc  I n v a r i a n t e  l a  

v a r i é t é  o r t h o g o n a l e  c o m p l é ^ e n t c  i r e  , comme r l l e  n ’ a a u c u n  

v e c t e u r  commun a v e c  l a  p r e m i è r e ,  on p e u t  l a  s u p p o s e r  d é f i ­

n i e  par  = x ^ ^ = s  * . . . .  =  x ^  =* O ; p? r  s u i t e ,  c h a q u e
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o p é r a t i o n  d e  G n e  d é c o m p o s e  e n  o n s  s o b s t i  t o t i o n  1 Int .  s i r ©  

o p é r a n t  s u r  l e s  ( 1 6  P ) a n e  u b s t i t u t l o n  o p é r a n t  s o r

3 63  x  ( 1 y  p  ) .  3  1 l e ; ;  d e u x  g r o u p e s  a i n s i  o b t e n u s  s o n t  rc  

d o c t l b l 6 3  ( ou 3 r u n  d ’ e u x )  o n  c o n t i n u e r ©  3 a  r é d u c t i o n  .

D .-F R O rH IF T S S  D" ' r- 'CTJP'- IBÜiSJSUC*IBIX #

TKFCRFMFS D* OS'THOOO'SàI, T TB. CAH 'CTKSF3

R . -  &€ rame f  o n  3 ornent  a l  .

T o u t  r r r o a p e  I r r é d u c t i b l e  f i n i  I s ï a a e  i n v a r i a n t e  u n e  

8 6 u l e  f  o r  ~*e d ' S e r n l t e  { a u n  f a c t e u r  c o n s t a n t  p r è s ) .

S u p p o s o n s  e n  e f f e t  q u e  3 e  g r o u p e  l a i s s e  i n v a r i a n t e s  

deu:< f o r m e s  d i s t i n c t e s  F e t  ,  l e  p r e m i è r e  é t a n t  d é f i n i «  

p o s i t i v e  .  On p e u t  l e ^  r  d u l r e  s i m u l t a n é m e n t  a u x  f o r m e s  s

F = x x  + ...........  + x^x"

P  = x l L  + ................ +  a  x _  ï'V -1 • • « . . .  >i >1 ̂

S i  l ' o n  n ’ a v a i t  p a s  a ^  =* a^ . . .  . ** •  , o n  a u r a i t  ( e n  c h a n ­

g e a n t  a u  b e r o i n  l ’ o r d r e  d e s  v a r £ a b 3 e s )  : a ,  ** e  , = * . . . * =  s  

3 e s  p  p r e m i e r s  c o e f f i c i e n t s  é t a n t  d i f f é r e n t s  d e  s ^ ;  l a

f o r m e

$  -  B ?  -  ( ® J  x , ï ,  + ............+  ( y -

s e r a i t  a l o r s  i n v a r i a n t s  p a r  l e s  s u b s t i t u t i o n s  du  g r o u p e  

a i n s i  que  l a  v a r i é t é  x ^ »  x  . . .  =* x  ^  C e t  3 s  g r o u p e  n e  

s e r a i t  p a s  i r r é d u c t i b l e  .

9  .  -  T h é o r è m e  d * o r  t h o g o n a 3  1 t é

3 o l t  G u n  frro u p e  f i n i  I r r é d u c t i b l e  u n i t a i r e  e t  s o i e n t  

a ¿j ( S )  3 e a  ¿ l e  e n t a  d e  3 a  no t r i  c e  3 d u  g r o u p e ,  o n  a :
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— 3
\ J L  O )  »  -  b c u  b d ^

en  a t. J A ig -  s n t  p s i v ^ y (  .i) 1«-: v o i e  or m o y e n n e  :

O ^ tS )  -  -  [ *f(3j + lf (3, ) + ............ + V’t3-,-, 0

P a r t o n s  d e  l e  forra© 5 ^ =  x  -jS f ; « I l e  d o n n o  n a i s s a n c e  

à  l a  f o r m e  d ’ f i e r m l t e  1 ¡ v e r i s n t e  :

f  ° > j  ( s )  *>•*, = ^  f  

â* o ù  UA, à ^ «  O 8 I € t  ~^fi~ ^

^ a i  a o n  a p o u r  c h e q u e  a u b s  t i  t a t l o n  3 a  ? r o u p e  :

H  u . a  . =  1 d ’ où ^AÀ <ZT a - "a . == n  A =  1
« H t  , “ft -|C

1 A =  1 
n

Le t h é o r è m e  e t  d o n c  d é m o n t r é  p o u r  i=s}c=l c ’ e s t  à d i r e  p o u r

i =  F  .

La c o n o i d t r a t ì o n  de l a  s u b s t i t u t i o n  s " ”* d u  g r o u p e  r a ­

mène  l e  c a s  Jssh au o s s  p r o c è d e n t  .

p a r t o n o  r«’ i n t e n a n t  e l a  f o r  -e ( c e  n ’ e s t  p a s

u n e  f  orme d ’ I I e r m i t e .  m a i s  u n e  c  orah i n a  i  r o n  l i n é a i r e  d e  d e u x
1 __ 1 

f o r m e s  d ’ K e r m i t e  -  ( x^ x  v+  x ? x^ ) « t  -  ( x ^ x ^ -  x^x^ }

e l l e  d o n n e  n a i s s a n c e  & l s  f o r  ne s u i v a n t e  :

£ _ a  ( S )  a - ( 3 ) x t- x - =  »Ay >  x  ¿ x - ̂  ( k*j c orapl e x e  )
3 J o 1 1

m a i s  e n  p r e n a n t  i = j  o n  v o l t  q u e  M̂ == O , d o n c  a  . "a =  o
/ hc r j

LO. — C a e a c t è r a a  d ’ un g r o u p e  I r r O  duc  t l  tal e .

S o i t  ( 3 ) l a  t r a c e  a - (3) de  l a  n a t r i c e  S .C-

On a s
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_  2
X  ( S )  X  ( 3 )  a^ ¥ v/+  ^  n  -  *  1

n

Comme l a  t r a c e  ne  c h a n g e  p a s  p a r  a n  c h a n g e m e n t  de  v a r i a b l e s  

o n  e n  d é d u i t  q ue  :

La v a l e u r  m o y e n n e  d o  c a r r é  du m o d a l e  du c a r a c t è r e  d ’ un  

g r o u p e  f i n i  I r r é d u c t i b l e  e s t  é p a i s  à. 1 .

Cfi t h é o r è m e  e s t  v a l a b l e  m$me s i  l e  g r o u p e  c ’ e s t  p a s  

u n i t a i r e  .

D » i 8  c e  c a s ,  d « u x  s u b s t i t u t i o n s  i n v r s e -  o n t  d e s  c a r a c ­

t è r e s  c o m p l e x e s  c o n j u g u é s  -

C o r o l  1 a i r e  s I I n Te x i s t e  a u c u n e  c o m b i n a i s o n  l i n é a i r e  à  

c o e f f i c i e n t s  f i x e s  d e s  é l é m e n t s  d6 l a  m a t r i c e  3 q u i  s o i t  

n u l l e  p o u r  t o u t e s  l e s  m a t r i c e s  d ’ u n  ^ r  oape f i n i  i r r é d u c t i b l e ,

E . -  GH0UPF3 l ïEireCTIBU: S . CARACTERES

1 1 . — C o n s i d é r o n s  an f*rour>e f i n i  q u i  s e  d é c o m p o s e  e n  d e u x  

g r o u p e s  I r r é d u c t i b l e s  l ' u n  à p v a r i a b l e s  x^ , x ^  . . .  x^  

l ’ a u t r e  à q v a r i a b l e s  y ^  . .  . ,  .

Lf. ~T':e f o n d a m e n t a l  . -  31 l e s  d e u x  ¿troupes  i r r é d u c t i b l e s  

c o a p o s a n t s  n e  s o n t  p a s  é q u i v a l e n t s ,  l e  g r o u p e  d o n n é  ne  

l a i  3 36  i n v a r i a n t e  a que  1 r: s  f o r n e s  d ^ e r t a  l t e  a F ( x )  +  b <£> ( x )  

où a e t  o s o n t  d e 3 c o n s t a n t e s  a r b i t r a i r e s ,  F l e  f o r m e  I n ­

v a r i a n t s  p a r  l e prg-  1 er g r o u p e  c o m p o s a n t .  3> l a  f o r m e  AftBer — 

m i t e  i n v a r i a n t e  p a r  l e  s e c o n d  ' r o u p e  c o m p o s a n t  .

T o u t e  f o r m e  d ' H e r r a i t e  a u x  p +q  v a r i a b l e s  x %-,  y  . .
d

p e u t  s e  m e t t r e  s o u s  l a  f o r m e  :
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F̂  ( x )  + ÿ , { x )  +  i p  ( x . y )  +  ip ( x , y )

vb é t a n t  b i l i n é s i r e  p a r  r ^ p ^ o r t  aux d e u x  s é r i e s  de v a r i a b l e s
de

x c y -  . I l  e s t  é v i d e n t  que F ( x )  e s t / l s  f o m e  a F ( x )  e t? - r

^  ( y )  de l a  f or me  b P  ( y )  . S u p p o s o n s  l a  f o rm e  i p  n o n  I d e n ­

t i q u e m e n t  n u l l e  ; s u p p o s o n s  prar e x e m p l e ,  q u e ,  par mi  l e s  

c o e f f i c i e n t s  de x  , x „  . „ . . x  11 y  a i t . -P f o r m e s  l i n é a i r e -  

me nt  i n d é p e n d  a n t e s  e n  y! . . . .  ; on p e u t  a l o r s  r a m e n e r

l_j3, p a r  an  c h a n g e m e n t  l i n é a i r e  de v a r i a b l e s ,  h l a  f o rm e  :

(*.ÿ> =  * , ^ , +  ---- +

M a i s  a l o r s  l e  pr e  - 1 e r  g r o u p e  c o m p o s a n t  t r a n s f o r m e  e n t r e  

e l l e s  l e s  v a r i a b l e s  x^ , x ^  . . . , x  ^ d o n c  p=q= £  , D’ a u t r e  p a r t ,

3bien n ’ empêche  de s u p p o s e r  l a  forme F u n i t a i r e  ; a l o r s  

c ha qu e  s u b s t i t u t i o n  de G. l a i s s a n t  i n v a r i a n t e  1s  f orme  

t r a n s f o r m e  e n t r e  e l l e s  l e s  v a r i a b l e s  y  de l a  même m a n i è r e  

que l e s  v a r i a b l e s  x  ; a u t r e m e n t  d i t ,  l e s  d e u x  gr  o u p e s  com­

p o s a n t s  s o n t  é q u i v a l e n t s  ( e t  r e n d u s  s i m u l t a n é m e n t  u n i ­

t a i r e s )  . S ' i l s  ne  s o n t  p a s  é q u i v a l e n t s ,  l e s  ° e u l e e  f o r m e s  

I n v a r i a n t e s  s o n t  a F ( x )  + b<j>(y) .

12„ — Cas g é n é r a l  .

Le lemme p r é c è d e n t  s e  g é n é r a l i s e  imné d i a t e m e n t  :

Théorème f o n d a m e n t a l  :

31 un g r o u p e  U n i  a i r e  f i n i  G ae d é c o m p o s e  e n  g r o u p e s

I r r é d u c t i b l e s .  a a v o l r  :

un g r o u p e  Q ^  s e  p r é s e n t a n t  p» f o l s  f  c » e s t  à d i r e  p ,

g r o u p e s  I r r é d u c t i b l e s  é q u i v a l e n t  

un g r o u p e  G ' ae p r é s e n t a n t  p-  ̂ f o l s
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/&/
un groupe G> 9 6 prc 8cn t a n t  p a „ f o i e

a l o r s  s i  c e s  groupes  composants  ( e t  par s u i t e  l e  groupe  

donné) son t  rendus u n i t a i r e s .  en 3 :

a?j_ 0  p o ur * . ' é A ___

La âùaoiistr a t i o n  e s t  i~?nôdiate . Le r é s u l t a t  r e a t e  é — 

videtnment v r a i  s i  l e s  groupes  «e s o n t  pno u n i t a i r e s  .

C o r o l  1 c i r e  . Cn a même s i  l e s  f - r o u p e a  c o m p o s a n t s  ne s o n t  p e s

un i t  a i r  e a  e t  s i  ~ X { a )  d é s i g n e  l e  c a r a c t è r e  du tr i oupe t o t t j l  :

J t  X W' ( S )  = C  p o u r  O C + /*

^  % ' * > [ * )  «  1

^  X  O )  ' ^ “ ''(3) -

( 3 )  l e  ( 3 )  = p * + p ’- + ...........  +  v j  . ̂ ^  . I |

*n s f f e t . ' X O )  = P , X  ( 3 )  +  J^Tc‘V( 3 J + ............+ | 7 : l 3 ) .

F . -  i r s  T H B 03erra  ronDA t -î t a u x  s u e  La

3 « ? : îES!?N TÂTICK LINKAIHS D’ Ur« GTtCUPS F IN I \BST3AlT

/  1 3 . — S o i t  un g r o u p e  a b s t r a i t  G f o r  naé de r  é l é m e n t s  : 

e = 1 e , « ..... •° -A  '  n . T - ,

/  Ce g r o u p e  adiaet  uns  r^pr» s e n t a t i o n  l i n é a i r e  f i d è l e ,  c* e s t  

l a  ÿ e p r é s e n t * t i o n  r^ r u l i è r e  , d o n n a n t  un /groupe l i n é a i r e

^  à. r v s r l â b l e s  x^ , x ^ ............x ^  # . L ’ o p é r a t i o n  3 ^ -  de ^

-u I  c o r r e s p o n d  à 1* c lé -mont  e^ de G e s t  1«  s u b s t i t u t i o n  l i ­

n é a i r e  q i  t r a n s f o r m e  l a  v a r i a b l e  x^  do ns  l a  v a r i a b l e  x^ f 
/  ' ■ , 

s t  :
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V * e0 V
Koob a l l o n s  é t a i t b t  l a  r t d o c t i o n  c o m p l é t a  du .m oupe ^  e t  

m o n t r e r  q u f e l l e  f o u r n i t  t o u t e s  l e s  r e p r t  s e n t a t  I o n s  l i n é a i ­

r e s  i r r é d u c t i b l e 3  de G .

3 o i t  ~X- ( a ^  ) l e  c^r c t & r s  de 1 » o p é r a t i o n  S  ̂ de ^  .  On

a m a n i f e s t e m e n t  s

"X  [e a ) = ^  r  "X ( a , ) «  X ( e , ) = __ *  ^ , ) =0

par  s u i t e  S ( S) X  ( 3 ) = s r  ( 1 )

51 d on c  l e  r é d u c t i o n  c o m p l è t e  d e  ^  donne  fc g r o u p e s  

i r r é d u c t i b l e s  c o m p o s a n t s  n o n  é q u i v a l e n t s  :

^ ÎZ* ............g r o u p e  ^  ( ^ e n t r a n t  p^ f o i s  ,

on a :  r  = p ^ + p ^ + -------+ p ^  . ( 2 )

S o i t  d ’ a u t r e  p a r t ,  n_  ̂ l e  no mbr e  de v a r i a b l e s  t r a n s f o r m e s  

p a r  ^  on a é v i d s n m e n t  :

ĴÂÿ 1 { S) X  (3)  = n ^  p u i s q u e  ~X (3j  = r  X ( 3c )=C

^  5 ^ ( 3 )  = J l ~ K Î s )  [ j  p ~ X  ( S ) 3  -  P_,
/!> 04

d * où n  = poc ^
Th*. orène

Dsns  l a  r é à o c t l p n  c o m p l è t e  de , c h a q u e  g r o u p e  c o a -
(¿(-i *

p o s a n t  ^  e n t r e  a u t a n t  de  f o i s  q u ’ i l  j  a de v a r i a b l e s  

t r  an3 f  o rraé e s  p a r

14,- Cornl1 alre
U)

Les  c o e f f i c i e n t s  d e s  m a t r i c e s  de s  d i f f é r e n t s  

r r o u p e s  c o m p o s a n t s  s o n t  au  nombre de  : 

n * + n r + ............+ n   ̂ = r
r o(

e t  i l  n ’ e x i s t e  e n t r e  e u x  a ucune  r e l a t i o n  l i n é a i r e  à  c o e f -
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° - (3) - Æ J t f « (3)
Mai s  on c o n n a î t  :

fi — icL) (<* )
° i j  ( S )  ( ü )  =  C d»où  C

15 .  T&c- o r 5 me . — Le noT/br* le  r e p r é s ^  t u n t s  l i n é a i r e s  non

é q u 1 va 3 e n t s  e a t  ¿ g a i  au nombre d e a  c l a s s e s  d ’ é l é m e n t s  c o n —

j u g u é a  ^ n a p e  donné .

sn e f f e t ,  l ’ oü^ô'br^ da g r o u p e  s u s c e p t i b l e  de l a
Ld )

bas'* m a t r i c i e l l e  e ■ . ' r  a u t  e , l e  o r, nt r e de c e t t e  a l  gè«
O

b r e  a pour  b a s e  l e s  h nombre«  t j p c r c o m p ] e x e s  1 Inc  a i r e n e n t
f d  )

indC pend an t s  —  e =s 1 , 2  . . . . h  )
l = l ? 2 . . . n c>C

>T c u t r  e p a r t ,  s o i t  X  a J a on  nombre î q  c e n t r a  ; on r.ara 

q u e l q u e  s o i t  1 :

" -̂,3 e * = ou ÊT fi e r ’e e =  ^  a e
k k k K W K e  k * K

31 o n e ,  e e s t  un é l é m e n t  du g r o u p e  - t r a n t  a v e c  l e  c o e f ­

f i c i e n t  a j£ t o u s  l e s  é l é m e n t s  c o n j u g u é s  e n t r e r o n t  a v e c  3e  

âe ne c o e f f i c i e n t  . I l  y  a donc  d a n s  l e  c e n t r e  e x a c t e m e n t

f i c i e n t s  c o n s t a n t s  . 31 d o n c ,  l e s  g r o u p e s  c o m p o s a n t s  s o n t

r endU3 u n i t a i r e s ,_l e u r s  c o e f f i c i e n t s  d é t e r m i n e n t  d a n s  1 » e s -

p a c e  du g r o u p e  un s y s t è m e  o r t h o g o n a l  c o m p l e t  .

1 5 ,  TTi£ o r è m e . -  13 n T e x i s t e  -pas c! ' o u t r e  r p p r é s é n t n n t  l i n é a i ­

r e  i r r é d u c t i b l e  do g r o u p e  a b s t r a i t  donaé qqq c e u x  q u i  ae  

nréamn  t e n t  d a n n l n  r é d u c t i o n  de ,

e f ^ e t ,  3*13 en un a u t r e ,  t o o t  ¿ 1 <i -nent

o . ( g )  d Tu>j  ̂ g u f a t i  i '  > n  3 a e r e i t  de î a  f e r - s :



a u t a n t  de nomb-rea l i n é a i r e m e n t  i n d é  p e n d a n t s  q u ’ i l  y  a de  

c l s s s e s  d ’ é l é m e n t s  c o n j o g o é s  .

1 7 . -  T h é o r è m e  . -  Un  r e p r é s e n t a n t  l i n é a i r e  i r r c  d u c t l b l  e 6 s t  

c o m p l è t e m e n t  d é t e r m i n é  p a r  1 ea c a r a c t è r e s  de ses d i f f é r e n t s  

é l é m e n t s  .

C a r  s ’ i l  e x i s t a i t  d e u x  r e p r é s e n t a n t s  l i n é a i r e s  I r r é ­

d u c t i b l e s  n o n  é q u i v a l e n t s  ( e t  n ’ a y a n t  p a s  n é c e s s a i r e m e n t  l e  

même n o m b r e  de v a r i a b l e s ) ,  de c a r  c t è r e s  X  ( S )  e t  X f ( S)

on a u r a i t  :

(s) X * (3) = «
d ’ o ù ,  d a n a  l e  cas  q u i  n o u s  o c c u p e  :

Msi X  î sî ^  (3) * 0

I f l .  - Tbfeoarème „ -  L e s  ç a r r . c t è r e g  d e ?  d i f f é r e n t s  é l é m e n t s  

d ’ un  ¿groupe l i n é a i r e  f i n i  s o n t  des  e n t i e r s  a l p é b i M l q q q s  .

S o i t  3 un é l é m e n t  du g r o u p e  ,  p l ’ e x p o s a n t  a u q u e l  I I  
/»

a p p a r t i e n t  ( S  =  1 ) : l e  c a r  c t è r e  X  ( S )  e s t  une  somme 

de n  r a c i n e s  p i è m e s  de l ’ u n i t é  ( n  ** n o m b r e  de v a r i e b l e s  

t r a n s f o r m e s  p a r  l e  g r o u p e  ) . S i  p  =  1 ,  ( S )  =  n

s i  p  =  2 ,  X ( S )  e s t  un  e n t i e r  n a t u r e l  de m£^? p a r i t é  qu e  n  

e t  I n f é r i e u r  ou é g a l  à. n - 2  en  v a l e u r  a b s o l u e  .

G . -  J3KTSHL1INATICN BKf C AI? A C T IF S  T>T?S 
HBPSBSTÏ'iTANTS IH H T*DÜCTIBXTSS

1 9 . -  S o i t  une r e p r é s e n t a t i o n  i r r é d u c t i b l e  ,  / L  se.!.> c a r a c ­

t è r e s  . A p p e l o n s  c a r a c t è r e  d ’ u n  n om bre  21 a •  de l ’ a l g è b r e

I.-F.—17
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da g r  ou 6 3e nombre  c o m p l e x e  o r d i n a i r e  Z a ^ T i e ^  ) .

C* p  c a r a c t è r e s  j o u i s s e n t  d e s  p r o p r i é t é s  s u î  v s n t s 3  :
/oL i

1 ) X  (b ̂  b^) ** \  ( e ̂ e L )

2)  S o i e n t  c e t  c* deux  n o mb r e s  q u e l c o n q u e s  du c e n t r e  :
5~ (s* ) %r- !f i f

c = ^ - c  e-- c f — ¿1 c \ g -
f i l  f i  *• u / î i .  A   ̂c

Cn a :
_ IcK ) _ /rvL } (*£. >

/C ( ° )  X- ( O  = n ^  ( c e * )  ou n o . n  c * = n . n  c c»
oC ov. C*. Oi oL ot C<

.3) Cn a 3a r e l  a t i o n  :

T-  ( e f-) X ^ (  ) = TT

-tc c 1 p y o q  uerne n t . c o n s l  d<S r  o na  d?îns 3 * e s p a c e du ctoudc  

u n e  f o  - o t l o n  l i n é a i r e  <?(«)  = ^ -  a S  e ^ )  s a t i s f a i s a n t
k ? K ------ ■ •' -

g u x  c o n d l  t l  o n  a ;

( D  < ^ ( m c e j )  =

( 2 )  £ < c >  <  ( c M  = n ^ ( c c 1 )

( n e n t i e r  p o s i t i f ,  e t  c* a p p a r t i e n t  pu c e n t r e  ) .

(3) ZÇ(e- ) Ç  ( e j  = r

3 e a  y  ( « ¿ )  a o n t  l i t  c a r  c t i r e o  d ' or e r e c n ' a t c t s l j  ,-n ] l a j  s i  -  

re  i r r é d u c t i b l e  .

Kn e f f e t ,  l a  r e l  t i  on ( 1 )  m o n t r e  que ^ ( © ¿ )  e c t  l e

meme pour  deu é l é m e n t s  c o r ; j u g u é a  du g r o u p e  a b s t r a i t

.Posons  m a i n t e n a n t  ^ ¿ =  a ^  * s on  o :
1=1

^Ji. =  e t  O f p o u r  ) .

Les  r e l a t i o n s  ( 2 )  do + en f a i s a n t  c = c» , p u i s

G  =  ^  > n  f  s  £  -  ••

[ c f  ( Sj_ )] = n f(o< ) Ç ( P U ) ^  ( ^ 5  ) = 0  / b
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I l  y  a d o n c  u:; : î « u ]  Ç  ( à ’ + *< r e n t  d* z i r o  e t  ( ~<1 I  u .
v» n  -y A < )

-1 e n  r i s a l t i  ’ue  > ( e ;  ) =  -  A ( e  ̂ ) . ' ^ i s  ( 3 )  c o n t r e
noi

t r  « %. v  î «  r
oo« n =  n ol 5  i e ;  ) «  ( ec  )

M >
2 0 . -  Sup-poeon a c o n n u  U  c a r t  c t ^ r e  /C .  ?oBV oh t ~ n i r  3 e

g r o c p c  ] int  s i r s  i r r  . â c t l b l s  ^ ,cX\  f o r m o n s  s
>  rctJ , V  v ' ,  . ^  t
X  i Q ) — Q /</T ( 0 ^ ^ a .

k 1—3

l e s  nora'bree du c e n t r e  d o n t  3? c s r ~ c t g r e  e s t  nu3 s o n t  l e s  

c o a t i  i r i - f o  i > l l r ^ s i r t a  3 e 3  <F̂  a o t ' 6 3  - u «  . l ' e n s e m b l e

d e s  n o m b re s  d -  l ' e l g è h r e  du r t  o s p s  d o n t  ] <* p r o d u i t  par

019 ces  <?«t ntrt o é M l f t « ^  3 - soos-o..v^tèra« simple de
. M >
b»aa «j,. . ( Cn peut a: o. ra prendre d r.:- l** e»«nfrt un nombre

ay^. . -  tout? a e » p r o d u i t  ' r  U n  ^  n ü 3 i ,  * s a v o i r  ^  . l i e s

p r o d u i t s  I n m w n t  I f  ^o u.s-Ry a t &n e  s i  mp3 « c h e r c h é , )  .

l ia r e  c ’ .* r c h e  ^ ' n u< fc-^se «a a tr  S r i c 3  3 e  d* c e  s o u 9 -  y s  t  «me

« s t  un p r o b l è m e  q u i  a t t<.  c r ' .o n t;  - r r  *.3J5 e n t o n n é  { ^ p o r r é  3

> « r . ô  ) .  On p e u t  n c o r e  r  « :nrr u e r  que- l ’ i d e n t i f i c a t i o n

a n t r e  un nombre  a du a o u n - s y  s t è m e  e J l e  no mbr e  21 b ^^ >
V- V •

r e v i e n t  è 1 r é s o l u t i o n  d e s  n ¿nu t i e n s  f eu i r - ^ a t e a  ôt> 3 a soL
■t « o n t  e s  f o n c t i o n '  l i n é a i r e s  i n c o n n u e -' d e s  o  ̂ :

-Y a* ) y  /o» ) V
A  ( a  ) *  a  ..1

X ' ^ . - )  = I a M ' 8 U ’ 
i . 3  v  ^

_ s -  '**' /¿/ /»t/

W ' )  = 2 1  a « )t . , . lv ‘ri ,  • •  c .
. . . .  \  ̂  <*
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l e s  s e c o n d e  me mbr es  de c e s  é q u a t i  o n s  s o n t  d e s  I n v a r i a n t s
Ici »

de  l a  m a t r i c e  ( s  ) p a r  an  c h a n g e m e n t  l i n t a i r e  de v a r i a -
<7

b l é s  ( c e  s o n t  l e s  s ommes  d e s  p u i 3 s s n c e 3  s e m b l a b l e s  d e s  

r a c i n e s  1 s t î n t e s  de l a  ne t r i  c e  »

S i  l ’ on c h o i s i t  p o u r  m a t r i c e  r e p r é s e n t â t !  va d ’ un nom­

b r e  a ,  d o n t  l ’é q u a t i o n  c a r a c t é r i s t i q u e  a d e s  r a c i n e s  l a t e n ­

t e s  t o u t e s  d i s t i n c t e s ,  une  m a t r i c e  d i  a g o n a l e , c e  q u i  e n t r a i -
T  3  ;

ne  l e  c h o i x  d e s  m a t r i c e s  r e p r é s e n t a t i v e s  de a , a  . . . . a  

t o u t e  s o l u t i o n  d e s  é q u a t i o n s  c i - d e s s u s  c o m p a t i b l e  a v e c  l e s  

c o n d i t i o n s  p r é c é d e n t e s  d o n n e ,  ou b i e n  l e ' i  m a t r i c e s  ^  { 

ou b i e n  c e s  mat r i c e s  t r a n s p o s é e s  .

Au p o i n t  de v u e  de l a  r é a l i t é ,  s u p p o s o n s  l e s
^  ï.

t o u s  ré  e l  s  . La f o r  ne  / i  ( a ) e s t  une f o r  ne q u a d r a t i q u e  

r é e l l e  de r a n g  n  . La d i f f é r e n c e  ç n t r e  l e  nombre  d e s  c a r -
o i.

r c s  p o s i t i f s  e t  c e l u i  d e s  c a r r é s  n é g a t i f s  e s t  n ^  ou

( c 6 d e r n i e r  c a s  ne p o u v a n t  s e  p r é s e n t e r  que a l  n  e s t  p c i t )

Dons l e  pr e i Ær c a s ,  on p e u t  c h o i s i r  une  b a s e  m a t r i c i e l l e

r é  e l  1 e , l e  g r o u p e  y é t a n t  a i n s i  à c o e f f i c i e n t s  r é e l s  .

Dans  l e  s e c o n d  c a s ,  on p e u t  t r o u v e r  p o u r  ~Y ' u n  g r o u p «  
n w

l i n é a i r e  à -  w s r l a b l e s  q u a t e r n i o n i e n n e s  à p a r a m è t r e s
2

q u a t e r n i o n i e n s  .
1

SI l e s  / {  ( « u  / n e  s o n t  pt  s  t o u s  r * l e l s ,  i l  e x i s t e  un
Ü?h) " V 71*  ) )

a u t r e  r e p r é s e n t a n t  1 i  né a i  r e T ‘ / t e  1 que  X  { *  i  ) ~ X  ( e  ̂ ) 

a v e c  l e  mêra* nom bre n„ = n  , d e  v a r i a b l e s  .
/2>  o C

P?*r e x e m p l e  , l e  g r o u p e  a l t e r n é  de q u s t r e  l e t t r e s  

ad m et d e u x  r e p r é s e n t a n t s  l i n é a i r e s  i a a g i n a i r e s  co n j a g u é s
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à. o n e  v a r i  s b l  e .

Le g r o a p e  syraé t r i q u e  d e n  l e t t r e s  admet  d e s  c a r a c t è r e s  

t o u e  e n t i e r s  n a t u r e l s  e t  d e s  r e p r é  s e n t a n t s  t o u s  à c o e f f i ­

c i e n t s  r é e l s  e t  raina© e n t i e r s  . I l  n ’ e n  e s t  p l u s  de  mSrae 

p o ur  l e  g r o u p e  a l t e r n é  .
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