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1.-F.-1

Le probleme de 3« représentation linéaire de> groupes
finis peut étre abordé par deux méthodes distinctes

1°- Unp ratthode qui utilise 3 théorie des systémes de
nombres hypcrcomplexes semi-si mples: elle donne immédlete -
ment quel nue 3 uns des théorémes iond smentaox.

2°- Une méthode directe qui n»utillse pas la théorie
precedente et qui permet d’entrer t>lus profondement ™"ans la
guestion

Aprés quelques indications sommaires sur la premiere
methode, nou® dérel -i»pperons surtout la seconde ; noi)3 aurons
ainsi un apercu simple de 1« théorie des caraeterc¢s die a
Frobenlus { Sitzungsberichte Berlin 1996-T997-1B9R-1P99-
I9CI1-19P4) ; voir aussi Burnslde ( Procaedin”s London firath.
soc. 1897-98-1904) et 3chur ( Sitzungsber.Beriin 1905)

P3an d6 3* expo sé
a.— Apercu rapide sur 3a premiere méth'de -
B.- Que3ques propriétés des formes d’Hernite et des subs-
titutions 3inéaires
C.- Groupes finis de substitutions 3intaires ; groupes ir-
rtductibl63 et réductibles; théoremes de rt Sucti bilité com-
pléte
t). - Groupes irréductibles; théoremeo d*oxthogonalité; ca-
racteres
1?.- Groupes reductibles ; caracteres
F.- Théoremes frmdnnentsux sur les représentations linéaires

dfun groupe fini

G - £=a\earimONatcoki- Cir ctéres des reort sentants liné —



sires irrcductibl«n d’un groupe

A.- APT?HOU R4PIDT SUR LA 1lére 'fKTHDDK

| #— Consideérons un synterae de nombres h.vpercomil ex®s d’or-
dre n construit sur le corp3 dea nombres complexes ordinai-

res ; 30it unebase a” , ...a"_de ce systeme , et

- T -
a:aeA+ae"+....+ a

>?

un nombre quelconque du systeme ; soient enfin

\

les T. - étant des nombres complexer ordinaires, ler for-iu-
les de multiplication

On appelle équation caractéristique du systéme | ’é-

quation
0 .
tf <> {0-'|Cci v a “ 0 (,g:e 30 S! _l?fC'
} ' E (;8:1 st 1=
1., .* N
qu’on obtient en exprimant | ’existence d’un nombre x do
systéeme ta2 que X a mu) X , to ¢tant on nombre- com-

plexe ordinaire

"Sn exprimant | ’existence d’un némbre y du systeme tel
que ay *y>y , on obtient une autre équation caractéri s-
tigue S 5- k¥

A7 {io ) » uc.co- ~ a rCi

On appelle trace du nombre a do systeme, la sonne des

racines de | ’équation caractéristique

(.I-l,sl:<‘

u



La forma quadratique : & ( a™ ) = U

I VA y? &
, ] 1.J.k.kh &k
trace le a™ (et égale a la sonna der caTrés des racines
de 1'équation caractéri 8tigo6 relative A a) Joue un r6le fon-
diiiientsl : la condition nécessaire et suffisante pour que
le ayeté-ne soit ae”i-si nple est que le discr Iminant de c”tte
forme ne aoit pas nul. Dne le ces contraire, on obtient

le radical du systeme en annulant le i dérivée- partielles

de 1 forme par r pport aux a. len p propriétés ont

lieu relativement ' la forme

F ( ar ) = If Xa Ka~ , liée a l'équation Tp ( co )=U
i.J.b.k k“UdJ

Happelons d'outre part qu'un systéme de nombres com-
plexes seml-simple se décompose rn systeme? simples dont cha-

cun admet une base matricielle

2.- Appliquons ce nul précéde h un groupe fini G formé de
r éléments s el0 » 1 en #He N en f
Ces r éléments peuvent etre regardés comie fnrient la base
d'un systeme dr no brea hypercompl exea (algebre du groupe)
avec une loi de mul ti plicaM on de la forme

et *y* 6£ . Dan la for ecr(a~) , les neula ter-
mes 5 ceeffielente non nuls correspondront donc h

~ 1 @ V. r<gprr wn

d'ou \ eL= «c . *oit ®fef£* 1
c'aat a dire que le produit a”™a™ ne se preésentera que ai

® N 3°nt inverses , aon coefficient sera alors r.



On a donc
F(a™)=r H a&on ( = e )
13 est évident eus c tte forme a son dlecriminsnt dif-
férent de 2cxo0; p r euité 1'algebre du -troupe est se-nl-slmple

chacun des sous-aytérnes simples définit on? représentation

linéaire irréductible du groupe m . 31 en effet, | ’algébre
do groupe se décompose en h sous-systemes simples et si

6 F:» (1, =1,2.... n ) constituent la base -natri ci el -
le du «”iéme sous-systéeme, si enfin, on a

<— L \Y

la matrice dG rsnf n ont les -1% nents Borit s~.~dtfinit
une re,jrcsentation le G, cette ".»trice représentant |’ ’élément
e "de G . Cette representati on est Irréductible . On obtient
ainsi toutes Us representationn irréductibles ; en effet,

une rsprt sentstion irréductible fournit un systeme simple
d* nombres hypercempiexes honomornhe h 1’algébre du groupe
et pf-r suite identigue a |’ un d«a eous-systéenes simples de

coitte algebre

un a r = £Tn\ . Le nombre Je. rsprésent”~tions irré-
oc falal
ductibles est ».gai a l'ordre ~u centre de |’ ’algébre da grou-
pe , c’est ' dire , comme nous le errons, 8u nombre de clas-

ses d’éléments conjugués du Troup«

3.- Ajoutons que le point de vue précédent apportedes com-
pléments intéressants au point de vue réel. Léalgétre du

groupe peut en effet étre regardée comme construite sur le



corps des nombres r<.el3; a ce point <& me e”le constitue
encore une algébre semi-s impie , nets se* s00S-Systames
simples peuvent ?tre de troln forane?? distinctes

s) on peut avoir an sous-rystems ¢’ordre n” A base metri —
delle construit sur le corpo dee n.rabres réels

b) on peut -voir an aoas-systoia# d'ordre n™* h base raotri -
delle et (i.j * 1,id___h), les coefficients desunités

de base étant I<=s nombres complexes ordinairea

c) on peut avoir un sous-py «terne d’ordre 4n? a base matri-

cielle ej} ( 1*3 =1,~.. .*0. les coefficients des unités
de base itant de? rufternirons

La différence ritre le nombre de errt. e positi fs et
le nomb e de carrés négatifs de I a forra« quadratique afcéelle
5* (a”™ ) est égale A la dl ffér «mes 6ntre la somme des rangs
(n) des SO uUua—sy stemes clmples d6 la pre ieie estt-"or ;e ,et
I a 30T.7ie des rangs ( n) de ¢ 'ox do I a troisieme . Or dans
le cas drun groupe G, cn-tte différence est égal 6, manifes—

tement au nombre de ceux des éléments du grou e don+ le
carré est cgal h 1 unité ( 1 "unité étant comptée).
Pour tontes ces questi nne, voir ’r. CAPrVT, Annales
de la Faculté des Sciences de Toulouse 13 (X89B )'™ies grou-
pes bil 1néaires et les systemes de nombres hypercompi exes"™.
TI#—M*THOTT~1i—CTK. IMISAIK~S
FORi-ras j *Rz3 frr k

em.

4..- Urie fom i '’Tiermitr- i n variables complexes x_,,xt...x"



est une forme hi 3int. aire par rap ort aux deux séries de
variables xe et af®

X) “ »fa cC v-V»

Comité les fornes quadratiques, les former d’Hernite sont
reductibles h une eonme de carrés de modules Z7 a,x 3k_ ( a.,
r<el ). La forne est dite definie si elle ne e aanule que
pour X, = x~ = =xnN =0

ileuy forces d’Hermite, dont | ’une F eot définie positi-
veront. peuvent toujours étre ranenées airaal tar>Enaent h etre

F=xXx + XX+ ... 4+ x X' (forme UAltalre )

D= v v+ L +
( on rouvere une dt.monstrotlon géométriqgue dans S.CartiST1
lecons sur la géométrie projective complexe, p. 1-50).

flegardons X" . Xa ..o x~coms les composantes d?un

vecteur ions un espace a n limensions (complexes) . Deux
vecteurs X, X* sont dits orthogonaux par apport a la forme
T’Herraite F si |’on s

T gE c0 o ' = o
{ les deux premier membres sont conjugués 1.

Deux variétés planrs passant par 1’ori gine sont conspl é—
teraent orthogonal es, si *oui vecteur dé 1'une est orthogo-
nal % tout vecteur de 1’sutre . 31 la forme F e?t deéfinie
deux vecteurs orthogonaux ne peuvent avoir la méme direction

e* deux variétés planes orthogonales n’ont aucun vecteur

con*hun



s - cu aprali« robstitutlon 1Inéfllrs unitaire, une aubsti tu-
ti on lineaires lalsaan4 intoriantf 1 forme ‘lier .ite unitaire
A . J ced 1 1'iiCf "0li6 11) f Oubstitullon,
A
on r : % 1 rtl i=s3
| %K™ (¢ si %]
r,4l*nt H-r. invero« » tlinenta ~Cl= (L ~’

matrice «st le complexe conio--laée d* le ~“rsnspnaée fie lo

natrice ‘Ml lepri aent™ 1 rm<=""iorf oubstltet lon

Si un* substitution linéaire unitaire laisse invariante

une variété plane pss”ent oar | forifrine, *11s laisse invern-

ante la variéte plan« lieu d** vecteur-- orthogonaux h la

varieté donnée ( par rapport h la forrae d’Eermite unitaire)

Il vy a réciprocité entre ce s deux variétés planes,

le ecnroe

de If ura dimensions e?t r .
6.- Ou appelle égu; tlon csr.-jotérisllgue d'une substitution
linéaire : ou axatrice ( a ) I’équation & (00) ~ U
ori A ( ) éot le Iléterminant de la -natrice ( )
Les racines de |’équation caractéristique son* les racines
coractéri ~ticnoi ou racine: laientes dr 3; leur s ornine
N a;»e est la tBace -e 3
|

L’énuetion car cteristique de A ’3 A ( "~ C trans-
formée de S par A est ldentique h c”™lle d« 3 ; il en es4

donc de .Terne de la ‘race , Par su t* , 33* et S'ta ont meme

trace



Deux 3ab3titoti ons unltaires Inverses 1'une de 1'autre ont
des traces complexes conjuguées
Si 3*on forme 3 tri ce ( 3) ( e"tfi un poilynome

de degré n en S }, elle est identiguement nulle { Cayley)

Il peut arriver qu’il existe un polynome (i) de de”rc

N qui soit |[dintliiWIB«Bt nul ; si est du degré mininum
ce degré e”™‘' le r ang de la matrice . Les racines de (fs f u> )
sont identigues a cflles A (w } et A(™ ) est natu-

relle '~nt divisible par ~ {u ) comme tout polynomf tf (to)

tel que la matrice cp( 3 ) soit identiguement nulle . 3i,
¥
par exemple. 5 =1 , 1* race de 3 est une somme de n ra-
cines p iémes de | ’unité
C.- 13 «'SDTJC7I-ERS f ~'OUT?* « 13DC*?rBI,S3
DV -TJBSTIT UT IOItS Ar~ 9
7.- Un groupe 3e substitutions linéaires a n varioles
) QT GV xest dit ri.iucti Meé si | ’on peut trouver

p<n combinaisons linéaires indc pendantes des x*

Xc= é:’l «Ck'k < 1=1. 2 - p )
t 1lea que le”™ transformées de chscune des formes X ¢ par
une substitution quel conque du groupe soient des combinai-
sons linéaires de Xf, X~ .... X" | Par un changement 1|1 -
néaire de variables, on peut obtenir que les p premiéres
variables x(, xt ...... x~Nsoient transformées entre eéelles,

leo coefficients a. e a,« étant nuls pour i m 1.
<y*-n n - .

2 — .P) .



1.-F.-9

Un groupe qui n’est pas réductible est dit irééducti ble
The oreme de ré-docllbl111té complete -

Tout .~roope fini de su'bst ltutl ons linéaires est Irréduc-
tible oo décomposable en groupes irréductibles

Cet énonce signifie qu’on peut, par un changement liné-
aire de variables , supposer partagées les variables en un
certain nombre d' séries s

X< o eoeo** *y, o yf : *7y *Decee
itllts que les at- soient transfor *-~es entre elles par un
groupe irréductible .etc

la nonstratlon repose sur le
Lr -me font! mental : Tou4 rr oupe fini de rubstitutlons liné-
aire atgxxaxiate”™e laisse invariante au nolno une forme d’Ber-
mite dt finie positive .En effet, soit F (x) une forme deéefinic«
positive donnée, par exerale la for-ae unitaire ; soient
3n , 3 .... 9. ,le> substitutions du groupe ; consi-
derons la forme

<€ (x) > £(*) +r,( sx) +jj sti) +___+ fj sjx)
elle est définie positive et evldéciment invariante psr G.

Ceci pose, si Q~st réductible, ai per exemple, les
variables X X ...x(p_ sont trensform es entre elles par
G, cela veut dire que G laisse invariante la variété plane
X | m = .... » Xm0 ; elle laisse donc Invariante la
variété orthogonale complé”entcire , comme rlle n’a aucun
vecteur commun avec la premiere, on peut la supposer défi-

nie par = XxM=s *, ... = x™ 0 ; p?r suite, chaque



1.-F_-10

opération de G ne décompose en ons sobsti totion 1Int.sir®©
opérant sur les (16 P ) ane ubstitutlon opérant sor
363 X ( 1y p ). 31 le;; deux groupes ainsi obtenus sont rc

doctlbl63 ( ou 3run d’eux) on continuer© 3a réduction

D.-FROrHIFTSS D" ' r- 'CIJP- IBUISISUC*IBIX#
TKFCRFMFS D* OS'THOOOQO'Sal, TTB. CAH 'CTKSF3

R.- & rame fon 3ornental
Tout rrroape Irréductible fini |Isiaae invariante wune
86ule for “* d'Sernlte { a un facteur constant pres).

Supposons en effet que 3e groupe laisse invariantes

deu:< formes distinctes F et , le premiére étant défini«
positive . On peut le™ r dulre simultanément aux formes s

F = xx + ... + xX~x"

P = XBL + oo + as5iXyhh
Si I'on n’avait pas an = an ... . Ko , on aurait ( en chan-
geant au beroin | ’ordre des varfab3es) : a, e ,=*, . . *= 5
3es p premiers coefficients étant différents de s”™; la
forme

$ - B? - ( ®J X ,1, + ., + (y -

serait alors invariants par les substitutions du groupe
ainsi que la variété x”™» x ... TF+F*X N C et 3s groupe ne
serait pas irréductible
9.- Théoreme d*orthogona3 1téeé

30lt G un frroupe fini Irréductible unitaire et soient

a¢g (S) 3ea ¢(le enta de 3a notrice 3 du groupe, on a



l.-F.-11

\JL o) » 3 bcu bd”

en atJAig-snt psiv~ry( .i) 1« voie or moyenne

ONMS) - - [ *f@j + If (3)) + e + \Vt3,-, 0

Partons de le forra© 5= x -jST ; «lle donno naissance

a la forme d’fiermlte 1 jverisnte
f o>j (S) *>.*’ - N f

a*ou UA, a~« O 8I €t ~"fFi~ N

Naia on a pour cheque aubsti tatlon 3a ?roupe
H u_.a . =1 d’ou "MA ZT a_-'"a.=nA =1
« Ht , “ft -IC

1 A= 1

Le théoréme e t donc démontré pour i=s}c=l c’est a dire pour
i= F
La conoidtration de la substitution s"” du groupe ra-

mene le cas Jssh au oss procedent

partono r< intenant e la for -e ( ce n’est pas
une forme d’llermite. mais une corahinairon linéaire de deux
1 1
formes d’Kermite - (XM x vt x?2xMN) «t S G CAD AT A CANN |

elle donne naissance & Is for ne suivante

£ _a S a -(3 Xt-X-= »Ay > X XN k*3 corapl exe
- (S) J( ) . 1Ay 1 ¢ (k™3 p )
mais en prenant i=]j on volt que M= O , donc / ahc' "a”_ = 0

LO.— Caeacteraa d’un groupe 1IrrO ductl tale.

Soit (3) la trace a (3 de la natrice S

On a s



X (S) X (3) an ¥v+ ~ n - * 1

Comme la trace ne change pas par an changement de variables
on en déduit que

La valeur moyenne do carré du modale du caractére d’un
groupe fini Irréductible est épais a 1

Cfi theoréme est valable m$me si le groupe c’est pas
unitaire

D»i8 ce cas, d«ux substitutions invrse- ont des carac-
téeres complexes conjugués -
Corol laire s Il nTexiste aucune combinaison linéaire a
coefficients fixes des éléments d6 la matrice 3 qui soit

nulle pour toutes les matrices d’un ~roape fini irréductible,
E.- GHOUPF3 IiEireCTIBU: S . CARACTERES

11.— Considérons an f*rour>e fini qui se décompose en deux
groupes Irréductibles |'un a p variables x~ ,x™ ... x©
| autre a q variables y~™ .
Lf. ~-T:.e fondamental .- 31 les deux ¢troupes irréductibles
coaposants ne sont pas équivalents, le groupe donné ne
lai 336 invariante a que 1rs fornes d”ertalte aF(x) + b £(x)
ou a et o sont de3 constantes arbitraires, F le forme In-
variants par le prg- ler groupe composant. 3 la forme AftBer—
mite invariante par le second ‘'roupe composant

Toute forme d'Herraite aux p+q variables x% vy

d
peut se mettre sous la forme
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Fr(x) + ¥.{x) + ip (x.y) +ip ( x,y)

vb etant bilinésire par r~p”~ort aux deux séries de variables

xcy-,) . Il est évident que F (x) es(’g?ls fome a F(x) et
~ (y) de la forme b P (y) . Supposons la forme ip non lden-
tiquement nulle ; supposons prar exemple, que, parmi les
coefficients de x , X,, ., ..X 11 y ait.-Pp formes linéaire-
ment indépend antes en yl ... ; on peut alors ramener

| jJ3, par an changement linéaire de variables, h la forme
(F.y> = *, N+ _—

Mais alors le pre -ler groupe composant transforme entre
elles les variables x x~...,x ~donc p=g=£ , D’autre part,
3bien n’empéche de supposer la forme F unitaire ; alors
chaque substitution de G. laissant invariante 1s forme
transforme entre elles les variables y de la méme maniere
gue les variables x ; autrement dit, les deux groupes com-
posants sont équivalents ( et rendus simultanément uni-
taires) . S'ils ne sont pas équivalents, les °eulee formes

Invariantes sont aF(x) + b<j>(y)

12,,— Cas général

Le lemme précedent se géneéralise imné diatement
Théoréme fondamental

31 un groupe Uni aire fini G ae décompose en groupes
Irréductibles. aavolr
un groupe Q™ se présentant p» fols f c»est a dire p,

groupes Irréductibles équivalent

un groupe G ' ae présentant p~ fols
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/&
un groupe G> 96 prc 8cntant pa,foie

alors si ces groupes composants ( et par suite le groupe

donné) sont rendus unitaires. en 3

a?j_ 0 pour *.'éA
La &Auaoiistr ation est i~?nbédiate . Le résultat reate é—
videtnment vrai si les groupes «e sont pno unitaires
Corol lcire . Cn a méme si les f-roupea composants ne sont pes

unitairea et si ~X{a) désigne le caractere du trioupe tottjl :

Jt X W(S) =C pour OC+/*
N %'*>[*) « 1
AX o 0) htrE) -
(3) le (3) =1p *+ pJ- + e + Vv,
*n sffet."X0O) = P, X (3) + IMMc'M3J +...... + |7:I-II*}I).
F.- irs THBO3erra ronDA t itaux sue La

3«?:7ESI?N TATICK LINKAIHS D’Ux GTtCUPS FINI \BST3AIT

/| 13.—Soit un groupe abstrait G forne¢e de r éléments

& =1 e« ... -,
/| Ce groupe adiaet uns r”pr» sentation linéaire fidéle, c*est
la yeprésent*tion r” ruliére , donnant un /groupe linéaire
Noa r vsrlables x™ XM XN #. L’opération 3~- de "

-ul correspond a 1*clé-mont e”™ de G est l« substitution Ii-

néaire g i transforme la variable x» dons la variable x"™f
/ "1
st
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V *eDV
Koob allons étaitbt la rtdoction compléta du .moupe " et
montrer qufelle fournit toutes les reprtsentatlons linéai-
res irréductible3 de G .

3o0it ~X-(a”™ ) le c”~r ct&rs de l1lw»opération S~ de ~ . On
a manifestement s

"X [ea)=~r "X (a,)« X(e, )= _* ~no)=0
par suite S (S) X (3) =sr (1)

51 donc le réduction compléte de ~ donne fc groupes
irréductibles composants non équivalents

A groupe 2~ ( “entrant p~ fois ,

on a: r=p™r+p”"™+ - + pN : (2)

Soit d’autre part, n”™le nombre de variables transformes

par on a eévidsnment
A 1{s) X (3) = n~ puisque ~X (3 = r X (3 )=C
n 572(3) =JI~KTs) [/jp ~X (S)3 - P,
. > 04

d*ou NS Pa

Th*. orene

Dsns la réaoctlpn complete de , chaque groupe coa-
A
posant o entre autant de fois qu’il jJ a de variables

tran3forraées par

14,- Cornllalre
.. U) . e,
Les coefficients des matrices des différents
rroupes composants sont au nombre de

n*+nr + ... + nA/N = r
r

et il n’existe entre eux aucune relation linéaire a coef-
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ficients constants . 31 donc, les groupes composants sont
rendU3 unitaires, leurs coefficients determinent dans 1»es-

pace du groupe un systéeme orthogonal complet

15, TTiEoréme.- 13 nTexiste -pas d'outre rppréséntnnt linéai-
re irréeductible do groupe abstrait donaé qggqg ceux qui ae
nréamntent dann In réduction de ,

efret, 3*13 en un autre, toot ¢14-nent

0. (g) dTu™ gufati i +>n 3 aereit de Ta fer-s

- -AEIJtT« (B
Mais on connait
Ti .. — icL) . . (<*)
°ij (9S) (o) = C d»ou C
15. T&-or5me.— Le noT/br* le représ”™ tunts linéaires non
équlvaldents eat ¢gai au nombre dea classes d’éléments con—
juguéa "nape donné
sn effet, | ’oU0”0'br™ da groupe susceptible de la

.. Ld
bas'* matricielle e |O)

r au te, le orntre de cette al gé«

bre a pour base les h nombre« tjpcrcomp]exes llncairenent

fd
indC pend an ts — e ) s 1,2....h )
=12
I |'2"'nc€3
>Tcutre part, soit X aJa on nombre 1q centra ; on r.ara
quelque soit 1
"3 e * = ou BETfi er’e e =" a e
k k KWK e k * K
31 one, e est un eléement du groupe -trant avec le coef-

ficient ajE tous les éléments conjugués entreront avec 3e

ene coefficient . Il y a donc dans le centre exactement
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autant de nomb-rea linéairement indé pendants qu’il y a de

clssses d’éléments conjogoés

17.- Théoréme .- Un représentant linéaire irrc ductlbl e 6st
complétement déterminé par lea caractéres de ses différents
éléments

Car s’il existait deux représentants linéaires Irrée-
ductibles non équivalents ( et n’ayant pas nécessairement le
méme nombre de variables), de car ctéres X (S) et X f(9)
on aurait

X ) =«

d’ou, dana le <cas qui nous occupe

Msi X 7st A (3) * 0

Ifl. - Tbfeoareme,,- Les c¢arr.ctereg de? différents éléments

d’un ¢groupe linéaire fini sont des entiers alpébiMligqqgs
Soit 3 unﬁélément du groupe , p | exposant auquel Il

appartient (S >: 1 ) : le car ctere X (S) est une somme

de n racines p iemes de | ’unité ( n * nombre de variebles

transformes par le groupe ) . Si p = 1, (S) = n

si p = 2, X(S) est un entier naturel de mEN? parité que n

et Inférieur ou égal a n-2 en valeur absolue

G .- J3KTSHLI1INATICN BKf CA?ACTIFS TTS
HBPSBSTI'ITANTS IHHTDUCTIBXTSS

19.- Soit une représentation irréductible , /L se.l>carac-

teres . Appelons caractere d’un nombre 2l a - de 1’ algebre
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da grou 6 3e nombre complexe ordinaire Za”~Tie”™ )

C*p caracteres dj_OUISSGﬂt des proprletes sui vsntss
1) X GAbY) *\ (e’ el )

2) Soient ¢ et c¢* deux nombres quelconques du centre
5~ (s*) _ Ifif
c="-c_ e-- cf— \ -
fil fi  *®u /1. et %\ gc
Cnhn a :
1K) L} (*£. >
IC (°) X- (O =n 7 (ce™*) ou n_0_.n,Ce=n.n_c _c».

3) Cn a 3a rel ation

T- (ef) X7 ( ) =TT
-tcclpyoquernent. consl oSrona d?ins 3*espace du ctoudc
une fo -otlon linéaire <?(«) ="- akS,> e’|‘<) s_q_:[_l_sfalsant

gux condl tl ona
(D <~(mcej) =
(2) £<c> < (¢cM = n~"(ccl)
( n entier positif, et c* appartient pu centre ).
3) ZC(e- )¢ (ej =7r
3ea y («¢) aont lit car ctireo d'ore recn'atctslj ,-n ]Jlaj si -

re irréductible

Kn effet, la rel tion (1) montre que ~(©¢) ect le

meme pour deu eléments cor;juguéa du groupe abstrait

.Posons maintenant "= a™ *s on o
1=1
Ni. = et O f pour ).
Les relations (2) do + en faisant ¢ = c» , puis
G = ~ > nf s £ -

[cf (si_)] = n f(o< ) c(pu) » (~5) =0 /b
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Il y a donc wu:; :T«u] C ( a’+*<rent d* ziro et (~<1 1 u.
] ) V» n -yA<) )
-1 en risalti ’ue >(e; )= - _A(e”™) . '™is (3) contre
_nol
oo« n = N E je: ) o« (ec )
M >

20.- Sup-poeona connu U cartct~re /C . ?0BV oht~nir 3e

grocpc Jint sirs irr.a ctlbls ~ .o formons s

>>( rCti]Q) _V Q/<Y1:’(O’\ . n 3 t
Kk 13

les nora'bree du centre dont 3? csr~ctgre est nu3 sont les
coati iri-fo i1 >1llr~sirta 3es < aot'63 -u« . I'ensemble
des nombres d- l'elgehre du rtosps dont ]< produit par

019 Ces <?t ntrt oéM Ift«”™ 3- so00s-0..v*terax simple de
b»aa «j|,\{|>-( Cn peut a: o. ra prendre d r= I™ e»«nfrt un nombre
ay”™..- tout? ae» produit ' r Un ~ nu3i, * savoir ~ . lies
produits Inmwnt If “ou.s-Ryat&ne si mp3« cherche,)

lia rec’*rche ~'nu< fc-se «watr Sric3 3e d* ce sous- yst«me

«st un probleme qui a tt<. cr'.ont; -rr *3Jentonné { ~porré 3
>«r.0 ) . On peut ncore r« :nrruer que- | ’identification
antre un nombre a du aoun-systeme eJ le nombre 21 V- b<‘/".>
revient e 1 résolution des ng ¢hu tiens feuir-~atea Ot> 3as
ik «ont es fonction' linéaires inconnue-' des o~

_Xa*)(a - )1/ a/f).») Vv

X', -) = 1 a M'8U"

1.3 v N
_ S- el Int]
W ") Tt 21 v, oo ag)
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les seconde membres de ces équati ons sont des Invariants
de la matrice (s 'C;») par an changement lintaire de varia-
blés ( ce sont les sommes des pui3ssnce3 semblables des
racines 1stintes de la netrice »

Si |I’on choisit pour matrice représentat! va d’un nom-
bre a, dont | ’équation caractéristique a des racines laten-
tes toutes distinctes, une matrice diagonale, ce qui entrai-
ne le choix des matrices représentatives de aT ,a3 ....a |
toute solution des éguations ci-dessus compatible avec les
conditions précédentes donne, ou bien le'i matrices ~ {
ou bien ces matrices transposées

Au point de vue de la réalité, supposons les
tous réels . La forne/iA(aT‘) est une for ne quadratique
réelle de rang noi. La différence ¢ntre le nombre des car-
rcs positifs et c.elui des carrés négatifs est n”™ ou
( c6 dernier cas ne pouvant se présenter que al n est pcit)

Dons le pre 1A cas, on peut choisir une base matricielle

réeelle , le groupey étant ainsi a coefficients réels

Dans le second cas, on peut trouver pour ~Y 'un group«
nw

linéaire a - wsrlables quaternioniennes a parametres
2

guaternioniens

SI les /{ (%<u / ne sont pts tous r*lels, il existe un
autre représentant linéairer e 1 que "X”l*{)i ) ~X (Q")
avec le méra* nombre n, = n , de variables

P?”*r exemple , le groupe alterné de qustre lettres

admet deux représentants linéaires iaaginaires conjagués
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a one vari sble

Le groape syraétrique de n lettres admet des caracteres
toue entiers naturels et des représentants tous a coeffi-
cients réels et raina® entiers . Il n’en est plus de mSrae

pour le groupe alterné

R6 ffcrences .
Van der Werden , Moderne Algebra BO.lIl, chap.XVII
( surtout la fin)

W el Gruppen Theorie und Quantenmechanik.



