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3 . -  La d é f i n i t i o n  d e s  g r o u p e s  e s t  c o n n u e  . L f en sem 

b l e  d e s  é ]  o r ie n t s  d »un g r o u p e  a b s t r a i t  G s e r a  c o n s i d é r é  comme 

u n  e s p a c e ,  3 1 e s p a c e  du g r o u p e ;  y  o p è r e n t  t r a n s i t i v e m e n t  d eu x  

g r o u p e s  d e  t r a n s f o r m a t i o n s  ï g r o u p e  d e s  t r a n s l a t i o n s  à g a u 

c h e ,  q u i f o n t  c o r r e s p o n d r e  à t o u t  p o i n t  x l e  p o i n t  s " ^ ,  

s  é t a n t  un  é l é m e n t  f i x e  a r b i t r a i r e ;  e t  g r o u p e  d e s  t r a n s l a 

t i o n s  à  d r o i t e ,  f a i s a n t  c o r r e s p o n d r e  à  x ,  l e  p o i n t  x s  : c e s  

g r o u p e s ,  i s o m o r p h e s  à  G, p o r t e n t  d a n s  l a  t h é o r i e  d e  L i e  l e  

nom d e  p r e m ie r  e t  s e c o n d  g r o u p e  d e s  p a r a m è t r e s .  O p è r e n t  é g a 

l e m e n t  d a n s  1 » e s p a c e  d o  g r o u p e  l e  g r o u p e  d e s  a u to m o r p h ig m e s  

d o n t  n o u s  n ’ a u r o n s  p a s  à  f a i r e  u s a g e ,  e t  l e  g r o u p e  P  d e s  a u 

to  m o rp lii sm es i n t é r i e u r s  o u  g r o u p e  a d j o i n t  ; c ' e s t  l e  g r o u p e  

d e s  t r a n s f o r m a t i o n s  p a r  un  é l é m e n t  du g r o u p e ,  f a i s a n t  c o r r e s 

p o n d r e  à  t o u t  é l é m e n t  x  1 » é lé m e n t  s “ 3x s  ; i l  e s t  hom om orphe  

J ’ Gns e m b le  d o s  é l é m e n t s  d e  G a u x q u e l s  c o r r e s p o n d  d a n s

r  l a  t r a n s f o r m a t i o n  i d e n t i c - u e  e s t  f p a r  d é f i n i t i o n )  l e  c e n t r e  

dS G * LT° n l i g n e r a  P a r  s u  . ^ s , l “ 1 , l e s  e n s e m b le s  t r a n s 

fo r m a s  d 'u n  s o u s - e n s e m b l e  3  d e  G p a r  l e s  t r a n s f o r m a t i o n s  

( x  —v s x )  , (x  —y x s )  , (x  x  ) r e s p e c t i v e m e n t ,  e t  p a r  

E*F ( 3 , v  é t a n t  d eu x  s o u s -e n s e r n b l  o s  q u e l c o n q u e s )  l ’ e n s e m b le  

d e s  p r o d u i t s  d »un é l é m e n t  d e  3  p a r  un  é l é m e n t  d o  F .

S i  d a n s  l e  g r o u p e  G, 1 » on s e  d o n n e  u n  s o u s - g r o u p e  g ,  

é l é m e n t s  do G d o  r é p a r t i s s e n t  en c l a s s a s  s u i v a n t  g  (N e -  

b e n g ru p p  en ) , c ' e s t  à  d i r e  un e n s o n b l e s  x g  ( c e  s o n t  d e s
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c l  a s s  o s à g a u c h e  ; i 1 y  a a u s s i , s u i v a n t  g ,  u n e  r é p a r t i t i o n  

en c l a s s e s  à d r o i t e  g x ,  n a i s  p o u r  u n i f i e r  l e s  n o t a t i o n s  n o u s  

n T en f e r o n s  jam a i s  u s a g e ) . L e s  c l a s s e s  x g  s o n t  t r a n s f o r m é e s  

e n t r e  e l l e s ,  t r a n s i t i v e m e n t ,  p a r  l e  g r o u p e  d e s  t r a n s l a t i o n s  

à  g a u c h e  : s i  on  l e s  c o n s i d è r e  comme l e s  p o i n t s  d 'u n  e s p a c e

H, H s e r a  d o n c  l e  champ d 'u n  g r o u p e  d e  t r a n s f o r m a t i o n s  t r a n 

s i t i f  hom om orpho à G ; o n  d i r a  Que c T e s  t  1 * e s p a c e  h o m o g è n e  

d é f i n i  p a r  g  d a n s  G , e t  on  é c r i r a  F =  G /g  . S i  g  e s t  un  

s o u s - g r o u p o  i n v a r i a n t , .  H e s t  1 T e s p a c e  du g r o u p  e q u o t i e n t ;  on  

g é n é r a l ,  l e  g r o u p e  d e s  t r a n s f o r m a t i o n s  d e  E e s t  l e  q u o t i e n t  

d e  G p a r  l e  p l u s  g r a n d  s o u s - g r o u p e  i n v a r i a n t  d e  G c o n t e n u  

d a n s  g  : s i  1 To n  n T a en v u e  c u e  1 Té tu d e  d e s  e s p a c e s  h o m o g è n e s  

o n  p o u r r a  d o n c  s u p p o s e r  q u e  g  n o  c o n t i e n t  a u c u n  s o u s - g r o u p o  

i n v a r i a n t  . g ,  c o n s i d é r é  comme p o i n t  do E , s e r a  n o t é  0 ; l a  

c l a s s e  x g ,  c o n s  i  de r s  e  d e  môm e, s e r a  no t é  P = xO ; l e s  t r a n s 

f o r m a t io n s  do E q u i  l a i s s e n t  0 i n v a r i a n t  s o n t  c e l l e s  q u i  c o r 

r e s p o n d e n t  aux é l é m e n t s  d e  g ,  c e l l e s  n u i l a i s s e n t  i n v a r i a n t  

P = x  0  s o n t  c e l l e s  du g r o u p e  t r a n s f o r m é  xgx"” .

Une f o n c t i o n  f ( x )  d é f i n i e  p o u r  t o u s  l e s  é l é m e n t s  x  

du  g r o u p e ,  e t  p r e n a n t ,  s o i t  d o s  v a l e u r s  r é e l l e s ,  s o i t  d e s  v a 

l e u r s  c o m p le x e s ,  s e r a  a p o o l é o  u n e  f o n c t i o n  du  g r o u p e  . U ne  

f o n c t i o n  f ( p )  d e s  p o i n t s  d 'u n  e s p a c e  homoprèno Ë — G /g  n ' e s t  

p a s  a u t r g  c h o s e  q u 'u n e  f o n c t i o n  du g r o u p e  G, c o n s t a n t e  s u r  

c h a q u e  c l a s s e  s u i v a n t  g .  N ous u t i l i s o r o n s ,  d a n s  c e  q u i s u i v r a ,  

l a  t h « o r i  e m o d ern e  d e  l a  m e s u r e  e t  d e  1 ' i n t é g r a t i o n  d o n n é e  p a r



M. d e  P o a s e ]  , d a n s  3 T e x p o s é  A.

3 . -  S o i t  u n  e s p a c e  o ù  o p è r e  u n  g r o u p e  d e  t r a n s f o r 

m a t i o n s  G ; s u p p o s o n s  q u e  c e  s o i t  u n  e s p a c e  m e s u r é ,  e t  q u e  

l a  m e s u r e  y  s o i t  i n v a r i a n t e  p a r  G . A3 o r s , H é t a n t  u n  e n s e m 

b l e  m e s u r a b l e  q u e l c o n q u e ,  s  u n  é l é m e n t  d e  G* l e  t r a n s f o r m é  

s ü  d e  3 s e r a  m e s u r a b l e  , e t  1 ’ o n  a u r a ,  m d é s i g n a n t  l a  m e s u r e

m ( s 3  ) =  m 3

I l  e n  r é s u l t e  q u e  1 ’ i n t é g r a l e  s s r s  a u s s i  i n v a r i a n t e ;  s i  o n  

l a  n o t e  p a r  f ( P )  d p , f f s P )  s e r a  m e s u r a b l e  e n  meme te m p s  q u e  

f ( P ) ,  e t  1 1 o n  a u r a ,  f  é t a n t  i n t é g r a b l  e ( o u  b i e n  n o n - n é g a t i v e  

e t  m e s u r a b l e )  :

f ( P ) d p  =  f ( a P )  d p .

U n e  d i f f é r e n t i e l l e  é t a n t  u n  s y m b o le  d e  m e s u r e ,  o n  p e u t  e x 

p r i m e r  l ’ é g a l i t é  d e  d e u x  m e s u r e s  p a r  l ’ é g a l i t é  s y m b o l i n u e  

d e  d e u x  d i f f é r e n t i e l l e s ,  d o n c  i c i  :

d ( a p )  = d p

N o u s n e  n o u s  o c c u p e r o n s ,  d a n s  c e t  e x p o s é ,  q u e  d e s  

e s p a c e s  m e s u r e s  h o m o g è n e s .  S ’ i l  s ’ a g i t  p l u s  p a r t i c u l i è r e m e n t  

d e  l ’ e s p a c e  d e  g r o u p e d ’ u n  g r o u p e  G, l a  m e s u r e  s e r a  n o t é e  m 

e t  I f  i n t é g r a l e  J  f ( x )  dx  ; m s e r a  d i t e  u n e  m e s u r e  i  n v a r i  a n -  

_tc3 ( p l u s  p r é c i s é m e n t ,  i n v a r i  a n t e  à  g a u c h o )  , c e t t e  i n v a r i a n c e  

s ’ e x p r i m a n t  p a r  l ’u n e  d e s  é g a l i t é s  :

c  c
m3 = m ( s 3 )  , J  f ( x ) d x  =  j  f ( s x )  d x , d ( s x )  =  d x

S i  d e  p l u s ,  m e s t  i n v a r i a n t e  p a r  l a  t r a n s f o r m a t i o n  (x  -v x —3 )

1 ’ o n  a u r a :

mS = m( s 3  ) = m i s ’ 1 ) =  m( 3 " 3 s “ 3 )=  m( t “ 3^ -3  s -1  ) =  m ( s S t )

II 
, - H . -  3



t * Z"' ? '
d ’ o ù  J  f ( x ) d x  =  J  f ( s x t ) d x  =  f ( x ’“^ ) d x

d x  =  d ( a x t )  — d ( x ~ ^ )

N o u s  d i r o n s  a l o r s  q u e  l a  m e s u r e  e s t  b i  - i n v a r i  a n t e  : e l l e  e s t  

i n v a r i a n t e  à. l a  f o i s  à  g a u c h e  e t  à  d r o i t e  .

l a  n o t i o n  d e  p r o d u i t  d e  m e s u r e s  p e r m e t  d e  d é f i n i r  

u n e  m e s u r e  i n v a r i a n t e  d a n s  l e  p r o d u i t  d i r e c t  d e  d e u x  o u  p l u 

s i e u r s  g r o u p e s  ( o n  n o m b r e  f i n i )  s i  1 ' o n  c o n n a î t  u n e  m e s u r e  

i n v a r i a n t e  d a n s  c h a c u n  d e s  g r o u p e s  f a c t e u r s  w S i  l a  m e s u r e  

d a n s  c h a c u n  d e s  g r o u p e s  f a c t e u r s  e s t  b i - i n v s r i  a n t e ,  l e  p r o 

d u i t  d e s  m e s u r e s  s e r a  u n e  m e s u r e  b i - i n v s r i  a n t o  d a n s  l e  g r o u 

p e  p r o d u i t  .

3 ;  -  I l  a r r i v e  o n  g é n é r a ]  q u e  d a n s  l e s  g r o u p e s  q u e  

l To n  p e u t  a v o i r  à  é t u d i e r  c e  n '  e s t  p a s  u n e  m e s u r e  q u i  e s t  

d o n n é e  a p r i o r i ,  m a is  u n e  t o p o l  o g i  e .  T e l  e s t  , p a r  e x e m p l e ,  

l e  c a s  d e s  g r o u p e s  d e  l i e  : p o u r  c e u x - c i ,  H u r w i t z  a v a i t  m on 

t r é  e n  1 6 9 7 ,  e n  u t i l i s a n t  u n  i n v a r i a n t  i n t é g r a l  f a c i l e  à  

c o n s t r u i r e ,  q u ’ i l  e x i s t e  b i e n  u n e  m e s u r e  i n v a r i a n t e .  l i a i s  

1 * e x i s t e n c e  d ’ u n e  t o i  1 o m e s u r e  d a n s  u n e  c l a s s e  t r è s  é t e n d u e  

d e  g r o u p e s  t o p o l  o g i  q u e e  n f a é t é  d é m o n t r é e  q u Te n  1 9 3 3  : c ’ e s t  

à  H a a r  q u e  l ’ o n  d o i t  c e t t e  b e l l e  e t  i m p o r t a n t e  d é c o u v e r t e »  

q u e  n o u s  a l l o n s  e x p o s e r  m a i n t e n a n t .

C o n s i d é r o n s  d ’ a b o r d ,  d ’ u n e  m a n i è r e  g é n é r a l e ,  u n  e s 

p a c e  s a t i s f a i s a n t  a u x  c o n d i t i o n s  s u i v a n t e s  :

I ° -  u n o  t o p o l o g i o  y  e s t  d é f i n i e  p a r  u n  s y s t è m e  d e  v o i s i n a g e s

II.-H.- 4
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(a u  so n s  do H a u s â o r f f ) ;

2 ° -  3 a f  ami 11 o do v o i s i n a g e s  p e u t  ê t r e  rem pl a cé o p a r  uno f a -
0 |TJ_ Q  ̂ .

mi l i e  ^ ô n o E b rsb lü  ( I I  ' a s io n e  do d én om b rab i3 i t é ) ;

-3° -  3 T e s p s c o  os t  3joca3 em ont com p act: t o u t  p o i n t  P p o s s è d e  au  

m oin s un v o i s i n a g e  com pact ( 3 ) .  13 en r i  s u 1 ta  , comme on s a i t  

q u e 3 T .jsp sc  j or, t  raé t r i  s ab3 o : s u p p o s a n t  q u ’ on y i n t r o d u i t  u ne  

m é tr iq u e , noue d é s ig n e r o n s  p a r  S ( 3 , 3 ’ ) 3 a d i s t a n c e  de doux  

e n se m b le s  3 , 3 ’ fb o r n e  i n f é r i e u r e  d os d i s t a n c e s  d ’ un p o i n t  do

3 à un p o in t  do 3 ’ ) ,  e t  p a r  d ( 3 ) 3o d ia m è tr e  de 3 (b o r n e  s u 

p é r i e u r e  d e s  d i s t a n c e s  do deux p o i n t s  de 3 ) .  S i un e s p a c e  s a 

t i s f a i t  à c e s  c o n d i t i o n s ,  c ’ e s t  à d i r e  s ’ i3  e s t  mé t r i  sab3 e , 

sé p a r a b 3 o  e t  l o c a l  ornent com p act, t o u t  s o u s - e n  s emb 3 e f e rmé 

p e u t  e n c o r e  e t r e  c o n s id é r é  cornue un e s p a c e  de meme n a t u r e .

La t h é o r i e  d e 3 a m esu re dans c e s  e s p a c e s  r e p o s e  s u r  

3 e  th éo rèm e s u iv a n t ,  d e  C a ra th é o d o r y  (2 )  :

(3 )  Nous ne su iv o n s  p a s  3 ’u s  air e de be au coup d o mémo i r e s  mo d e r — 
n é s  où 3 a te n d a n c e  a p o a ra i t  de r é s e r v e r  3 e m ot "com pact" aux 
en s em b 3 e s  ferm es  . Pour n o u s , comme p ou r F r é c h e t  e t  H a u s d o r f f  
un en s emb3 e com p act, d an s un e s p a c e  top o  3 o g i q u e , e s t  un en s  em— 
b 3o d o n t 3a fe r m e tu r e  e s t  co m p a c te .

$£* ) C a ra th é o d o r y  n ’ a dey g 3 oppé sa  t h é o r i e  de 3a m esu re  que  
dans 3 e s  e s p a c e s  e u c 3 id ie n s :  m ais s e s  d é m o n s tr a t io n s  s ’ ap"o3 i — 
q u e n t  sa n s  ch an gem en t au c a s  é t u d ié  i c i .



S o i t  ^  j) une f o n c t i o n  de  Ca r a t h é o d o r y  d^ns un e s p a c e

to p o 3 o /? i q u e  nié ti*l 3 abll c . P our  cjjjig_to^us 3 @s onsoinbl e s  o u v e r t s

p o s s è d e n t  3e  p r o p r i é t é  do  Car a t h é  o d o r y , 13 f a u t .  e t .  13 s u f f i  t  

J2JrL9._. H* s a t i s f a s s e  Ji_3 T e a. 1 o m o__s ui  v fin t  :

I«** S i . doua ensembJ e a 13. l îT_o n t un o d i s  t s n c o

S ( ) y 0 , on a ( 3  +  3 T ) = "1 3» .

Si  nou s  n o u s  p 3 a ç o n s  m a i n t e n a n t  dune un e s p a c e  s a 

t i s f a i s a n t  aux c o n d i t i o n s  I e . 3 ° ,  3°  , 3 a c o n d i t i o n  n é c e s s a i 

r e  o t  s u f f i s a n t e  p o u r  q u e  p-> 3J s o i t  f i n i  s u r  t o u s  3 e s  ansem'c3 os  

c o m p a c t s  e s t  q u e  3 »on a i t  1* a x i o m e  :

ï  * • Tou t  p o i n t  P p o s s è d e  au m o i n s  un v o i  s inarre do  

mes u r e  f i  n i  e .

De T e t  I I  r é s u 3  t e  q u e  t o u s 3 e s  e n s e mb3 e s  o u v e r t s  

( e n  p a r t i  cu3 1 e r  3 1 e s p a c e  e n t i e r )  o t  t o u s  3 e s  e n s e m b 3 e s  de  

Bor  ¿>3 s o n t  mesurab3  e s  . Una m e s u r e  f**1 s a t i 3 f  a i a e n t  à I e t  

I I  sor i i  a p o e 3 é e  u n e  mesu r e de Ra d o n , d e ux  m e s u r e s  de Radon  

é t a n t  c o n s i d é r é e s  comme i d e n t i q u e s  s i  e3 i e a  c o ï n c i d e n t  s u r  

t o u s  3 e s  e n s e m b l e s  o u v e r t s  ( o u ,  c e  q u i  r e v i e n t  au meme, s u r  

3 e s  e n s e m b 3 e s  f e r m é s )  : e 3 3 e s  c o ï n c i d e n t  a 3 o r s  o u r  t o u s  3 e s  

e n s e m b l e s  de  B o r e 3 . P o u r  u n e  m e s u r e  d e  R ad o n .  t o u t e  f o n c t i o n

jg-Q 3u r  e b 3 e : 3 Ti n t é g r a 3 e  c o r r e s p o n d a n c e  i  f  ( p J <̂ uu 

s e r a  o p p e 3 e o  u n e  i n t é g r a 3 e  d e  R ado n-S  t i  e3 t j e s .  S i  d Ta i 3 3 e u r s  

3 ’ on  s e  do n n e  u n e  f on c fc i  on j-^XL d é f i  n i  o seu3  ement  s u r  3 e s  e n -  

semb3 e s  o u v e r t s  S L , e t  s a t i s f a i s a n t  s u r  c e s  e n s o m b 3 e s  aux  

a x i o m e s  I e t  I I ,  o n jp eu t  3 a p r  o 3 on,? o r . c ’ a s t  à d i r e  en déduî  -

I I . - H . - 6
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r o  u n e  m e s u r e  d e  R a d o n ( d i t e  " r é g u l i è r e " )  c o i n d î d a n t  a v e c  l e  

f o n c t i o n  d o n n é e  s u r  l e s  e n s e m b l e s  o u v e r t s  ; i l  s u f f i t  p o u r  

c e l a  d e  d é f i n i r  v* 3  * q u e l  q y e  s o i t  3  c c w n e  l a  b o r n e  i n f é -  

r i  e u r e  d e  /  ■« p o u r  3  d  Q ( J L » )  . G u t  é n o n c é  s u b s  i s  t e¡T"—i IL ■* T >T rrr"1 - - '
1

a i l ’ o n  r e m p l a c e  l a  f a m i l l e  d e s  e n s e m b l  e s  o u v e r t s  p_&r_1 a f  a -

m i 1 l_p dé n o m b r a b l  e Gp 0 f orm é e  p a r  t o u s  l e s  v o i s i n a g e s  c o m 

p a c t s  e t  p a r  l e s  r é u n i o n s  f i n i e s  d e  t e l s  v o i s i n a g e s . On on  

d é d u . i t  q u e  l e s  e s p a c e s  s o n t  s é p a r a b l e s  : l e s  c o m b i n a i 

s o n s  l i n é a i r e s  f i n i e s ,  à  c o e f f i c i e n t s  r a t i o n n e l s  c o m p l e x e s ,  

d e s  f o n c t i o n s  c a r a c t é r i s t i q u e s  d e s  e n s e m b l e s  d e  ( j?  y  s o n t  

p a r t o u t  d e n s e s  ; e n  p a r t i c u l i e r ,  L e s t  u n  e s p a c e  h i l b e r t i  e n  

s ’ i l  n e  s e  r é d u i t  p a s  à  u n  e s p a c e  à u n  n o m b r e  f i n i  d e  d im e n 

s i o n s  ( c e  q u i  n e  p o u r r a i t  a r r i v e r  q u e  s ip * -  s ’ a n n u l a i t  e n  d e 

h o r s  d ’ u n  n o m b r e  f i n i  d e  p o i n t s ) .

S i  M-> e s t  u n e  m e s u r e  d e  R a d o n , e t  f ( P )  u n e  f o n c t i o n  

n o n  n é g a t i v e ,  i n t é g r a b l  e  s u r  t o u t  e n s e m b l e  m e s u r a b l e  c o m p a c t  

=  C  f ( p > a  r  , e s t  u n e  m e s u r e  d e  R a d o n , d i t e  d e

b a s e  „

4 . -  U n g r o u p e  G e s t  a p p e l é ,  com m e o n  s a i t ,  g r o u p e  

t o p o l o ^ i  q u e , s i  3 o n  e s p a c e  d e  g r o u p e  e s t  d é f i n i  com m e e s p a c e  

t o p o l o g i q u e  a u  s e n s  d e  H a u s d o r f f  p a r  u n e  f a m i l l e  d e  v o i s i n a 

g e  V , e t  3 i  l e  p r o d u i t  y  x  e s t  u n e  f o n c t i o n  c o n  t i  n u e  d e  

l ’ e n s e m b l e  d e s  d e u x  é l é m e n t s  x  , y .  L e s  t r a n s f o r m a t i o n s  

( x  s x ) , ( x  —̂  x s  ) , ( x  —>  x  ) s o n t  a l o r s  c o n t i n u e s ;  e t  s i

3 ( )

1 2

1 P



-t L o s t  un enaombl e o u r u r t ,  3 un onaomtii o q u e lco n q u e  dans G,

L 3 o t  3 SL  s o n t  dos onseinb3es o u v e r t s .  Un so u s-^ ro u p o  

g ,  formé dans G, o s t  oncoro  un grou p a to p o 3o g iq u c ;  3 T sp a co  

homogèno H = G /g o s t  un o sp a co  to p o 3 o g iq u e  au so n s  du H üus- 

d o r f f  s i  on y prond pour v o i s in a g e s  1 os en sem b les  Vg - , 

o t  l e s  tr a n s fo r m a t io n s  do G y s o n t  c o n t in u o s .  S i g  o s t  un 

so u s -g r o u p o  in v a r ia n t  fo rm é, 1 o grou p e q u o t ie n t  G/g o s t  un 

groupa to p o lo g iq u e  . S i g  o s t  à l a  f o i s  o u v o r t  o t  ferm é dans 

G (donc sommo do co m p o sa n tes  co n n ex es  de G) , on v o i t  f a c i 

lem en t que H = G/g o 3 t un e s p a c e  d i s c r e t ,  où t o u t  p o in t  p o se  
/

s è d e  un v o i s in a g e  r é d u i t  à c e  p o in t .  Par exom pïo, T é t a n t  un
n y*

v o i s in a g o  do l ’u n i t é  t e l  que V = V , o t  7  1 T ens ombl o d es  

p r o d u it s  de n é lé m e n ts  de 7 ,  s o i t  V °° l a  r é u n io n  de to u s  l e s
jn

V pour n = 3 , 3 , 3 ...........: c ’ e s t  un g ro u p o , en sem b le  do to u s

l e s  p r o d u it s  f i n i s  d ’e le m e n ts  de y ,  qui e s t  o u v o r t  comme 

r é u n io n  d ’ en sem b les  o u v e r t s ,  m ais a u s s i  ferm é, c a r  s i  s  o s t

p o in t  d ’ a c c u m u la tio n  do V *** , i l  y  aura un p o in t  de 1 ’un d es
xi i

V dans sV , e t  s  s  or a dans v n . S i V e s t  co n n sx o , V ^

e s t  a lo r s  l a  com posante con n exe  de l ’ u n i t é ,  donc un so u s — 

gro u p e in v a r ia n t ,  o t  l e  grou p e q u o t ie n t  o s t  d i s c r e t .  S i G 

l u i —mémo e s t  co n n ex e , on v o i t  q u ’ i l  e s t  engendre par 3 e s  é l é 

m ents d ’un  v o i s i n a g e  q u e lco n q u e

(1 )  I l  n ’ en s e r a i t  p a s  a in s i  s i  l ’ on s u p p o s a it  se u le m e n t  quo
? p r o d u it  y x  o s t  une f o n c t io n  c o n t in u e  de ch acu n e d e s  v a 

r i a b l e s  x ,  y . -■ •

II.- H. - 8



5 . -  Nous a l l o n s  d ém o n trer  m a in te n a n t  q u ' i l  e x is t e -  

d on s un g ro u p e  do H aar une m esu re  de Radon e t  une s e u l e ,  i n -  

v a r ia n t e  à g a u c h e , non id e n t iq u e m e n t  n u l l e ,  e t  d é f i n i e  à un  

f a c t e u r  c o n s t a n t  p r è s  ; c o t t e  m esu re s e r a  a p p e lé e  l a  m esu re  

de H aar, e t  sa  v a l e u r  su r  l e s  e n se m b le s  de B o re! s e r a  d é s ig n é e  

p a r  m.

S ' i l  s ’ a g i t  d T un g ro u p e  do L i e ,  1 T on s a i t  d é f i n i r  l o 

c a l  ornent au vo i s i  nag e de 1 T u n i t é  un é 1 e mon t  de v o l  urne que  

1 T on p e u t  t r a n s p o r t e r  en to u t  a u t r e  p e i n t  p a r  l e  g ro u p e  d e s  

t r a n s l a t i o n s  à g a u ch e  . De mémo , dans l e  c a s  g é n é r a l  , n ou s  

com m encerons p a r  d é f i n i r  lo c a le m e n t  u ne m esu re a p p r o x im a t iv e  

L ’ on sT appuy era s u r  l e  1 nmme s u iv a n t  { i c i  comme p a r  l a  s u i t e  

Lp d é s ig n e r a  l a  f o n c t i o n  c a r a c t é r i s t i q u e  de 1 T en sem b le  S ,  

é g a l e  à 1 su r  3  et à 0 sur W E) :

Lemmo . S u p p o so n s q u Ti l  e x i s t e  une m esu re  de Haar m 

s o i t  V un v e i s i n a g e  com pact de 1 T un i té  , t e l  q u e V = V :

E un en sem b lo  m e su r a b le  c om pact . Pour t o u t  £  y  C 1 'o n  p e u t

c h o i s i r  d e s  c o n s t a n t e s  c^, — 0 e t  d es  é lé m e n t s  x . dans EV ----------------------------------------------y .........  v ------------- -

d e fa ç o n  q ue 1 * o n a i t  :

tj, ( s  ) — j  c^tf -y ( s ) q u e l que s o i t  s

ot y- ^ c+fc ) s b t t
---- *-— ^ mV

P o so n s  en e f f e t  E T = EV : E’ s e r a  o u v e r t ,  o t  te n d r a  

v e r s  l a  fe r m e tu r e  E de E ( donc v e r s  E s i  E e s t  ferm é) quand  

d(V) tond  v e r s  z é r o ;  e t  c h o i s i s s o n s  ( c ' e s t  to u jo u r s  p o s s i b l e )  

u n e  f o n c t io n  c o n t in u e  ijj (x )  t e l l e  que 0 -  L ^ ( x )  —̂ (  x ) =

3

-1

3

II. -H. - 9
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f  f< *  ) , Gt quo

^ = j < s p ( x )  dx — ( 1 -  £ ) ra V .

l ' o n  auro :

CpE (s )  ^ — j y  ( s “3x) dx
t* J s*

car ^  (s ^x) a f nnnu] o en dehors de 3 ’ quand s e s t  dans ^ . 

Evaluons 3 e second membre par l ’ in té g r a le  de Ri emann :

é ta n t  uniformément co n tin u e , s i  l ’ on co n sid ère  3 ’ comme une 

sommo f i n i e  d ’ ensem bles » e su ra b le s  Wv de d iam ètre su ff isa m 

ment p e t i t ,  e t  q u ’on c h o i s i s s e  dons chaque Wv un p o in t x^  

on aura :

-3

3 ( s ) L.
r f

mv/v ( s *s>) + £

c e  qui peut s ’é c r ir e  :

(1 - t  )
fe. ( s ) L

r

mWo
y

( s
-1 X

V
)

ou en posant c
N)

m

f- l - £ )

¥ T1J ( S ) cNT
/ _

z
V f ( S-1 )

r
c

V V
( S X

s>)
V "

n
cV V

( X
-1 s ) =

z
c
VYXV

T T( S )

et 3 ’on a bi en

H c
V

m 3 ’
iuAJ
f

1
m( 37)

i 1 t )
7
m 7

3, P é ta n t  deux ensem bles quelconques, désign ons par

(3jF ) la  borne in fé r ie u r e  de y ~ c V pour tous 1 es systèm es d’é -

1é monts x e t  do co n sta n tes  c v 0 te ] s que l ’ on a i t

? 3
z.

r c
f X'Jp

W

- ¿ 7T
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S i  S ,  F s o n t  m o su r o h l e s  , on  an d é d u i t  en  i n t é g r a n t  :

m E — Z._ c .  . mF t d ’ o ù  ( 3 :  F) — —— . D 'a u t r o  p a r t ,  s i  3
v mF

o s  t  c o m p a c t  o t  s i  F a d e s  p o i n t s  i n t é r i e u r s ,  S p e u t  e t r e  r e 

c o u v e r t  p a r  d e s  e n s e m b le s  x^ F  en  n om b re f i n i *  d o n c  ( 3 :  F) 

e s t  f i n i .  L ’ on  a d e  p l u s ,  d a n s  l e s  c o n d i t i o n s  du 1 ernme :

_2S _  é  ( S !V ) é  z i M L
mv mV

S o i t  VA u n e  s u i t e  d e v o i s i n a g e s  d e  1 ’ u n i  t é  , d o  d ia m è t r e s

t e n d a n t  v e r s  z é r o :  s o i t  V.* =  V* + V! . L ’ o n  s u r a , s i  3  o t* V >7 V

3 Q d o n t  f e r m é s  c o m p a c t s  :

ras _  l lm  !_g :Vs> ) 
n 3 0 ( 3 0 :Vv )

La m e s u r e  do  E a a r ,  é t a n t  "bien d é f i n i e  p a r  c o t t e  é g a 

l i t é  s u r  l e s  e n s e m b le s  f e r m é s  c o m p a c t s ,  e s t  d o n c  u n iq u e  { à  

u n  f a c t e u r  p r è s )  s i  e l l e  e x i s t e  . P o u r  l a  c o n s t r u i r e  p a r  1 a 

m é th o d e  d e  H aar s a n s  s u p p o s e r  a p r i o r i  s o n  e x i s t e n c e ,  d é s i 

g n o n s  p a r  3 q un  e n s e m b le  fe r m é  c o m p a c t ,  a y a n t  d e s  p o i n t s  i n 

t é r i e u r s  ( c e  s e r a  l ’ u n i t é  d e  m e s u r é ) ,  e t  p a r  -M. un  e n s e m b le

q u e lc o n q u e  p r i s  d a n s  l a  f a m i l l e  : 1 e s  S i  é t a n t  en  i n f i  —
• o

n i  t é  d é n o m b r a b le ,  on  p o u r r a ,  p a r  l e  p r o c é d é  d i a g o n a l ,  e x t r a i 

r e  do  l a  s u i t e  d é f i n i e  p l u s  h a u t  u n e  s u i t e  p a r t i e l l e  

( q u i  s o r a  e n c o r e  n o t é e  ) d e  f a ç o n  q u e  l a  l i m i t e

>  S I  =
■}->« ( 3 o :7>) )

e x i s t e  p o u r  t o u t  J \  .

V s>

Y.

( )R V.ri

n)—î»oo

-1
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O r on a (S : F) ^  1 , c a r  s î  Y  E ~  H* x  > ?  ° n 8U ra

en t o u t  p o in t ,  e t  en p a r t i c u l i e r  s u r  S , t ¿1 cv - On a é -

v i  demment C 'f ' ( E ^ ) : f !  -  /  (S ^  : F) . E t  l ' o n  a , q u e ls  que
P

s o i e n t  E, E f , E" :

( E :S T) . ( E * : 3 " ) ^  ( E : E " ) 

c a r  le s  i n é g a l i t é s

e ~ ) _  c v Y  x^e»  * Y  e t "  X L  d f  '“f  yf  3 "

e n t r a î n e n t  <f B -  1—  af  y  W  y  3 ..

On a d o n c , en p a r t i c u l i e r ,  q u e l que s o i t  E :

------ 1---------  L  t .2  :V ^ î- ^  ( E: E )
(S c :3 )  (3 o :V v }

- j 
P a r  s u i t e  A JL e s t  c o m p r is  e n t r e  =" o t  ( J C :E _ ) , e t  e s t

( E0 :5V ) °

f i n i  e t  p o s i t i f .  S i £> ( J T  , J V  ) > 0  , A ( f i  + J \ ’ ) = A j  1 + A SX. 

S i J l Q "C ( s 1 i X i  ) , le s  s 3 é t a n t  d ans G, pn  p o u r r a ,  d 'a 

p rè s  le  th é o rè m e  de B o r e l - le b e s g u e ,  no  g a r d e r  q u ’ un nom bre  

f i n i  de te rm e s  dans l e  second  m em bre, e t  on  a u ra  a lo r s  

X  /L  -  S o i t  m a in te n a n t  E un  e n se m b le  q u e lc o n q u e  :

c o n s id é ro n s  to u s  le s  s y s tè m e s  d ’ e nse m b les  . e t  d ’ é lé m e n tsi
s t e l s  que 3 O  '*£" ( s^ -A. .. ) ,  e t  s o i t  xE la  b o rn e  i n f é r i  -  

e u re  do ^ p o u r to u s  ces re c o u v re m e n ts  . xE s a t i s f a i t  

à 2 ' a x i ome I  ; d e p l us x -TL = A -TL t donc 1 ’ ax i ome I I  es t  

s a t i s f a i t ,  e t  x J l. — À , donc x n ’ e s t  pas id e n tiq u e m e n t  

nu l lu :  c ’ e s t  b ie n  la  m esure de H a a r .

\ c ■#

f c
V

A ' i

.il

A i

A i l'i

C
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6 . -  S o i t  m u n e  m e s u r e  d o  E e a r  : t o u t  a u to m o r p h i  sm o

c o n t i n u  d o  G- 3 a t r a n s f o r m e  en  u n e  m e s u r e  d e  H a a r , c ’ e s t  à

d i r e  3 c  m u 3 t i p 3 i e  p a r  u n  f a c t e u r  c o n s t a n t .  On a u r a  en  p s r t i -

cu3 i  o r  m ( s ~  E s  ) =  m ( E s ) =  A  ( s  ) . mE ; e t  A  ( s )  s a t i s f a i t

à 3 ’ é q u a t i o n  A  ( s t )  = A  ( s )  A  ( t )  • o n  d i t  q u e  ¿X c o n s t i t u e

u n e  r e p r é s e n t e  t i  o n  do G . S i  G e s t  u n  g r o u p e  d e  L i e ,  A  ( s )

e s t  3 a  v a ]  e u r  a b s o 3 u e  du  d é t e r m i n a n t  d e  3 a  s u b s t i t u t i o n  3 i -

n é a i r e  q u i  c o r r e s p o n d  à  s  d a n s  3 e  g r o u p e  a d . i o i n t .  En t o u t

c a s  c ’ e s t  u n e  f o n c t i o n  c o n t i n u e  d o  s ,  c a r  s i  s  e s t  d a n s  u n

v o i s i n a g e  V s u f f i s a m m e n t  pu t i  t  d e  3 ’ u n i  t é ,  o n  a Ec s C E 0V ,

d o n c  A  ( s )  <C 3 +  £  e t  p a r  s u i t o  a u s s i  A  ( s ) \  —------
/  1 +  <£

S i  A  ( s )  = 3 q u e3  q u e  s o i t  s ,  m e s t  i n v a r i a n t e  à  d r o i t e  :

m ( E ) i c o n s i d é r é e  comme f o n c t i o n  d e  E, e s t  d o n c  u n e  m e s u r e
— 3 .  »

d o  H a a r , o n  a m (E ) =  A .m E , d ’ o ù  mE =  A .m E , e t  À  = 3 :

3 a m e s u r e  e s t  b i  - i n v s r i  a n t e  . L e g r o u p e  G e s t  a 3 o r s  d i t  

u n i - n o d u l a i  r e . S i  a u  c o n t r a i r e  A  n ' e s t  p a s  c o n s t a n t ,  3 ’ é q u a -  

t i o n  /A  ( s )  = 3  d é t e r m i n e  u n  s o u s - g r o u p e  i n v a r i a n t  U , f e r m é  

d a n s  G, e t  3 e  g r o u p e  q u o t i e n t  g / ü  e s t  i s o m o r p h e  a u  g r o u p e  

d e s  t r a n s l a t i o n s  d e  3a  d r o i t e  . 13 n e  p e u t  e n  ê t r e  a i n s i  

q u a n d  G e s t  c o m p a c t ,  n i  q u a n d  c ’ e s t  u n  g r o u p e  d e  L i e  s e m i -  

s im p 3 e  : d a n s  c e s  d e u x  c a s  o n  e s t  c e r t a i n  q u e  3 a  m e s u r e  e s t  

b i  - i n ^ f a r i  a n t e .  En t o u t  c a s ,  o n  a 3 e s  r è g l e s  d e  c a 3 c u 3  : 

m (E s )  =  A  ( s ) . mE , d ( x s )  =  A  ( s ) . d x  ;

o t  m( E ) c o n s i d é r é e  comme f o n c t i o n  d e  E p o s s è d e  3 ’ i n v a r i a n 

c e  re3  a t  i  v u  à  g a u c h e  . S o i t  p 3 u s  g é n é r a 3  e m e n t  e  u n e  m e s u r e
I
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d o  R e d o n  n o n  n u ] ] g , t o i l e  q u e  1 ' o n  a i t  ( s 3 )  =  ^ ( s ) . p < . E  :

j n  d i r a  q u ' e i  1 e  o s  t  r e l a t i v e m e n t  i n v a r  i  e n t  e à  g a u c h o  ; V ( s )  

e s t  a l o r s  u n e  r e p r é  s  e n  t a  t i  o n  d e  G, o t  1 ' o n  v o i t  comme p o u r  

( s )  q u e  c ' e s t  u n e  f o n c t i o n  c o n t i n u e  . On p e u t ,  au  m o y en  

d e  1 3 m e s u r e  m-» , f o r m e r  d e s  i n t é g r a l e s  d o  R a d o n - 3 t i  e l  j e s  

q u i  s e r o n t  n o t é e s  j f ( x )  d ( x )  ; e t  l ' i n v a r i a n c e  d o
v<

s ' e x p r i m e r a  s y m b o l iq u e m e n t  p a r  l ' é g a l i t é  d M-/ ( s x  ) = \  ( s  ) . dj>c( x  )

C o n a id é r o n s  en  p a r t i  c ù l i  o r  l a  f o n c t i o n  d ' e n s e m b l e s  do b a s o .o c
/  i l 

«3 ( s )  =  J  (X ) d ( x  )

E

C ' e s t  u n e  m e s u r e  d o  R a d o n ; e t  l ' o n  a u r a  :

m-j ( s S )  =  f  ( x ” 1 ) d f ^ ( x )  =  f  ^  ( x ~ l  s -3  ) d ^  ( s x  j 

v s e  - J e

=  m ( E )

m e s t  d o n c  ( à u n  f c c t e u r  p r è s )  l a  m e s u r e  d e  H a a r  m ; e t  s i  

1 * e n s e m b le  E e s t  c o n t e n u  d a n s  un  v o i s i n a g e  d e  s  d o n t  l e  d i e -
 ̂ UlP  ̂"1

m è t r e  t e n d o  v e r s  z é r o ,  —— — t e n d r a  v e r s  \  ( s  ) ,  d o n c
M/' E 'AJO ^ j \

-------- t e n d r a  v e r s  ^  ( s ) ,  d ' o ù ,  p a r  d é f i n i t i o n  d e  1 ' i n t é g r a l e
m E A-

r>
j-w E = J/ ( x ) dx

11

R é c ip r o q u e m e n t ,  c e t t e  f o r m u l e  d é f i n i t  é v id e m m e n t  u n e  m e s u r e  

d e  R a d o n  s a t i s f a i s a n t  à  l ' é q u a t i o n  juu f s E )  =  "V ( s  ) . . o  E 

C e t t e  m e s u r  e e s  t  d o n c  u n i  qu e ( à  u n  fa  e t  e u r  p r è s ) ;  e t  e l l e  

e s t  r e l a t i v e m e n t  i n v a r i a n t e  à d r o i t e ,  c a r  d e  s o n  e x p r e s s i o n
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o n  d é d u i  t  q u e  ^  ( 3 s )  =  A  ( s )  \  ( s )  3 .  On o o n  p a r t i  c u l  i  o r  

à  u n  f a c t e u r  c o n s t a n t  \  p r è s  :

m ( 3 " 1 ) =  C  ¿ \  ( x ~ 3 ) d x  ;
--"S

d To ù  i l  s u i t  q u e  s i  3  e s t  c o n t e n u  d a n s  u n  v o i s i n a g e  d e  1 * u -

n i  t é  t e n d a n t  v e r s  z é r o  --------------- t e n d  v e r s  A , m  ̂ é g a 

ra 3  m ( 3 - 1  )

1 em e n  t , d o n c  \  — 1 . On p e u t  é c r i r e  s y m b o l i q u e m e n t  : 

d ( x ' ] ) =  / \  ( x ’ 3 ) dx

7 . -  l a  t h é o r i e  d e s  e s p a c e s  h o m o g è n e s  s e  d é d u i t  d e

c e s  r é s u l t a t s  ( V o i r  5 7 e i l t " 'ém o r i a ]  à  p a r a î t r e  p r o c h a i n e m e n t ) .

■k °  ® s u l  t a  t  s  c o m p l o t  s  d e  3 a t h é  o r i o  s o n t  l e s  s u i v a n t s  :

D a n s  t o u t  g r o u p e  d o Ha a  r_G ( a u  s e n s  d u  p a r a g r . 4 )

A-3— e x j_ s t e  u n  é l é m e n t  d o  v o l um e dx e t  u n  s e u l  t o i  _ g u e

~  s o i t  u n e  m e s u r e  d e  R a d o n  i n v a r i  a n t e  à  g a u c h e
11 ‘ ‘ "

( a u  s e n s  d e s  p a r a g r . 3  e t  3 ) ;  e t  1 T o n  a :

d ( s x ) =  d x  , d ( x s ) = A  ( s ) d x  , d ( x  3 ) =  A  ( x - 3 ) dx  

S°J_È ) (  ( s ) u n e  s o l u t i o n  c o n t i n u e  d o  y  ( s t )  =  V  ( s )  y  ( t )  :

3 \  3Jk g . unQ m e s u r e  d e  R a d o n  3  e t  u n e  s e u l e  t e l l e  q u e
I

r  ( s  3  ) =  )( ( s  ) px. 3  ; e l l e  e s t  d o n n é e  p a r  l a  f o r m u l e

3  =  /  ^  ( x  ) d x

ü t „ l l o n  a e n _ m j in e _ t  c m 3  ^  ( 3 s  ) =  ¿ \  ( s  ) V  ( s  ) ^  3 .

S o J .t  g- u s  - g r o u p e  f e r m é  d a n s  G, d J  s o n  é l é m e n t

— 3 ü i n v a r i a n t , t e l  q u e  l ’ o n  c i  t  d ( (7 ^ ) =  d

S o i t

S o i t  s; un

ex i s t  e

v o lu m  e

m3 dx
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S-
d ( h €?" ) =  ü  (<» ) d ^ . P o u r  q u ’ i l  e x i s t e  d ? n s  ] 1 j s p f - c e  hom o g è 

n e  F = G /c  u n  é l é m e n t  d o v o lu m e  dP r e l a t i v e m e n t i n v a r i a n t  

t o i  q u o  d ( s P )  =  >  ( s )  d ?  * i l  f o u t  e t  i l  s u f f i t  q u e  l ’ o n  

a i t ,  s u r  g  : S ( (5" ) — ¿ i  (G  ) N( ( CJ ) ; e t  dp e s  t  a l  o r s  dé t e r -  

mi n é  d ’ u n o m  an i  è r e  _uni_o u e  p a r  _3_ ’ é q u  a t  i  o n  :

f  \  ( x )  f ( x )  dx =  ( dP I f i x  X )  d £  I
j  y > n

Jjn p a r t i c u l  i o r , p o u r  q u ’ i l ex  i s  t e  d a n s  E u n  é l é m e n t  d e  v  o 1 u -

mo i n ? t r i a n t  d p . i l  f a u t  o t  i l  s u f f i t  q u e  S ( <f ) — / \  ( & ) ; 

i l  e n  e s t  a i n s i  n é c e s s a i r o n e n t  q u a n d  g  e s t  u n  s o u s -» g r o u p e  i n 

v a r  i s n t ,  E é t a n t  s i  o r c l e  g r o u p  e q u o t i e n t  o t  dP l a  m e s u r e  d e  

H a a r  d a n s  F .

S ’ i l  s ’ a g i t  d o  g r o u p e s  d e  l i e ,  c e s  r é s u l t a t s  s o n t  

f a c i l e s  à v é r i f i e r  .


