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A

Le mémoire en q u e s t i o n  e s t  i n t i t u l é  "TJber S ë t z e  v o n  

S t o n e  und B o c h n e r ” ( A c t a  d e  S z e g e d ,  V I ,  1 9 3 3 ,  p . 1 8 4 - 1 9 8 )  e t

s e  com pose  d e  deux p a r t i e s  ( I . -  Ehéorème d e  B o c h n e r  g é n é r a l i s é

I I . -  th é o r è m e  de  S t o n e )  p r é c é d é e s  d ’u n e  i n t r o d u c t i o n .

I n t r u u v o  t-i on

On c o n s i d è r e  un grou p é  c o n t i n u  à  un p a r a m è t r e  t  d ’ o p é 

r a t e u r s  u n i t a i r e s  d e  l ’ e s p a c e  de  H i l o e r t  ( V o i r  d a n s  l ’ e x p o s é  C 

d e  © e î s a r t e ,  l a  d é f i n i t i o n  d ’un o p é r a t e u r  u n i t a i r e )  . Ut  d é s i 

g n a n t  l ’ o p é r a t e u r ,  on  a u ra

us  l i t  = Us + t  , U0 = î  (o p é r a te u r
i d e n t i q u e ;

JJ e a t  p a r  h y p o t h è s e  u n e  f o n c t i o n  f a i b l e m e n t  c o n t i n u e  de  t  , 
t

c ’ e s t  à d i r e  que  ( U . f . g )  e s t  u n e  f o n c t i o n  c o n t i n u e  de  t ,  

q u e l s  q u e  s o i e n t  f  e t  g  .

Le th é o r è m e  de  S t o n e  ( P r o c e e d i n g s  N a t . A c a d . ,  1 6 ,  1930  

p . 1 7 3 - 1 7 5 )  a f f i  rm© que TJ-̂  admet u n e  r e p r é s e n t a t i o n  s p e c t r a l e  

d e  l a  fo r m e

( I )  u t  « J  • * * *  4
-C X ?

l e s  E. c o n s t i t u a n t  u n e  d é c o m p o s i t i o n  s p e c t r a l e  de  l ’u n i t é ,
A

i n d é p e n d a n t e  do  t .  D’u n e  f a ç o n  p r é c i s e ,  ( O f . l ’ e x p o s é  F do  

C h o v a l l o y )  l e s  S .  s o n t  d e s  o p é r a t e u r s  d e  p r o j e c t i o n  f o r m a n t
A

u n e  s u i t e  non d é c r o i s s a n t e  ( B ^  — B . a i  X — ^  ) ,  c o n t i n u o
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à  g a u c h e ,  a v e o

1 im. B ̂  9  0 , .3 im S x = 1  
X —V »  *  >  - * * 0 ° A

La n o t a t i o n  ( 3 )  s i g n i f i e  que  l ’ on a ,  q u e l s  q u e  s o i e n t  f  e t  g

, c + ° °  i X t  ,
(2) (utf.g) = 9 a ( B f,gl

Jé.O O

e t  en  p a r t i c u l i e r
f . V

(3) (Ut4*** =1 0 a
— OO

Bn d ’ a u t r e s  t e r m e s ,  l e  t h é o r è & o  de  S t o n e  a f f i r m e  quo

t o u t  g r o u p e  c o n t i n u  à  un  p a r a m è t r e  d ’ o p é r a t e u r s  u n i t a i r e s  e s t

engen d ró  p a r  u n e  t r a n s f o r m a t i o n  i n f i n i t é s i m a l e  q u i  s e  m et

s o u s  l a  fo r m e  d ’ un o p é r a t e u r  h y p e r m a x im a l  
r  + 0 0
l 1 A d ( C f .  3 ’ exposé F ) .

J  -  o «

P o ur  d é m o n t r e r  l e  t h é o r è m e  do  S t o n e ,  13 f a u t ,  c o n n a i s 

s a n t  U , d é t e r m i n e r  B \  * Ce p rob3èm e p r é s e n t e  3 f a s p e c t  p a r -  
t  A

t i c u 3 i e r  s u i v a n t  1 d a n s  ( 3 )  , f  é t a n t  s u p p o s é  f i x é ,  3 e  p r e m i o r  

membre e s t  u n e  f o n c t i o n  c o n t i n u e  c o n n u e  p ( t ) ;  au s e c o n d  mem

b r e ,  {B f . f )  e s t  u n e  f o n c t i o n  i n c o n n u e  V (  X ) , b o r n é e ,  non  

d é c r o i s s a n t e ,  c o n t i n u e  à g a u c h o ,  a v e c  3a c o n d i t i o n  s u p p l é m o n -

t a i r e  : 3 im .  V (X  ) = 0
X ---—00

D’ où 3 c p rob 3èm c : A  que3 3 e s  c o n d i t i o n s  une  f o n c t i o n  c o n t i n u e  

p( t )  (à  va3 e u r s  c o m p 3 e x e s )  a d m e t - e l l e  u n e  r e p r é s e n t a t i o n  d e



F o u r l  ©r-S t i  ©1 t  j o s  ^  +o#

( 4 )  p ( t )  =  1 o * d V( >v )
©o

V( X ) s a t i s f a i s a n t  aux c o n d i t i o n s  é n o n c é e s  p l u s  h a u t  ?

D* a i l l e u r s  d V{ A ) d é s i g n e  un© m oaure  de  Radon , 

p a r t o u t  n o n  n é g a t i v e ,  d© ma3s© t o t a l e  f i n i © ;  i n v e r s e m e n t ,  u n e  

t e l l e  m e s u r e  do Radon d é f i n i t  V ( X ) d ’un© f a ç o n  u n i q u e .

La r é p o n s e  e s t  d o n n é e  p a r  l e  théorfeme d© B o c h n e r  

( V o r l e s u n g e n  ü b e r  P o u r r i  e r s c h ©  I n t é g r a l e ,  p .  7 4 - 7 6 ;  L e i p z i g  

1 9 3 2 )  : i l  f a u t  e t  i l  B u f f i t  q u e  p ( t )  s o i t  do  t y p e  p o s i t i f  

c ’ e s t  à  d i r e  qu© l ’ on a i t  :
m

( 5> }  p ( t  -  t  ) P j r  s  o
y* ^ V  's>

q u e l s  q u e  s o i o n t  t  ̂  .............. ..  t m r é e l s  on nombro q u e l c o n q u e ,  e t

q u e l s  que  s o i e n t  P ,  p c o m p l e x e s  .
j « m

C e t t e  c o n d i t i o n  © n t r a i n o  en p a r t i c u l i e r  :

I ° -  p ( - t )  =  pJTT

2 ° -  p ( 0 )  — 0 , p ( t )  ^  p ( 0 )  , d o n c  | p ( t ) |  b o r n é .

But  du mémoire  do F . RII3SZ : a p p l i q u e r  l a  t o c h n i q u c  d e s  s é r i e s  

do F o u r i e r ,  d ’ abord à  l a  d é m o n s t r a t i o n  du t h é o r è m e  do  B o c h n e r  

{ s o u s  1 * h y p o t h è s e  p ( t )  m e s u r a b l e  , h y p o t h è s e  p l u s  l a r g e  quo  

l a  c o n t i n u i t é  ; on  d é t e r m i n e  a l o r s  V( X ) e t  l ’ on  m o n t r e  quo  

( 4 )  a l i e u  p r o s q u o  p a r t o u t  p o u r  t  ) ,  p u i s  à  l a  d é m o n s t r a t i o n  

du t h é o r è m e  d e  ¿Stone d é d u i t  do  c e l u i  do B o c h n o r  ( on  no  s u p  —

I I . - L . -3
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p o a o  donc  p a s  l a  c o n t i n u ! t é  do  , m a i s  s e u l e m e n t  l a  m e s u r a »  

b i l i t é  do ( U . f . f ) ;  o n  d é f i n i t  Bv , o t  o n  m o n t r e  d ’ a b o r â  q u e
“t A

( 2 )  a l i e u  p r e s q u e  p a r t o u t  ; p u i s  o& m o n t r a  q u e  ( 2 )  a l i e u  

p a r t o u t ,  d ’ o ù  s u i t  l a  c o n t i n u i t é  d e  U ^ ) .

P̂ i éo rèm e  do BOCHNSR

I n d i q u o n s  s e u l e m e n t  l e  p l a n  d e  l a  d é m o n s t r a t i o n  .

La c o n d i t i o n  d e  B o c h n e r  e s t  é v i d e m m e n t  n é c e s s a i r e  . I l  f a u t  

m o n t r e r  q u Te l l e  e s t  s u f f i s a n t e  .

I ° -  Dé t e uni  n a t i o n  do V ( X  ) à  p a r t i r  d o  p(  t )  m o s u r a b l  e o t  

d e  t y p e  p o e i t i f .

R i c a s  d é f i n i t ,  à  p a r t i r  do p ( t )  f i x é ©  u n e  f o i s  p o u r  

t o u t e s ,  u n e  f o n c t i o n n a i ! o  l i n é a i r e  A (h )  ( V o i r  l a  d é f i n i t i o n  

do A{ii '  d i x  l i g n e s  p l u s  b a s ) ,  d é f i n i e  p o u r  t o u t o s  l e s  f o n c 

t i o n s  îi( t ;  du +~.yp e h ” . c ’ o s t  à d i r e  r é e l l e s ,  c o n t i n u e s ,  e t  

a y a n t  p a r  m o r c e a u x ,  u n e  d é r i v é e  c o n t i n u e .  C e t t e  f o n c t i o n n o l l  o 

e s t  r é e l l e  e t  b o r n é e ,  e l l e  a u n e  v a l e u r  non n é g a t i v e  quand  

h(  t )  e s t  non n é g a t i v e  . E l l e  p e u t  donc  , d ' a p r è s  un t h é o r è m o  

c l a s s i q u e  de  R l e s z ,  S t r o  c o n s i d é r é e  comme l ' i n t é g r a l e  d e  h ( t )  

p a r  r a p p o r t  à u n e  m osuro  de  R a d o n ,  p a r t o u t  n o n  n é g a t i v e  o t  do  

m a s s e  t o t a l e  f i n i e ,  c o t t e  m osuro do R adon  o e r a c t é r i s a n t  l a  

f o n c t i o n n e l l e  A{h) , o t  p a r  s u i t e  l a  f o n c t i o n  p(  t )  .
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D To ù  l a  f o n c t i o n  V( X ) t o l l o  que

{ 6} A(h) *  f  + h(  X ) d V( A ) .
«/— aO

I n d i q u o n a  a o u l o m o n t  comment o n  d é f i n i t  A(h)  . On 

p o s o  i  - Ç

(’> A(h) =ÿm J— p(t) (_t) at
h *  ( t )  d é s ig n a n t  l a  t r a n s f o r m o  do « * >  • ° , e s t -

à d i r e  /+<*»

( 8 )  h "  ( t )  o1 h ( X  ) d X
V S T T J ^

I * I n t é g r a l o  ( 7 )  e x i s t e  p a r c o  quo p ( t )  o s t  n o s u r a b l o  o t  b o r 

n é e .  Le f a i t  quo l a  f o n c t i o n n e l  1 o A (h )  o s t  b o r n é e  ( o n  o .  

d ' u n e  f a ç o n  p r é o i s o  , U ( b )  1 ¿  p ( 0 )  a i  | h ( t ) |  ¿ 1 )  . e t  

q u ' o l l o  o s t  non  n é g a t i v e  s i  b ( t >  o s t  n o n  n é g a t i v e ,  r é s u l t e

oaa o n t i  e l  1 cia on t  du f a i t  q u o  :

A ( h S )  =  J j f  j  I P(t-o) h *  ( t )  b ’  I a' )  4 t  a s

o a t  — 0 , c o n a é q u o n c o  du f a i t  quo  p ( t )  o 8 t  do t g p e  j p o s i t i f  y- 

( P o u r  l o  d é t a i l  d o s  démona t r o t i o n s , c o n a u l t o r  l o  m ém o iro  da

S'.Rioaz) .

\ r i  1 \ é t a n t  a i n s i  d é f i n i e , i l  r e s t e  à  m o n t r e r  q u e  :

/> 4.00

q (t) =  J o1 d V< X )

q u i  o s t  borné  o o t  c o n t i n u e ,  0 3 t  é g a l e ,  p r e s q u e  p a r t o u t ,  à
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p ( t ) ,  c e  q u i  r e l è v e  do  l a  t e c h n i q u e  d e s  s é r i e s  d e  F o u r i « r .  

On m o n t r e  d * a b o rd  q u e / l + o o
«o /

( 9 )  f  * ( t )  Ix’5 ( - t )  d t  *  J  P ( t )  h * ( - t )  d t

J  -QÔ — oo

q u e l l e  q u e  s o i t  h (  t )  r é e l l e s  , p u i s  c o m p l e x e s  ; e n s u i t e  o n  

p r e n d  u n e  f o n c t i o n  h ( t )  p s r t i c u l i è r e  , t e l l o  quo

. r - T ~  2  B ln 2  & ( t+ u )
=\ | ------  ------  -----------:--------------  ( u >  0 ,  n  e n t i e r )

h(tl V n. n (t+u)2

o t .  d s n s  ( 9 ) ,  on  f e i t  o r o i t r o  n i n d é f i n i m e n t ,  u  r e s t s n t  f i x e ;  

l o  p r a n i e r  membre to n d  v e r s  2  q ( u ) .  l e  s o c o n d  v e r s  -  p ( u )
z

p o^ u  p r e s q u e  t o u t e s  l o s  v a l e u r s  d e  u*

C i Q . F . D .

Complémont

P o u r  l a  s u i t e ,  i l  e s t  b o n  d e  r a p p e l e r  comment on

t r o u v e  V(X ) à  p a r t i r  d e  l a  f o n c t i o n n e l l e  A( h)  . On a 

* ^ 1 ~ *

v (  X o  -  o )  -  V( X ,  + 0 ) =  l i m .  A (h n )
z  n—* oo

l e s  h  ( t )  é t a n t  u n e  s u i t e  d e  f o n c t i o n s  s a t i s f a i s a n t  a u x  c o n 

d i t i o n s  s u i v a n t e s

r  o ¿ i^tt) ¿ i

I h  I t i  = O pour

I l im. hjjU) = 1
v. n—̂  oo

quoi quo soit t

t 4 X ot pour t - Xo 
1 Ä

pour X_ <  t < X 0 
1 »
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En p a r t i o u l  loi* ,  s i  on  c o n v i e n t  q u e  l i m .  V{ A ) -  0  e t  q u e
A 1 “ >«<o

V( A ) est c o n t i n u e  à g a u c h e ,  on  a

a v e c ,  .
r o  — h n { t )  — i

V h n { t )  a  0  p o u r  t

l i m .  h  ( t )  = 1  p o u r  t  <  A „ _ nn —■» «o

Théorème d e  S TONS

V o i c i  l e  p l a n  d e  l a  d é m o n s t r a t i o n  :

I ° -  on  v é r i f i e  q u e  ( U . f , f )  »  p ( t )  o s t  b i e n  d o  t y p e  p o s i 

t i f  q u e l  que  s o i t  f  ; i l  l u i  c o r r e s p o n d  u n e  f o n c t i o n  V( A » f )  
d é f i n i e ,  à p a r t i r  do  p ( t ) ,  p a r  l a  r e l a t i o n  ( 9 ) .  q u i  s ’ ô o r i t

i c i
3 K

V( X  ; f  ) =  l i m .  *—  h n { - t )  d t
n - > ~  sfTv.i^ *  "

2 ° -  on  p o s e  p l u s  g é n é r a l e m e n t  :

i  r ° '  *  .
(îo) v( A ;*.s) “  i l “ . 7 =  I (ut f ,g) * ( - * 1  a t  :

n —̂ »2

c ’ e s t  u n e  f o n c t i o n n e l l e  b i l i n é a i r e  b o r n é e ;  e l l e  e s t  donc  do  

l a  f o r m e
f  , g )

í 9 ’ )
V(x)slim.

n__^ o«

J +at>

p ( t )  h* ( - t )  d t

— M

1
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B* é t a n t  un o p é r a t e u r  l i n é a i r e  b o r n é  ; e t  ô n  a

J \
9* a v(X ;f.g)

» oo

p o u r  p r e s q u e  t o u t e s  l e s  v a l  o u r s  d e  t  , ( On p e u t  f a i r e  en  s o r t e  

q uo  l e s  v a l e u r s  e x c e p t i o n n e l 3 e s  do  t  n o  d é p e n d e n t  p a s  d e  f  e t  

g f p a r c e  quo l ' e s p a c e  d e  H l l b o r t  o s t  s é p a r a b l e ) ,

3 ° -  I l  r e s t e  a l o r s  à  m o n t r e r  q u e  : 

ot ) L ' o p é r a t e u r  13 v o s t  h o r m l t l e n

P  ) La r e l a t i o n  ( 1 1 )  a l i e u  p o u r  t o u t e s  l e s  v a l e u r s  do t

s a n s  e x c e p t i o n

Y ) On a l l m k B x = 1
• A — » +OP A

S )  o n  a 3Ai  aAz =  3 ^  3 Aj =  3 ^  a l  A j

Remarque : l e s  c o n d i t i o n s  o0 ,  Y ) .  S )  e x p r i m e n t  q u e  1 o s  B» 

s o n t  d e s  o p é r a t e u r s  d e  p r o j e c t i o n  e t  f o r m e n t  un s p e c t r e ;  l a  

c o n t i n u i t é  à  g a u c h o  o t  l a  p r o p r i é t é

1 im.  
X — *

r é s u l t a n t  d e  l a  d é f i n i t i o n  d e  V( A ; * ) .

I n d i c a t i o n s  s u r  l e  d é v e l o p p e m e n t

I ° -  ( ü ^ f . f )  e s t  de  t y p e  p o s i t i f  

Bn e f f e t ,  on p o s a n t  

(Ut f ; f )  =  p ( t )

(11) (Utf.g) “

0  A *  O
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on a, on vertu do la  propriété de groupe

m —*
H L ,  * < y - * *

I*;#» — 1 ’

2 ° -  Propriétés de V( A : f .g )

On a V(  A ; f , f )  = V( A ;f)  ,

ot

V{ A ; f+ ^ 6 )  = V(A ; f )  + ^  V( X ;£,*) +f* V( A ;*.g) +^pv(X;g} 

Or on a preaque partout (Cf. Sème partie  du théorème de Boch—

n o r )

(Ut f , í )  =

en remplaçant f  par f+|*g et égalant l o i  c o e f f ic ie n t s  dej^

on obtient la  re lat ion  (11).

3n montre que V( A ;*.&) ost 'ano fonctionnel! o bor

née en fa isant  vo ir  quo

| v ( A ; f , g ) | *  -  (*♦*) . (6.«) :

pour cola, i l  s u f f i t  de v é r i f i e r

V ( A ; i )  ( f . f )

oo qui résu lte  de

V{ A ) ^ p(0) „

{ On a vu en e f f e t  plus haut quo j A(h) f — p(0) s i  |h ( t ) |  — l )

3°“ Propriétés ot , P> , X , S ^

o/) Un permutant f  e t  g dans (1 0 )a on v o i t  que B 

es t  hermition„

( 7 a ” ft* ut  f  ’p= r’r  y ii-fv V ’ ■ 0

í d 7( A ;f)  ;

— o»
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ot $ ) résu lten t  d’une propriété générale : 1 rop i

rateur ^ +®o

k = J k( X ) d a x

«■ <90

où k( X ) désigne une fonction fr*611e ou complexe) du type h,

a une propriété mul t lp l  :lcatlve : a l k = kj k̂  • alors

K  = E_ K (consécuoncj du f a i t  quo 1 os U. forment un groupe.) 
1 3 “ t

On o"btient f è  ) en prenant 

k( À) = cji X t

l e s  opérateurs correspondants

;
| î*«»

o1 x t d a

formont donc un groupe, et contne = TF presquo partout,

on a Q. = U. pour toutes Ües valeurs de t .

Y) On o Qc = U = 1 ; d'où d’ après (12)

a a
»  «o yv

c rest  à dire l im . B* = 1
X— » +oo  *

CL» . . ( 3 p°u** X<X-
<*) Bn prenant k ( \  ) » J 1

1 10 pour X>A,

(1 pour A< Xo
®s(>) “ S "y . ̂ \ 0  pour A^X ’

on trouve * *

Ea = B x 3 * b = s x 3

d*où 3x2 = 3^1 SX2 = ® Xl s i  ^1 ~ ^2

( 1 2 )  Qt  *

t*«»
i x t  . „
° A

mm

forment donc un group o, et comne
«% - wt

preaquo partout,


