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Ta  t h é o r i e  des o p é r a te u r s  h e n n i t iq u e s  b o rn é s  e s t  

d u e  e s s o n t ie 3 3 em en t à H i 3 b e r t  q u i 3 * e x p o s a  en 1 9 0 6  dans 3 es 

GC t t i n g e n  N a c h r ic h t e n  , ( G -rundzttge e i n e r  a 3 3 g e m e in c n  T h e o r ie  

d e r  3 in o a r o n  In to g r a 3 g 3 o ic h u n g o n ; v i e r t o  M i t t e i 3 u n g , p . 1 5 7 ) .  

La t h é o r i e  f u t  u3 té  r i  o u re m e n t p e r f e c t io n n é e  e t  c o m p 3 é té e  

p a r  E e l 3 i n g e r  e t  a u s s i p a r  F r .R ie n a

Dans c e t t e  c o n fé r e n c e ,  nous a d o p te r o n s ,  sa n s  g ra n d e s  

m odi f i c a t i o n s *  3 * expo sé do R i es z , à 3a f o i s  p 3u s  r a p id e  e t  

p 3u s  c o m p r é h e n s if .

P 3a n  de 3 1 exposé

s ) . ~  Rappe3 sommai r e  des p r o p r i é t é s  des fo rm e s  h e rm i t iq u e s  

d an s 3 1 e s p a c e  de K i 3 b e r t  à n  d im e n s io n s

* ) . -  R é d u i t e s  s u c c e s s iv e s  d ’ u n e  fo rm e  h e r m i t i q u e ,  é t a b l i s 

s e m e n t d ’ u n e  c o r r e s p o n d a n c e  e n t r e  3 es p o ly n o m e s  à u n e  v a r i o -

b 3 o  e t  c e r t a in e s  f o n c t io n s  p o 3 y n o m ia 3 e s  d ’ u n e  fo rm e  h e r m i t i -  

q u e  donné o .

o ) . -  E x te n s io n  d e  c e t t e  c o r r e s p o n d a n c e  à  des f o n c t io n s  p 3u s  

g é n é ra 3  es .

a ^ * ~ fo rm e s  h e r m i t i q u e s  à n  v a r i a b 3 es

S o i t  A un  o p é r a t e u r  h e r m i t iq u o ,  c ’ e s t  à d i r o  i d e n t i 

q u e  à son a s s o c ié  : A =  a *
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On on d é d u i t  un  g f o n c t i  o n n e ] 3 o b i 1 i  ne a i  r  g des é lé m e n ts  f

e t  g de ] ' e s p a c e  : ( f * A g )  =  ( A f . g )

e t  u n e  f o n c t i o n n e l l e  q u a d r a t iq u e  du 1 Té 1 é m e n t f  :

( f .A i)  =  ( A f . f )

q u i e s t  n é c e s s a ir e m e n t  un  nom bre r é e l ;  c e t t e  d e r n i è r e  f o n c 

t i o n n e l l e  e s t  u n e  fo rm e  honni t i q u e .  L o rs q u e  l ’ e s p a c e  de  

H i l b e r t  e n v is a g é  n ’ a q u ’ un  nom bre f i n i  n  de d im e n s io n s ,  on  

r e t r o u v e  é v id e m m e n t le s  fo rm e s  h e r m i t iq u e s  à n  v a r i a b l e s ;  

i l  e s t  b ie n  c o n n u , d e p u is  H o n n i t e ,  q u 'u n e  t e l l e  fo rm e  e s t  

r é d u c t i b l e  d f au  m o in s  u n e  m a n iè r e , à u n e  somme de n c a r r é s

( Dans c e t t e  é g a l i t é  nous d é s ig n o n s  p a r  u n e  mémo l e t t r e  un  

o p é r a t e u r  h e r m i t iq u e  e t  l a  fo rm e  h e r m i t iq u e  c o r r e s p o n d a n te ;  

n ou s fe r o n s  d e  même à 1 ’ a v e n i r ) .

A jo u to n s  q ue le s  o p é r a t e u r s  do p r o j e c t i o n  P.. s o n t
, «pKW,,. *

o r th o g o n a u x , e t  q u e  l e u r  somme se  r é d u i t  à l ’ o p é r a t e u r  i  — 

d e n t i t é  3  . I l  en r é s u l t e  sans p e in e  que l e s  o p é r a te u r s

S i  on i n t r o d u i t  l e s  n  o p é r a te u r s  de p r o j e c t i o n  P j  ( f  )

l e s  fo rm e s  h e rm i t iq u e s  c o r r e s p o n d a n te s  s o n t  r e s p e c t iv e m e n t  
I , 2
I ( f .  j  î I * â e s o r t e  q u ’ on p e u t  é c r i r e

a  = £ A i  P j

2 _ r  i (f. 4 > i > i 2 = i f i i 3
1=3

( f . A f )  *  A â| ( f  • <f l )  |

l e s  A  j  é t a n t  des n om bres r é e l s ,  l e s  n  é lé m e n ts  f o r 

m a n t u n  3 j7s tè m e  o r th o g o n a l  e t  n o r m a l ,  de t e l  1 e s o r t e  q ue
rSi ri

__ri
z __
i=a

F i f= f i '

V i

f . f l >
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X "3 — A — 51 ( 7 \ ~ ^ j )  P j  o t  _ P j /  ( A -  ^ . ) s o n t  i n v e r 

s e s  1 ’ u n  do ] ’ a u t r e  q u e l q u e  s o i t  ^  A - ;

Los re m a rq u e s  s u iv a n t e s  s o n t  e s s e n t i e l l e s  : su p p o so n s  

q u e  l ’ é lé m e n t  f  v a r i o  sous l a  c o n d i t i o n  fi f  j( = 3  ; l e s  

fo rm e s  h e rm i t iq u e s  P p r e n n e n t  des v a l e u r s  t o u jo u r s  p o s i -  ' 

t i v o s ,  q u i o n t  a l o r s  p o u r  somme 1 ’ u n i  t é , l a  fo rm e  h e rm i t i  -  

quo  A =<4 A P ̂  p re n d  donc u n e  v a l e u r  t o u jo u r s  c o m p r is e  e n 

t r e  l e  p lu s  g ra n d  o t  1 e p lu s  p e t i t  des n o m b res  >  , o t  

ces deux nom bres  e x trê m e s  s o n t  r e s p e c t iv e m e n t  é g a u x  au m a x i

mum e t  au m in im um  de 1 a fo rm o  A v a r i é e  sous l a  c o n d i t i o n

D ’ a p rè s  l e s  r e l a t i o n s  e n t r e  1 es o p e r a t e u r s  P j  , o n  

c o n s t a t e  f a c i l e m e n t  q u e  le s  o p é r a t e u r s  A , A3 , A3 e t c  

o n t  p o u r  e x p r e s s io n

■ |  = £ * 1 * 1  ; A3 = Z  ?» J P j ; -------- 5 /  = E  À J P j  ; ............

d é s ig n a n t  e n s u i t e  p a r  Jo ( A) ) l e  p o ly n o m e  à  c o e f f i c i e n t s  

r é  e l s

y  ( ?  ) S a 0 +  o 3^ t ------- +  r

e t  p o s a n t

b ( A ) =  a 3  +  s ,  A a Ar  ü  o 1 ............ r

on vo i  t  q u e  j *  (A ) =  p  ( ^  j  ) P . d e  là . ré  s u ]  t e  q ue 1 ’ é —

lé m e n t  f  d e  l ’ e s p a c e  v a r i a n t  s ou 8 l a  c o n d i t i o n  || f  (| =  1

l ’ e n s e m b le  des v a le u r s  p r i s e s  p a r  l a  fo rm e  h e rm i t i q u e  f? (A )

p o u r  to u s  ces  é lé m e n ts  e s t  c o m p r is  e n t r e  l e s  v a l e u r s  m axim a
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o t  m in im a  de l a  form e- A v a r i é e  dans le s  monies c o n d i t io n s .

b ) . -  Ré d u i t e s  s u c c e s s iv e s  d ’ u n o  fo r m e 

h e rm i t i c u e

S o i t ,  dans l ’ e s p a c e  de H i l b e r t  g é n é r a l ,  u n  s y s tè m e  

d ’ é lé m e n ts  c o o rd o n n é e  ( & < . )  , s y s tè m e  t o u jo u r s  supposé  

o r th o g o n a l  e t  n o rm a l .

L ’ o p é r a t e u r  i d e n t iq u e  3  e s t  d é f i n i  p a r  l e  s y s tè m e  ( L )

¿r — oC o i  . .

L e  n èrnG r é d u i t  B?n de 3  e s t  d é f i n i  p a r  l e  s y s tè m e  (L )  

s u i v a n t  :

n i  =  ° ^ i  î ( i  ^  n  ) % 6"n i  s  0  ; ( 1 >  n  )

Z  p e u t  c t r e  r j i r a r d é  comme o p é r a n t  dans l a  m u l t i p l i c i t é  — 
n

1 i  né a i r e  ( ^  1 ; ° ^ n ) î  s o n  d ornai no d es  v a l  c u rs  s c

r é d u i t  en o f f u t  à c o t t e  m u l t i p l i c i t é ,  e t  i l  t r a n ? f o n n e  de

l a  n'exile m a n iè r e  d eu x  é lé m e n ts  a y s u t  mono p r o j e c t i o n  s u r

c e t t e  m u l t i p l i c i t é  ; 3  se  r é d u i t  en f a i t  à ï  T o p é ra  t o u r  de

p r o j e c t i o n  s u r  1 a mul t i p l i c i t é  - f i n i e  - ( « < :  o t *  . . . . cV )
3 * -3  n

O b s o rv o n s  e n c o re  que 3n te n d  f o r t e m e n t  v e r s  3 .

S o i t  m a in t e n a n t  A u n  o p é r a t e u r  l i n é a i r e  b p rn é  a y a n t  

p o u r  s y s tè m e  ( L ) ,  p a r  r a p p o r t  aux é lé m e n ts  c o o rd o n n é s , 1 ’ on— 

s embl o d ’ é 1 émen t s  ( €T * ) . On d é f i n i t  d ’ abo rd  1 ’ opo r a  t o u r  

Bn a y a n t  p o u r  s y s tè m e  (L )

G"ni 85 ^i ï ( 1 “ n ) ; ^ n i = 0 '• ( 1 >  n )

jjr .
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I l  os t  c l a i r  q u e  Bn to n d  f o r t e m e n t  v e r s  A„ i l  a e n c o re  com

me d ornai n e  d es v a l  o u rs  1 e mul t5  p l  i  c i  té  ( =<  ̂ ; o( - ; . . . ■; c* n ) 

m a is  deux é lé m e n ts  a y a n t  même p r o j e c t i o n  s u r  c e t t e  m u l t i 

p l i c i t é  s o n t  t r a n s fo r m é s  d i f f é r e m m e n t ,  en g é n é r a l ,  p a r  

c * e s t  p o u rq u o i on  p re n d  p o u r  n®mG r é d u i t  de  A l ’ o p é r a t e u r

A^ =  B 3  * i l  o p è r e  "bien dans (o / i  î °<  p ; . . . ) e t  n n  n  v -i ^ n

p e u t  ê t r e  r e g a r d é  comme u n  o p é r a t e u r  d é f i n i  dans u n  e s p a c e

à n d im e n s io n s  , i l  te n d  f o r t e m e n t  v e r s  A p u is q u ’ i l  en e s t

a i n s i  de B„ e t  que 3  te n d  f o r t e m e n t  v e r s  3 .  xi n

S u p p o so n s  m a in te n a n t  A h e r m i t iq u o  , i l  en e s t  do  

même de A„ * On a i e  th é o rè m e  fo n d a m e n ta l s u i v a n t  :XX

Tiiw orèm o 1 . -  L ’ é lé m e n t  f  v a r i a n t  sous l a  c o n d i t io n
9 W a4 ifc '

¡I f Jj = 1  , l a  fo rm e  h e r m i t iq u o  A v a r i e  e n t r e  l e s

b o rn e s  m e t  ’ ’  , l a  fo rm e  h e rm i t i q u e  An  v a r i e  e n t r e  le s  

b o rn e s  mn e t  , j e  d is  q u e  m =  ^  Mn =  M

S o i t  en e f f e t  f n  l e  t r a n s fo r m é  do f  p a r  3  ; on a 
<70 __________ _n̂  _________

( f i  A f )  =  \  ( f . < *  ) ( g -  .t  ) = Y ~  (t.al, ) { <5- ,.t ) 
n /___ 1 n i  n  ¿___  i  n i  n

1 1  1 1

1 3  i l

m e t  H s o n t  donc l e s  b o rn e s  i n f é r i e u r e  e t  s u p é r ie u r e  n n
de  l a  fo rm e  h e r m i t iq u o  A quand f , de  n orm e u n i t é ,  v a r i e

d an s  l a  m u l t i p l i c i t é  ( ; o< ; . . .  ; « (  ) , ce  q u i p ro u v e
\ XI

n o t r e  a s s e r t i o n  .

aT3 “ n

n

i

( (6-

i

n
(f . M n>

B
n

3

f n i ) n i  *
-C

n

1

( n i fi!«■ f n
*i i f .n )

9 Wa4 (u
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C o n séq u en c e . -   ̂ t a n t  un p o ly n o m e  à co e f f  i  c i  e n ts

r é  o is  r  
J p  ( jo ) =  SQ ♦  Cij f> + ------- >1- a r  |0

on d é f i n i t  im m édj a te m o n t

iO (A )  =  qq3 4- o-j A 4 - . . . .  +  a^A

j o  (A n ) =  a QS +  a 3 An  +  . . .  +  a ^ A j

o t  i  3 e s t  c l a i r  q u e  jjo  ( An ) to n d  f o r t e m e n t  v e r s  (A ) .

O r ,  An p e u t  c t r o  cons i  dé ré  o comme u no  fo rm e  h e r m i t iq u e  

d ens u n  e s p a c e  à n  d im e n s io n s ,  donc l a  fo rm e  (A n ) p re n d  

p o u r  t o u t  é lé m e n t  f  d e  n o rm e u n i t é ,  u n e  v a l e u r  c o m p r is e  

e n t r e  l e  maximum e t  3 e m in im um  d e  -4o ( yv> ) d an s  3 * i n t e r 

v a l  3 e  ( m^ I I -  ) ; p a s s a n t  à l a  l i m i t e ,  on v o i t  que l ’ ensem 

b l e  des v a le u r s  d e  l a  fo rm e  (A )  , v a r i é e  sous l a  c o n d i 

t i o n  || f | (  =  1 , e s t  t o u t  e n t i e r  c o m p r is  e n t r e  le s  v a le u r s  

e x trê m e s  de ( tv  ) dans l ’ i n t e r v a l l e  ( m , I ï ) .

Nous avons é t a b l i  à p a r t i r  d ’ u n e  fo rm e  h e n n i t i q u e  A 

u n e  c o r r e s p o n d e n c e  e n t r e  l e s  p o ly n o m e s  Ja (A) ) e t  l e s  f o r -  

mes ( A) ;

1 ) . -  c e t t e  c o r r e s p o n d a n c e  e s t  d i s t r i b u t i v e  : au p o ly n o m e  

a l  J3l  ( | °  ) +  ag ^ ( p  ) c o r re s p o n d  l a  fo rm o  a^jo^ ( A) + 03)03 (A )  

3  ) . -  1 ’ ensem bl e des v a l  o u rs  p r i s e s  p a r  1 a fo rm e  j ?  (A )  , l a  

fo rm e  S é t a n t  é g a l e k l ’ u n i t é ,  e s t  c o m p r is  e n t r e  l e s  v a l e u r s  

e x trê m e s  d e j ?  ( ¡O ) d a n s  1 ’ i n t e r v a l l e  (m ;M ) .

3 ) . -  l a  c o r r e s p o n d a n c e  e s t  m u l t i p l i c a t i v e  : au  p r o d u i t  e f 

f e c t i f  d e  p o ly n o m e s  ; r W > j W >  c o r re s p o n d  l e  p r o d u i t

J p ( )

f *

F

j °
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symbol 3 qu g do formes (A) ')'*■> ( A) .J Cri

c ) . -  Extension do la  correspondanco

On p o u rra it facilem ent étendre 3a correspondance 

aux fonctions continues du paramètre k> ; 33 s u f f i r a i t  dT 

u t i l is e r  une su ite  de pol ynomes convergeant uniformément vers 

3a fonction; on o b tie n d ra it ainsi une su ite  uniformément 

convergente d’ opérateurs et de formes herni tiques . ITais 

pour 3 a su ite , i3 est i nd i sp ensab3 e dfétendre 3 a correspon

dance à certaines fonctions discontinues .

Nous prendrons une su ite  croissante de po3ynomes

f  3 > -  /■ 'x !  P 1 ------------- J° n ( r* > - .........

que3 que s o it fo dans 3 rinterva3 1e (m ïî) ; ces po2ynomes

étan t de plus bornés dans 3 eur ensemb3e sur cet in te rva3 ] e,

Dans ces conditions, pour m é M é M . 3a su ite  <:> ( to )1 J n' j
converge vers une fonction J) ( >̂ ) qui ne sera pas co n ti

nue en général . Prenons 3a su ite  côrrespondante de formes 

hermi tiques

jS jU )  ; jo 3 u )  ; .........T>;n U ) ; ____ I

¿a forme J-s j(A ) — Jo^(A) t ( i <£ j  ) correspond au polynome 

jp j (  p ) -  Jr» i ( /o ) qui est posi t i  f  dans 3 * in te rva l 1 e 

( m̂ M) , 3 a borne in fé rie u re  de ce polynome est donc p o s itiv e  

et d f après {Z ) , 3 a forme j ( A ) -  jo j ( A) prend une val eur
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p o s i t i v e  q u e ] que s o i t  l ’ é lé m e n t  de 3 ’ e s p a c e  p o u r  3 a q u e j on  

3 a  c a l c u l e  . C fest c e  q u e  nous e n te n d r o n s  quand nous d i r o n s  

q u e  l a  s u i t e  de fo rm e  (A )  e s t  c r o i s s a n t e .

De p lu s ,  l e s  n ( p  ) s o n t  "bornés d ans l e u r  ensem 

b l e  ; i l  e s t  c l a i r  , t o u jo u r s  d ’ a p rè s  ( 3 ) ,  q u ’ i l  en e s t  de  

même des v a le u r s  p r i s e s  p a r  le s  fo rm e s  j>  n { A) p o u r  u n  é l é 

m en t f  d é te r m in é  . S i  jl f  !| = 1  , l a  b o rn e  s u p é r ie u r e  des  

-p n ( :*.) c a lc u lé e s  p o u r  c e t  é lé m e n t ,  e s t  é g a le  à  c e l l e  des

^ ( N> ) . Dès l o r s  , q u e l q ue s o i t  1 ’ é lé m e n t  f  d e  l ’ e s p a c e ,\ J il f

c e  q u i p ré  cèd e  m o n tre  q ue l e s  v a l e u r s  d es fo rm e s  n ( A ) 

p o u r  c e t  é lé m e n t ,  o n t  u n e  l i m i t e  p o u r  n i n f i n i  ; l e  c o n s i 

d é r a t i o n  des v a le u r s  p r i s e s  p a r  ces  fo rm e s  p o u r  l ’ é lé m e n t  

f  +  g m o n tre  q u e  le s  f o n c t i  o n n o l3 es b i l i n é a i r e s  c o r r e s p o n 

d a n te s  o n t  des l i m i t e s  q u e l 3 q u e  s o i e n t  l e s  é lé m e n ts  f  e t  

g p o u r  l e s q u e ls  on  l e s  c a l c u l e ;  p a r  s u i t e  le s  o p é r a t e u r s

h e rm i t iq u e s  h  f  A ) fo r m e n t  u n e  s u i t e  f a ib le m e n t  c o n v e r g e n —
J  n

t e  v e r s  un  o p é r a t e u r  b o r n é ,  né ces  s a i  re m e n t  h e rm i t i q u e ,  B .

T h é o r ème 3 . -  L ’ o p é r a t e u r  l i m i t e  B n e  d épend  q u e  d e  l a  fo n c  — 

i  o ) e t  non  d e  l a  s u i t e  c r o i s s a n t e  de p o ly n o m e s  d o n t

e l l e  e s t  l a  l i m i t e  .

P 3us g é n é r a le m e n t ,  nous d é m o n tre ro n s  l e  r é s u l t a t  s u iv a n t : .

T h éo rè m e 3 . -  S o ie n t  d eu x  s u i t e s  c r o is s a n t e s  d e  p o ly n o m e s  

Jo n ( f’J ) Q r U *  ) t e n d a n t  r e s p e c t iv e m e n t  v e r s  le s

f o n c t io n s  jo ( p  ) e t  u ( p  ) "> su p p o so n s  de p lu s  que  
J  J  i

n

ii
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dans ( rn, M) on a it p  ( p' ) -  <j ( p  ) ; soient alors B la 1 imi- 

to faible des opérateursJo n(A) ot C la limite faible des 

opérateurs c/ ( A ) ; i e dis qu'entre les formes B et C on a 

l ’ inégalité B — C .

Choisissons en effet un indice i et un nombre positif 

£ ; considérons le pol ynomo -J i  ̂( fû ) - £  ; on peut trouver 

un indice j assez grand pour que y  . ( p )  ̂ >̂ ) - £ 

quel que soit dans ( m, lî} . Il su ffit pour le voir de 

considérer la suite d’ ensembles 3, : 30 ; ............ , sur les-a ^

quel s

5  3 ( p  ) -  j p  i  ( p  ) -  ^  ; g  à  ( p  ) -  J^> i  ( p  ) -  -  ; . . .

etc . . .

ces ensqiblos s ’ emboi tent; il existe un j assez grand pour 

que 3.= 0 , sinon la suite 3. se prolongeant indéfini- 
j « 

ment et étant formée d’ ensembles fermés, il  y aura i t un© 

val our h de b appartenant ù. te us les 3 ncur laquelle
r  © r j

»n aurai t

I  {P*>> - j ’ i (p o >  _ £

ce qui est impossible . L’ indice j étant ainsi choici, on 

aura pour tout élément de l ’ espace Cà ( A ) > J>  ̂( A ) - <£ 3 ; 

puis , faisant j in fin i, C > jo j (A) - £ 3 ; mais cela 

ayant lieu pour i et £ arbitraires, il en résulte 

G > B - £ 3 , puis C — B i

Je dis maintenant que B = C si -jp ( p ) = (p ) ; 

on a en effet simultanément Jo (p ) -  *•) ( p ) ; (p ) — J3(pl

i

3

r
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e t  d o n c  a u s s i B -  C ; C — B ; p a r  s u i t e  B =  C.

l a  c o r r e s p o n d a n c e  e s t  donc é te n d u e  aux f o n c t io n s  b c r -  

ne os 3 i m i t e s  de s u i t e s  c r o is s a n t e s  do poüynoraos ; on  3 f é ten d  

d e m6me aux f o n c t io n s  3 im i te s  de s u i t e s  d é c r o is s a n t e s  de  

po3ynom oo . P re n o n s  m a in t e n a n t  doux f o n c t io n s  (4) ) o t  

3  (¡o  ) du p r e m ie r  ty p e  ; p  ( ij ) +  a  ( p  ) e s t  e n c o r e  du  

p r e m ie r  t y p o ,  m o is  ( p  ) -  u  ( f j  ) n ' e s t  ni du p r e m ie r  ni 

du seco n d  . S i  r (  p  ) =  J *  ( ) -  Oj ( ) v on p o s e  p a r  d é 

f i n i t i o n  r(A) «  p  ( A) -  u (A )  ; 13 f c u t  m o n t r e r  q u e  c e t 

t e  c o n v e n t io n  e s t  l é g i t i m o ,  c * e s t  à  d i r e  q u e

( p  ) •  Cj C p  I   ̂ ** y  j  f p  ) e n t r a î n e

j » U )  - a  U )  - 9 3 <a) i

c ' e s t  b ie n  c 3 a i r ,  o o r  13 on r é s u l t e

J i  ( f j  ) +  ^  3 ( f> ) «  j y  2 f P  ) +  y  ( p  ) , 

où 3 ee d eu x  m em bres s o n t  du  p r e m ie r  ty p o  , âonc 

jo (A ) + c j 2 (A )  =  J ^ j U )  +  Q U )

e t
JO U )  - cj U )  =  j ’ j U )  - J j U )  .

O n u â u  d o m o  c o u p  n o n t r ô  q u e  3 a  c o r r o s p o n â a n c û  o s t  d j  s t r i t o l i — 

t i v e  .

C o n s ta to n s  m a in t e n a n t  q u e  3 a  p r o p r i é t é  ( 2 )  a e n c o re  

3 ie u  . P re n o n s  u n e  fo rm e  r ( A )  =  Jo (A )  -  J  (A )  , J j  ( j j  ) e t  

y  ) é t a n t  p a r  excm p3o  du p r e m ie r  t y p o .  Je  d is  q u e  3 f 

e n s o n b lo  d e s  va3 o u rs  do  3 a fc n n o  r (  A ) , v a r i é e  sous 3 a c o n -  

d i t i o n  Jj f  jj = 3  .  e s t  c o m p r is  e n t r e  3 e maximum e t  3 e n i n i -

r

> 3

/
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mun do r (  p  ) s u r  1* i n t e r v a l l e  (m ,L l) 4 S o i t  k ] c  n in im u n  

do r (  p )  d an s  c c t  i n t e r v a l l e ,  on  a r (  p  } — k  ou  

j a  ( p ) ^  ü ( p  ) +  k  , o t  dans l e s  d eu x  n om bres f i g u r e n t  

d es f o n c t io n s  du p r o n i e r  t y p e ,  i l  v i e n t  a l o r s  , d ’ a p rè s  l e  

th é o rè m e  3 ,  >b (A )  -  Q (A )  +  k  3  ou  r ( A )  — k  B ;
<-/ j

on m o n t r e r a i t  de n û n e  q u e  r (  A) -  K S , K d é s ig n a n t  l e

maximum de r (  p ) . D o n c . . .
i

Nous d é m o n tre ro n s  e n f i n  l e  th é o rè m e  s u iv a n t  :

T h é o rè m e  4 . -  L a  co r r e s p o n d  a n c e  e s t  m u l t i p l i c a t i v e  .

S o ie n t  jo ( p  ) e t  Lj ( p  ) d es  f o n c t io n s  du p r e m ie r  

t y p e ,  l i m i t e s  d e  s u i t e s  c r o is s a n t e s  de p o ly n o m e s  : -p { p  ) 

e t  tj' n ( p  ) .  Nous su p p o so n s  t o u t e s  ces  f o n c t io n s  p o s i t i v e s ,  

c e  q u i r e v i e n t  à l e u r  a j o u t e r  des c o n s ta n te s  c o n v e n a b le s  , 

C o n s id é ro n s  l a  s u i t e  c r o i s s a n t e ^  {p  ) Q n ( p  ) q u i te n d  

v e r s  p  ( p  ) (j  ( p  ) ; t o u t e s  ce s  f o n c t io n s  s o n t  du p r e m ie r  

t y p e ,  i l  l e u r  c o r r e s p o n d  donc d es  fo rm e s  h e rm i t iq u e s  

Jo Qj fn (A )  , (j ( A) . Je  d is  q u e  p o u r  n  i n f i n i ,  l ’ o p é r a t e u r  

n (-&) te n d  f a i b l e n e n t  v e r s  p  u  ( A ) .

S o i t  en  e f f e t  r (  p  ) u n  p o ly n o n e  t e l  q u e  r (  P > ' f  <r > ^ ( p> 

on  d é m o n tre  , comme p o u r  l e  th é o rè m e  3 ,  q u ’ on .p e u t  t r o u v e r  

u n  i n d i c e  n t e l  q u e  -Jo ( p  ) n  n ( p  ) >  r ( p  ) p o u r  t o u t e  

v a l e u r  p  de l ’ i n t e r v a l l e  (m ,M ) ; a l o r s  Jo a n (A )  > -  r ( A ) ;  

d ’ a i l l e u r s  l a  s u i t e  a  (A ) e s t  u n e  s u i t e  c r o is s a n t e  b o rn é e
J  J *

i l  en r é s u l t e ,  c o rn e  p lu s  h a u t ,  q ue l e s  opé r a t e u r s  ÿ><3 ( A ) 

t e n d e n t  f a ib le m e n t  v e r s  u n  o p é r a t e u r  h e m i  t i q u e  b o rn é  B , l a
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forme B est supérieure à 3a forme rf A) .

Prenons maintenant une suite croissante do polynonca 

tendant vers » por exemple 3 a suite

rn̂  p  ̂ ==,J':>n̂ Î:>̂ S n( p  ̂ î •* e rai sonnenent précèdent s’ 

applique aux polynomes rn( jo ) - 1/n ; et par suite

B > rn(A) - E/n , que] que soit 3 ’ indice n . Pour n in f i

ni , on a B — jo Cj ( A) . D’ autre part on a 

j p  (p ) r j n ( f i  ) < j» ((-■> ) Cjf (p ) 

par suito

W  g nu ) f j *  3 ™  
et pour n infin i B  ̂Joĉ (A) ; i l  on résulte que

E cj (a) .

Ceci étant bien vu, 3a démonstration s’ achève aisé

ment . la c  orrespondance étan t mu3 ti p 3 i c a ti ve pour 3 es po —

3 y nomes , on a Jo ~(A) ( j n( A) =j-o  ̂o n ( A ) ; et en prenant les 

limites faib3 es des deux membres, n restant fixe et n deve

nant in fin i, 13 vient sans difficulté  

f >  (A )  cj n ( / , )  = j>  ? n U )  .

3’ opérateur B est donc aussi la lim ite faib3e, pour n in f i 

ni des operateurs J> (A) j  n( A) , 3imite qui est évidemment 

J' (^) y (A) de sorte qu’ on a bi en jo  ( A) y ( A) =J :>Ÿ ^ ^ m 

la correspondance est mu3 tip3 i onti vo

( p  ) g
P >

J "
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d )« - 3 tude du apcctro

Soit uno fonction continue ( f° ) définie de -<*> 

à + oo , et qui soit dans (m,M) limite d'une suite de poly- 

nomea ; il lui correspond une certaine ferme j* (A).

Nous approximerons cette fonction per une fonction on esca

lier J ). Divisons pour celà l ’intervalle (-00 ;+oo )
. . V- .

en intervalles partiels I. * ' § k  P ^ '  k+1 dans lesquels 

l ’oscillation do Jo ( p  ) sera au plus égale à w  • p  ^ sera 

u n  nombre do 1 ’i nterval 1 e 1 .̂ et Jo t(l> ) sera égal à 

-Jo (jo j,) dans Ijj.. Introduisons encore les fonctions discon

tinues, ( p  ) égal es à l ’unité pour jo <  £ et nulles pour 

!-> = £ ; el 1 es sont aussi limites do suites croissantes 

de polynomes , il leur correspond dos opérateurs hermi ti

ques A^ I Comno on a

j=  '(r  > = L i ’ ([j k )-[J:>ïk+ 3 <p > >] *
k

i 1 vi en t

i i l  1 1  i l i i  [ A îk+3 - Ai k]  • 
k

d e pl us (|° î *"4^ f ( p  ) j ̂  10 qu cl qu e so i t p  , d onc

on a, entre formes, les inégalités suivantes :

-Co 3 ^ ( A) - p  ’ (A) — ou S
%/ v

Jo9 (A) donne donc une valeur approchée do Jo (A) à ^ 3

près; quand la limite supérieure d ’oscillation tend vers

zéro, io T ( A) tond faiblement vers -f» ( A) .
tJ tj

On écrira symboliquement

■ p r

ï - < r  >

(A ) donne donc u n e  v a l e u r  a p p ro c h é e  do jo  (A ) à  <jt*3

q u e l q ue s o i  t d onc

on a , e n t r e  fo r m e s , l e s  in & g a l i  té  s s u iv a n t e s  :

Co 3
J 5

(A ) T (A ) z. co B

p r è s ;  quand l a  l i m i t e  s u p é r ie u r e  d 1 o s c i 11 a t i  on to n d  v e r s

zé ro to n d  f a i b le m e n t  v o r sh
U

On é c r i r a  symbo 1 i  ou en o n t

T(A )
f

(A )  .
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/"■+op

Jr>  u >  =  J  ;

—oo

c o t t e  n o t a t i o n ,  a n a lo g u e  à  3 ’ i n t é g r a l e  do S t i e l j è s  a y a n t  u n  

s o n s  p r é c i s ,  d 1 a p rè s  co q u i p r é c è d e  , En p a r t i c u l i e r ,  on a ,  

à c a u s e  de l a  p r o p r i é t é  3  1 ’ i d e n t i t é  e n t r e  o p é r a t e u r s ,  p o u r  

p  ( p  > as 1 /  ( à  “  N> ) , /'4üo

J  . 1  J U Ü _  I
/ __ V

^  -o o  À -  5

v a l a b l e ,  à p r i o r i ,  s e u l ornent p o u r  A. c o n p le x o .  M¿'= i  s on p e u t  

r e m a r q u e r  q u e  A ^ e s t  n u l p o u r  5  ^  m , e t  q u ’ i l  s e  r é d u i t  

à  3  p o u r  S  > M ; d an s  l a  s o m m a tio n  q u i donno  f ( A ) ,  on p e u t  

é v id e m m e n t s u p p r im e r  3 es te rm e s  c o rre s p o n d  an t  aux i n t e r v a l  —

3 os I fc d ans l e s q u e ls  A ^  r e s t e  in d é p e n d a n t  de D  ; on p a s 

s a n t  à 3 ’ i n t é g r a l e  , on v o i t  q u ’ o l l o  s ’ é c r i t  a u s s i b ie n
/ M

, _ _  . „7 (  d A x 
( A s  - a ) =/ ----------£__

J  n  A  - B

e3 3e a donc e n c o r e  u n  s e n s  p o u r  À  r é e l  i n f é r i e u r  à  n  ou  

s u p é r ie u r  â  M . 3 1 1 e  a mûrn c o n c o re  u n  so n s  p o u r  t o u t e s  3 es  

va3 e u rs  de ?[ i n t é r i e u r e s  à  ( n;M) t e 3 1 es de p lu s  q u ’ i l  e x i s 

t o  des  in tu r v a ; ]  3 es I  e n t o u r a n t  A. , d a n s  le s q u e ls  A** r e s t o  

c o n s t a n t .  I l  y  a donc , dans l ’ i n t e r v a l l o  ( m, M ) un  onsem bl o 

d e  v a le u r s  do A. p o u r  3 e s q u e 3 3 e s  3a fo  r?nu3 o n ’ a p 3u s  de s e n s

Ces v a l o u rs  s o n t  t o i l e s  q u e , a u s s i  p e t i t  q u e  s o i t  £ . A t
5

n o  s o i t  p a s  c o n s t a n t  p o u r  A  -  £  <  |  71 +  £

T h é o rèm e 5 . -  L e s  v a le u r s  q u e  nous v e n o n s  de d é f i n i r  fo r m e n t

f ì d A.,S

( B à )
-2



II

u n  e n s e m b le  S q u i  s e  c o n fo n d  a v e c  l e  s p e c t r o  de  l ' o p é r a t e u r  

h e rm i t i  q u e  A 4

S o i t  u n e  to 3  3 o v a l  e u r ,  o t  d é s ig n o n s  p a r  

( A ~ £. ; A. +  £  ) 3 ' i n t o r v a 3 3 o o ù  A i  n ' e s t  p a s  c o n s t a n t .  

P o s o n s  e n c o re
i ]  i A  “ i  ^  L. ^  à -f- > }

5  <f> » > = j  , f
^  1 J  f  J  1 ( o  , o u  p A + £  )

On o

Cjr (A )  as Aa + £ -  Aa . £

q u i  n e  s 'a n n u l e  p a s  id e n t i q u e m e n t ,  i  3 e x i s t e  d o n c  u n  é lé m e n t  

f  do  3 'e s p a c e  t e l  qu o  s e n  t r a n s f o r m é  p a r  3 ' o p é r a t e u r  q  ( A) 

a i t  u n e  n o m e  n o n  nu3 3 o ;  s o i t  g  c e  t r a n s f o r m é  . 33' a i  3 3 o u r s  

) — Q ( f*  ) t o t  po  r  s u  i t o  ¿y ( A) y  (A )  — u ( a ) ; l e c a  r —
 ̂ /* *>• .J
r e  s c a l a i r e  i g . g  ) p o u t  d o n c  s ' o b t e n i r  on c a 3 c u 3 a n t  l a  v a 

l e u r  p r i s e  p a r  l a  f o m o  y  (A )  p o u r  1 'é lé m e n t  f ;  d o  p l u s ,  en 

a p p l 1 q u a n t  3 * ope  r a  t  c a r  y  ( A ) à g  , o n  d o i t  r o  t r o u v  o r  g .

P a r  s u i t e  , a p p l i q u e r  3 ' o p é r a t e u r  (A B -  A ) 3 à g  r e v i e n t  

à  l u i  a p p l i q u e r  l ' o p é r a t e u r  ( A S -  A ) 3 a  (A )  ; o r ,  l a  f o r 

me c o r r e s p o n d a n t  à. c e  d e m i  o r  o p é r a t e u r ,  c o r r e s p o n d  à. 3 a 

f o n c t i o n  ( A  -  p  )2  n  ( p  ) , q u i ,  d a n s  3 r i n t e r v a l  3 e 

 ̂ A » A + £  } r e s t e  i n f é r i e u r e  ô. £• ; a p p l iq u o n s  a l o r s

1 ' o p é r a t e u r  { \  E -  A ) à g  ; o n  o b t i o n t  u n  é lé m e n t  g '  , e t  

l e  c a r r é  s c a l a i r e  de  g» e s t  é g a l  à l a  v o l e u r  p r i s e  p a r  l a  

fo r m e  ( A 3  -  A) p o u r  3 'é  3én e u t  g  ; o n  o d o n c  

( g ’ . g M  =  (A  3  -  A ) 2  g  ^  ( g . g )

L.. - D . 1 5

5
A +£

f
A~¿L

0

3

1° <

3
>3 ,

* OU H * + ¿  )
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ou

! t ü l  < t  

l|g  il

S i  p e t i t  que s o i t  £ i3  e x i s t e  un  é 3 é m e n t g  do norm e non  

nu3 3 o , te 3  q ue c e 3 à  a i t  3 i e u .  13 en r é s u l t e  q u e  A e s t  uno  

va3 e u r  s i n g u 3 iè r e ,  s in o n ,  en e f f e t ,  S -  A ) ” 3 e x i s t e r a i t

e t  s e r a i t  u n  o p é r a t e u r  b o r n é ,  on  a u r a i t  g — (A  S —A) .g *  

p u is  a u s s i || g  |j ^  J î t j / g ’/j , e t  3e  q u o t i e n t  j! g» jj /  j jg j j  

s e r a i t  b o rn é  i n f é r i o u r e n o n t .  Donc . . .

L e  s p e c t r e  de 3 1o p é r a t e u r  h e r n i t i q u e  A e s t  donc f o r 

mé de n o m b res  r é e 3 s ,  i3  e s t  i n t é r i e u r  à 3 T i n t e r v a l  3 c ( m, M ) .

T h é o rèm e 6 . -  L es  n om b res  m e t  M a p p a r t i e n n e n t  a u  s p e c t r e .

S o i e n t ,  d an s  3 e  cas  c o n t r a i r e ,  mT e t  M f 3 es e x t r é 

m i t é s  du s p e c t r e  m < mT — ï£ f ¿L M .

A -  e s t  a l o r s  c o n s t a n t  p o u r  5 ^  m» e t  j  =  M* , on  

p eu t  é c r i r e
rii'+L

ÿ  ( A) =  j Jo ( ^  ) d A^

j
e t  en  p a r t i c u 3 i e r

rK' + L

3  =  j  a A j  ; A -  j  i, i  A % ■ I

n » -£ .  n ’ -£ . I

¿via i  s A ^ e s t ,  quand ^ c r o i t ,  u n e  fo rm e  n on  d é c r o is s a n t e ;  

p a r  s u i t e ,  de 3a  d é f i n i t i o n  p r é c i s e  des sym bo3es p r é c é d e n ts  

re  su 3 t e  3 es i n é g s 3 i t é s  e n t r e  fo rm e s

n T

'M*

- t

-f t
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(n*-£ ) 3 < A <  (M’ + £  ) 3 

d ’où, quel que soit £ positif

(m’- £  ) é n ; (M» +  6 ) ^ M

on Zi donc bi en

n ’ = n ; M» = M

Définition et étude du spectre ponctue]

Introduisons la fonction 

O ' (ju ) =  O ( p  ^ % ) ; ou = i ( j > = 1> )

qui est limite d ’une suite de polynomes . Il lui correspond 

u n  opérateur hermitiquo et une f o m e  h e m i  tique = 9,- (A) .

Dé finition On appelle spectre ponctuel l ’ensemble des 

valeurs ^ pour lesquelles Bi n ’est pas nu] .

Théorème 7 . — Le spectre ponctuel forme un ensemble dénon« 

brublo.

On c évidemment B v  — 0 , et quels que soient

£ > £> n * V ^  * • V •1 » .> 3 * •••• > j  n ’

Bs + Bj +  .... +  Be — 3 
*1 J Z 3 n

d ’où résulte l ’assertion.

Il est clair encore que

4  =  ; B | ,  B j s  = o  ( J  j  # | 3 )

f
De p l u s , p  O ç ( jvi ) = ¿j O-’ï (p  ) » et par suite

A B >  = Bç. A B*

on voit donc que

{ 3 - A) B ̂  = B , ( A  3 - A) = 0 (q uel au e soit/) )
A «
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P o r t o n s  a l o r s  d 'u n  é lé m e n t  f  d e  3 ' e s p e c e  e t  a p p l iq u o n s  l u i

1 ’ o p é r a t e u r  , s o i t  g =  f  ; a p p l iq u o n s  e n s u i t e  à

g 1 'o p é r a t e u r  A 3 " - -  » on t r o u v e  z é r o ,  don c

g  =  A g .

S i m a in t e n a n t  a p p a r t i e n t  a u  s p e c t r e  p o n c t u e l ,  i l  e x i s t e 

r a  u n  é lé m e n t  f  t e l  q u e  || g jj  n e  s o i t  p a s  n u l ,  ( c e c i  à  c a u s e

de B ~* =  B. ) e t  i l  e x i s t e r a  u n  é lé m e n t  g d e  1 'e s p a c e  ,
A A

n o n  n u l ,  s o l u t i o n  d e  l f é q u a t io n  hom ogène  

à  g  =  A g

/ l  e s t  u n e  v a l e u r  c a r a c t é r i s t i q u e  d e  l ’ o p é r a t e u r  A . I n v e r — 

s e m a i t ,  t o u t e  v a l e u r  c a r a c t é r i s t i q u e  a p p a r t i e n t  au 3 p e c t r e  

p o n c t u e l ;  s o i t ,  en  e f f e t ,  A u n  n o m b re  t e l  q u ’ i l  e x i s t e  u n  

é lé m e n t  d e  l ’ e s p a c e  , de  n orm e n o n  n u l l e ,  s o l u t i o n  de l ’ é 

q u a t io n  hom ogène / \  g  — A g  ; a p p l i q u e r  A à  g r e v i e n t  a i e  

m u l t i p l i e r  p a r  ; a p p l i q u e r  (A) à. g  r e v i e n t  à  l e  m u l t i 

p l i e r  p a r j o  ( r )  ) ; ( c ’ e s t  c l a i r  s i  jo  ( jo ) e s t  u n  p o ly n o m e  

u n  p a s s a g e  à. l a  l i m i t e  f a c i l e  m o n tr e  q u ’ i l  en e s t  de même 

p o u r  u n e  fo  ne t i o n  l i m i t e  d ’ u n e  s u i t e  d e  p o l y no mes ) . On v o î t  

d o n c  q u ’ a p p l i q u e r  B* à fi r e v i e n t  à l e  m u l t i p l i e r  p a r

( A  ) , c e  q u i d o n n e  z é r o  s i  r i  f1 5  o t  g  s i  A ;

d o n c  B% n ’ e s t  p a s  id e n t iq u e m e n t  n u l ,  e t  A a p p a r t i e n t  au  

s p e c t r e  p o n c tu e l  .

D ’où :

T h é o rè m e  8 . -  L e  s p e c t r e  p o n c tu e l  s e  c o n fo n d  a v e c  1 ’ ensem 

b l e  d e s  v a le u r s  c a r a c t é r i s t i q u e s  d e  l ’ o p é r a t e u r  A .

B A

A

A

Ba

A
?
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On a e n f i n  l o  th é o rè m e  s u i v a n t  :

T h é o rè m e  9 . -  L e  s p e c t r e  p o n c tu e l  f a i t  p a r t i e  du  s p e c t r e  d e  

f 
** •

In t r o d u is o n s  3a  f o n c t io n

( f j  ) =  i  : ( ^  -  i  > î ** 0 t l p  ) 

à l a q u e l l e  c o r re s p o n d  l a  fo rm e  aJ- • i l  e s t  c l a i r  quo  

B j =  a T  “  A j , d T a i 11 e u rs

+ t  88 AJ = Ai  = A 3 “ ~ ~ AJ  - i j

de l à ,  on  d é d u i t  s a n s  p e in e  , en  f a i s s n t  £ =  0  

. 4- _ • _ « 4" a — a 4* — r
A y + o  "  ;‘s+o  i  I  “  i - o  "  | g  -o

( on s 'a p p u i e  i c i  s u r  l e  f a i t  q u e  A ^  e s t  s e n i  - c o n t in u e  i n 

f é r i e u r  en o n t ,  t a n d is  quo A» o s t  s e n i - c o n t in u e  s u p é r ie u r e -  

ù e n t ; c ' e s t  ce  q u 'o n  c o n s t a t e  s a n s  p e in e  on r e m o n ta n t  aux  

d é f i n i t i o n s ,  e t  on r e m a r q u a n t  q u e  lo r s q u 'u n e  s u i t e  d e  f o n c 

t i o n s  du p r e m ie r  t y p e ,  p a r  e x e m p le , te n d  on c r o i s s a n t  v e r s  

u n e  f o n c t io n  d u  mon e t y p e ,  l e s  o p é r a t e u r s  c o r r e s p o n d a n ts  t e n 

d e n t  f a i b le m e n t  v e r s  l ' o p é r a t e u r  q u i c o r r e s p o n d  à  l a  f o n c 

t i o n  l i m i t e  . Nous avo n s  r e n c o n t r é  in c id e m m e n t c e  r é s u l t a t  

on d é m o n tr a n t  l e  th é o rè m e  4 ) .

De ces é g a l i t é s  r é s u l t e  q u e  A ^  e t  Ait s o n t  d es  f o n c * ,  

t i o n s  d is c o n t in u e s  de l a  v a r i a b l e  § , l e s  p o in t s  do d is c o n -  j 

t i n u i t é  é t a n t  ceu x  du s p e c t r e  p o n c t u e l ,  l a  d i s c o n t i n u i t é  on 

ces  p o in t s  é t a n t  é g a l o à  B ^ . C e la  s u f f i t  à  p r o u v e r  quo  l o

s p e c t r e  p o n c tu e l  a p p a r t i e n t  au  s p e c t r e  .
Quand on  r e t r a n c h e  1 o s p e c t r e  p o n c tu e l  du s p o c t r e ,

i l  r e s t e  un  e n s e m b le  a p p e lé  s p e c t r e  c o n t in u ,  e n s e m b le  q u i  
s e r a  é t u d ié  d an s  l a  p r o c h a in e  c o n fé r e n c e  .
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