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L e  m ém oi r e  d e  H e l l i n g e r  " N e u e  B e g r t in d u n g  d e r  T h é o r i e  

q u a d r a t i s c h e n  P o rm e n  v o n  u n e n d l i c h v i e l e n  V e r B n d e r l î c h e n ” 

p r é t e n d  m o i n s ,  com m e s o n  t i t r e  ]  ’ i n d i q u e ,  a p p o r t e r  d e s  r é 

s u l t a t s  n o u v e a u x  q u ’ u n  m o d e  n o u v e a u  d ’ e x p o s i t i o n ,  l i b é r é  d e  

1 ’ a l  g é b r i s m e  i n i t i a l  d e  E i l b e r t  e t  d e s  " c o n d i t i o n s  d e  c o n 

v e r g e n c e  c o m p l i q u é e s  a u x q u e l l e s  i l  c o n d u i t ” .

L e  p r e m i e r  e t  1 e  d e u x i è m e  c h a p i t r e  e n  s o n t  c o n s a c r é s  

r e s p e c t i v e m e n t  a u x  s p e c t r e s  d i s c o n t i n u  e t  c o n t i n u  d ’ u n e  f o r m e  

q u a d r a t i q u e  à  u n e  i n f i n i t é  d e  v a r i a b l e s  e t  à 1 a  r e c h e r c h e  

p o u r  c e t t e  f o r m e  d ’ u n e  r e p r é s e n t a t i o n  q u i  e n  m e t t e  e n  é v i 

d e n c e  t o u s  l e s  i n v a r i a n t s  o r t h o g o n a u x .  L e  r é s u l t a t  f o n d a m e n 

t a l  e s t  l e  s u i v a n t  :

T o u t e  f o r m e  q u a d r a t i q u e  ( h e n n i  t i q u o )  à  u n e  i n f i n i t é  

d e  v a r i a b l e s  p e u t  ê t r e  d é c o m p o s é e  e n  t r o i s  p a r t i e s  :

I e — U n e  som m e d e  c a r r é s  d e  f o r m e s  l i n é a i r e s  ( f o r m e s  h e r m i t i  — 

q u e s  s i m p l e s )  c o r r e s p o n d a n t  a u  s p e c t r e  d i s c o n t i n u  .

3 ° — U n e  somme d ’ i n t é g r a l e s  d o n t  l ’ é l é m e n t  d i f f é r e n t i e l  e s t  

u n e  f o r m e  q u a d r a t i q u o  o t  d o n t  l a  v a r i a b l e  d ’ i n t é g r a t i o n  p a r 

c o u r t  l e  s p e c t r e  c o n t i n u  .

3 ° -  U n e  f o r m e  q u a d r a t i q u o  q u i  n * a  p l u s  a u c u n  s p e c t r e  s a u f  

p e u t - ê t r e  l e  p o i n t  0 .

C e t t e  d e r n i è r e  f o r m e  s e  r é d u i t  d ’ a i l l e u r s  n é c e s s a i r e 

m e n t  à  O . C ’ e s t  c e  q u e  H e l l i n g e r  d é m o n t r e  d a n s  l e  d e r n i e r  

c h a p i t r e  d e  s o n  m é m o i r e  .  B i e n  q u e  c e  p o i n t  a i t  é t é  d é m o n t r é
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p a r  M . D e l s a r t o  d a n s  3o n  e x p o s é ,  i l  n e  me p a r a i t  p a s  i n u t i l e  

d e  d o n n e r  i c i  3 a  d é m o n s t r a t i o n  d e  H e l l i n g e r ,  i n t é r e s s a n t e  à  

p l u s  d ’u n  t i t r e  .

P l a n  d e  l ’ e x p o s é

I . -  E x i s t e n c e  d u  s p e c t r e .

I I . -  D é c o m p o s i t i o n  d ’u n e  f o r m e  r e l a t i v e m e n t  a u  s p e c t r e  p o n c 

t u e l  ; -  C a s  d ’u n e  f o r m e  c o m p l è t e m e n t  c o n t i n u e  .

I I I . -  D é c o m p o s i t i o n  r e l a t i v e  s u  s p e c t r e  c o n t i n u . -  S o l u t i o n s  

d i f f é r e n t i e l l e s  .

I . -  Sx i s t e n c e  d u  s p e c t r e  

I l  s ’ a g i  t  d e  d é m o n t r e r  l e  t h é o r è m e  s u i v a n t  :

T o u t e  f o r m e  h e r m i t i q u e  n o n  i d e n t i q u e m e n t  n u l l e  p o s s è d e  n é c e s 

s a i r e m e n t  u n  s p e c t r e  q u i  n e  p e u t  â e  r é d u i r e  a u  s e u l  p o i n t

i X  =  o .

La d é m o n s t r a t i o n  e s t  f o n d é e  s u r  3 ’ é t u d e  d e  1 ’ i n v e r s e  

K , d o  l a  f o r m e  (A -  E ) c o n s i d é r é e  comme f o n c t i o n  a n a l y t i q u e  

d o  l a  v a r i a b l e  c o m p le x e  "N) = A +  i

S o i t  d ’ a b o r d  u n  o p é r a t e u r  h e n n i  t i q u e  H . I>a c o n d i t i o n  

n é c e s s a i r e  e t  s u f f i s a n t e  d ’ e x i s t e n c e  d e  H e s t  q u e  j |H f | |  

r e s t e  b o r n é e  i n f é r i  e u r e m o n t  p o u r  | |  f  |l = 1  . (N o u s  d i r o n s  

p o u r  a b r é g e r  q u e  H e s t  u n  o p é r o t ^ u r  b o r n o  i n f é r i e u r e m e n t )  . 

Q ue c e t t e  c o n d i t i o n  e s t  n é c e s s a i r e  , e s t  à. p e u  p r è s



II.-3.- 3

é v i d e n t  a i  l ’ o n  T o u t  q u o  H-3  s o i t  u n  o p é r a t e u r  b o r n é .  O n 

p o u r r a  dé  a o n t r e r  q u * o l  1 ô e s t  s u f f i s a n t e  o n  em pl o T ^ n t  p a i r  

e x e m p le  l a  m é th o d e  d o  H i l b  . O n p o s o

e i  - ¿ - [ j 3 ”  ^  ( 3 - h ) 3

e t  l ’ o n  m o n t r e  q u ' i l  e s t  p o s s i b l e  d e  c h o i s i r  o< t e l  q u e  l e  

d é v e l o p p e m e n t  f o r m o l

o k f s  + lE-H) +  ( 3-H)2 + ----J

c o n v e r g e  u n i f o r m é m e n t  v e r s  u n  o p é r a t e u r  q u i  n ’ e s t  o u t r e  q u e  

l ’ i n v e r s e  c h e r c h é  . H " 3 a d m e t  é v i d e m m e n t  com m e b o r n e ,  l ’ i n 

v e r s e  d e  l a  b o r n e  i n f é r i e u r e  d e  H .

C e c i  p o s é ,  c o n s i d é r o n s  l ’ o p é r a t e u r  

3  =  (A  - ^ 3 )  (A  -  S) 3 )  =  (A  - X s ) 3  3

L ’ e x i s t e n c e  d e  e n t r a i n e  c e l l e  d o  IT, e t  r é c i p r o q u e m e n t

c a r  {A -* ^ f3 ) n ’ e s t  a u t r e  q u e  1 * a s s o c  i é d e  (A  — "9 3 )

O n a u r a  d ’ c i  1 1 e u r s  :

( ! )  K = (A  -  3 )  S - 1  =  (A  -  X 3 )  S - 1  +  i  S

(2) Mg =\/ Kg_]

O r ,  d ’ a p r è s  l e  t h é o r è m e  p r é c é d e n t  S e x i s t e  s i  S e s t  b o r n ô

i n f é r i  e u r e m e n t  . I l  e s t  i m m é d i a t  q u e  s i  ^  0 ,  o n  a  , p o u r

| | f | j  = 1  , i| S f  | |  ^  . D o n c  e n  t o u t  p o i n t  d u  p l a n  co m 

p l e x e  n o n  s u r  l ’ a x e  r é e l  K e x i s t e  , e t  l ’ o n  a

M-rr -  ^  ■ -K

O n v o i t  q u e  l o r s q u ’ o n  s ’ a p p r o c h e  d e  l ’ a x e  r é e l ,  s i  K p r é s e n 

t e  d e s  s i n g u l a r i t é s ,  c e  s e r o n t  o u  p l u s  d e s  s i n g u l a r i t é s  p o 

l a i r e s  .
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L e s  p o i n t s  d e  l ’ a x o  r é e l  s e r o n t  d e  d o u x  s o r t e s  :

I e -  C e u x  o n  l e s q u e l s  A -A  3  e s t  b o r n é  I n f é r i e u r o n q n t  . C e 

s o n t  d o s  p o i n t s  r é g u l i e r s  on  1 o s q u e l s  K e x i s t o  .

3 0 -  C e u x  p o u r  l e s q u e l s  A -  7\ 3  n ’ e s t  p . '; r  b o r n é  i n f é  r i  w r  o m o n t 

3 n  u n  t e l  p o i n t ,  K n ' o s i e t o  p a s  . C e s o n t  , p a r  d é f i n i t i o n ,  

l e s  p o in ts *  d u  s p o c t r o  . I l s  s o n t  t o u s ,  o n  l * a  v u ,  d o n s  1 i n 

t e r v a l l e  (ro.lî) ¿ o s  b o r n e s  d o  A . ( V o i r  D„, p .  14), C f e t t e  c i r— p  

c o n 3 t a n c o  p o u t  s e  p r o d u i r o  d o  d o u x  f a ç o n s  :

s )  a  - / \  3  s Te n n u i e  p o u r  u n  o e r t a i n  é l o m o n t  f  d o  

n o rm o  u n i t é ,  d e  l ’ e s p a c e  h i l b o r t i o n .  3 n  d ’ a u t r o s  t a r m e a ,  i l  

o x i s t o  u n e  s o l u t i o n  f i n i e  o t  n o n  n u l 1 e  d o  l ’ é q u a t i o n  

(£ ^ ) ( A - X 3  ) f = 0

b) A— X 3 n e  s  ■* a n n u l  o p o u r  a u c u n  é l é m e n t  d o  n o rm o  u — 

n i t i i   ̂ A ie  rr̂ o n  p o u r r .  t o u t  o u  m o i n s ,  é t a n t  d o n n e  o u n e  s u i t e  

é v a n o u i  s s a n t o  6 n  . t r o u v e r  u n e  s u i  t o  d ' é î é m o n t s  t o u s  d o

n o r n o  u n ?  t é  te *  s  q u o

[| ^  f n  1| & n

P o u r  é t u d i e r  l e s  s i n g u l a r i t é s  d o  K s u r  l * a x o  r é e l ,  i l

e s t  t o u t  i n d i q u é  d ' u t i l i s o r  1* i n t é g r a l ©  d o  C a u c h y  . R e m a r q u o n s

qu© l o  p o i n t  à  l ’ i n f i n i  ©st régulier ot quo K admot dons son

voi3inogo le développement

K ( * )  =, _js------v  ^ .....

( Co d é v e l o p p e m e n t  n o  d i f f è r e  p a s  d o  c e l u i  d o n n é  C , p .  1 9 ,  

m o is  com m e o n  a v a i t  p r i s  B a u  1 i  o u  d o  A — S> B * ü

f a u t  c h a n g e r  l e  s i g n o  © t c h a n g e r  \  o n  ^  ’ ) •
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y/*
Nous p re n d ro n s  comme c o n to u r  d ’ i n t é g r a t i o n  £> J e  segm ent do 

d r o i t e  J ^ =  Cto  >  0 , -  R A + R , e t  l e  d e m i-c e rc l e 

de c o n tro  0 e t  de ray o n  R, a i tu é  dans l e  d e m i-p la n  s u p é r ie u r  

R e s t  un nombre p o s i t i f  s u p é r ie u r  à j m | e t  j MJ .

""n. X* in t é g r a l  e

/  I \  X n * ] * *
___ r ____s s t  n u l l e  p u is q u ’ i l  n ’y a

m 0 M
aucune s i n g u l a r i t é  à l ’ i n t é 

r i e u r .  L ’ i n t é g r a l e  l e  lo n g  

du d c m i-c e rc lo  e s t  l o  d e m i- ré s id u  du p o in t  à l ’ i n f i n i ,  s o i t  

i TT B . Bn s é p a r a n t  l a  p a r t i e  r é e l l e  o t  l a  p a r t i e  im a g in a i 

r e ,  p u is  f a i s a n t  te n d re  vt. v e r s  0 , on o b t i e n t  a isé m e n t
/ ï-K

(A -  A 3) S~3 d A = 0

-R

r + R
P g g  \ s"3 d X  =TT s

r  J -  R

e t  comma cos r é s u l t a t s  no d ép en d a n t p a s  do R p ou rvu  que 

-R — m M — +R , on p e u t  é c r i r e

3Æ

< 3) £ î ï ô ]  ^  S - J a \  =  TT 3  

P osons v

f
Lim. (jus’“3 d X = G* ( \  )
r = o  J  r

m

3 e form e herrni t i q u e  5* ( \  ; f  ) , fo rn iée avec c e t  o p é r a te u r
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e s t  u n e  f o n c t i o n  n o n - d é c r o i s s a n t e  d e  X . 32 3 e  n e  p e u t  d f a i l 

l e u r s  r e s t e r  c o n s t a n t e  d a n s  (m ,M ) p u i s q u e  

<5 ( M ;f )  -  e  i a j f )  »

33 j e  n ’ e s t  d ’ a i3  3 e u r s  p a s  f o r c é m e n t  c o n t i n u e  . S e s  a c c r o i s 

s e m e n t s  p o u r r o n t  d o n c  3 e  p r o d u i r e ,  s o i t  c o n t i n û m e n t ,  s o i t  

p a r  s a u t s  . I l s  s e  p r o d u i r o n t  é v i d e m n e n t  a u  p a s s a g e  d ’ u n e  

s i n g u l a r i t é  d e  E , c ’ e s t  à  d i r e  d 'u n e  v a ]  e u r  s p e c t r a l e .  ( S ’ i l  

3 ’ a g i  t  d ’u n e  v a ]  e u r  s p e c t r a l e  i s o l é e  e l l e  p r o d u i r a  s u r  3  ( A ) 

u n e  d i s c o n t i n u i t é  é g a l e  a u  d e m i - r t s *  6 u  r c 3 a t i f  à  c e t t e  v a l e u r  

On v o i t  d o n c  co m m en t l a  f o rm e  p o u r r a  s e r v . r  à  d é c e l e r  c e s  

v a l e u r s  s i n g u l i è r e s  e t  co m m en t 3 e  f a i t  qu-’ e3 3 e  n o  p e u t  r e s 

t e r  p a r t o u t  c o n s t a n t e ,  p r o u v e  l a  n é c e s s i t é  d o  l ’ e x i s t e n c e  d e  

c e s  v a 3 c u r s  .

13 y  a p  1 u s  :

I n  né g r c  n s  s u r  l e  s e g m e n t  = C °  }  0 ,  ^  q X Z. X ̂  

l a  r o l a t î o v i

(A -  $ S ) K (V  ) = 3  

q u i  d é f i n i t  l ’ i n v e r s e  Y. , p u i s  f a i s o n s  t e n d r e  v e r s  0 .
■v -

13 v i e n d r a  a p r è s  r é d u c t i o n

r 1
(S ) A ( A 2 ; f )  - v 5 (  > 0 ;jC) j  -  j  A  d G  { A ; f )  = 0

j  O

q u e l  q u e  s o i t  f  e t  q u e l  q u e  s o i t  l ’ i n t e r v a l l e  ( X  » A } )

S i  a u  p o i n t  X 0  €T ( X  , f ) a  u n e  d i s c o n t i n u i t é  

n o n  i d e n t i q u e m e n t  n u l  3 o



II.-3 .- 7

Û . Ç  ( * 0 ;f) = û<5p<î(X0 ) *p

3 » é q u a t i o n  (S )  d e v i e n t

( S  ) A l\& - A  À S -  -  0
' -j ' o

c o  q u i  r c v i  o n t  à  d i r e  q u o

y~ G . A  <3~ - X 0 û  = 0p<=< C^q • °  p q«>-

q u e 3  a  q u e  s o i e n t  p  e t  q .

O r  i  3 y  e d a n s  3 e  t a b l  e a u  j A S ’^  q  t  a u  m o in s  u n e  3 i g n e  d ’ é 

l é m e n t s  n o n  t o u s  n u i s  ; c e t t e  3 i £?n e  f o u r n i t  u n e  s o 3 u t i o n  

n o n  n u i  3 e  d o  l ’ é q u a t i o n  ( £  X )

\  a p p a r t i e n t  o u  s p e c t r e  d i s c o n t i n u .

3 n  p a r t i  cu3  i  e r , 3 i c  e3 a  a 1 i  e u  p o u r  ,X — 0 , 1 ’ é  q u a  t  i  o u  

{s  ) m o n t r e  q u e  3 e  s a u t  c o r r e s p o n d a n t  A  o  e s t  n u l  . A i n s i  

d o n c  , s i  e n  a u c u n  p o i n t  a u t r e  q u e  A  = 0  , n e  s u b i t  d e  

d i s c o n t i n u i  t é  , i l  y  a u r a  n é c e s s a i r e m e n t  a u  m o in s  u n  i n t e r -

v a 3  3 o ( X  . X  ) d a n s  3 e o u e 3  (5 c r o i t  c o n t i n û m e n t  . S o i t  
o j

u n  p o i n t  de cet intervo33e ot A X un accroissement très petit 

do X ; o n  a u r a  si potit que soit A X : /  X +AX

(32 ) A fe( X+t>\ ,f) - ^  ( 7\ , f Q  - j A d f f O . f )  = o

A

c e  q u e  3 To n  p o u r r a  t r a d u i r e  sym bo3  i q u e m e n t  p a r

A d v<â ( A  j f )  d CT ( X • f  ) = 0
À A

C  n ’ é t a n t  p a s  c o n s t a n t e  p o u r  l a  v a l  e u r  X  , 1 a  f o r m e

d  G  ( X ; f )  -  ¿ Z  d G" ( A ) x  x
A pq

n ’ o s t  p a s  i d e n t i q u e m e n t  nu3  3 o  ; e l l e  o ou  m o in s  u n o  1 i g n o



I I . - 3 , -  8

d o  c o e f f i c i e n t s  n o n  i d e n t i q u e m e n t  n u ]  3 e  ; o n  p e u t  d i r e  q u e

c o t t e  l i g n e  f o u r n i t  d s n s  l ’ i n t e r v a l l e  i n f i n i m e n t  p e t i t

( A  » ) u n o  s o l u t i o n  i n f i n i m e n t  p e t i t ©  d o  l ’ é q u a t i o n

(& A ) .

C ’ e s t  c e  q u ’ o n  a p p e l l e r a  u n e  s o l u t i o n  d i f f é r e n t i e l l e .

À  a p p a r t i e n t  a ]  o r s  a u  s p e c t r e  c o n t i n u  .

R oraa rq  u e  . -  S i  3 ’ o n  f a i t  A 0 =Tn . A ] =  M d a n s  ( S )  , i l  v i e n t

CVL
n A = Ad(J (A;f)

Jm

E n  c o m p o s a n t  c e t t e  r e 3 e t i o n  a v e c  ( D.  , p . Tô )

/ ' I l  

A -  j §  d

o n  v o i t  q u e  2 a  f e r m e  ( ) \  ; f )  n e  s e  d i s t i n g u e  p a s  e s s e n -  

t i o l l e m e n b  d e  3 s  f o r m e  A y i n t r o d u i t e  p a r  Ri  e s  s .
S

1 1 . “  Ué c o n p o s i  t l o n  d ’ u n e  f o r m e  

r o 3 a t i  v e n e n t  a u  s p e c t r e  p o n c t u e l  . -  F o r m e s  h e r m i  t i q u e s

c o p p 1 é b e m o n t  c o n t i n u e s

S i  (j? e s t  u n e  s o 3 u t i o n  n o n  n u l l e  d o

( O  . ) (A -  A 3 } f  =  0
A 0  o

c ’ e s t  à  d i r e  3 i

¿  f o  -  X£f o  =  0  | i p o | |  *  0



II. - E . - 9

3 c f o n c t i o n n e l l e  3 i n é  a i  r o  ( f . ( 0  ) e s t  a p p e l é e  u n e  f o r m e
T °  , -------

c a r s o t é r i  s  t i  q u e  d e  A r e l a t i v e  à  "X O n p e u t  é v i d e m m e n t ,  v u
------------------ ------------------------------ ti-O

3 '• h o - a o g é n J  :l t é  d o  (S  ) s u p p o s e r  i \ i ü  ji =  3 .
1 <* T  o li

L e  f o r m e  h e r m i  t i q u e

d é r i v e  d o  3 ^ o p é r a t e u r

=  f  - ( î -  f  o  )
O J O¿4 /h

q u i  e s t  u n  o p é r a t e u r  d e  p r o j e c t i o n  p u i s q u e  (p  =  U- . ( V o i r  

C . p . 5  e t  s u i v a n t e s )  . N o u s  a p p e l  3 e r o n s  e n  a b r é g é  u n e  t e l  1 e  

f o r m e ,  u n e  f o r m e  h e r m i  t i  q u o  s i m p l e . 3 1 1 e  g é n é r a l i s e  l e  c a r r é  

d ' u n e  f o r m e  l i n é a i r e  n c r i é e  .

O n a  d é m o n t r é  ( D . p . 17  ) q u ' à  t o u t e  v o l e u r  A  j  d u  s p e c 

t r e  p o n c t u e l  , o n  p e u t  a t t a c h e r  u n o  f o r m e  

B a =  A ( 0 )  -  A ( 7 \ . -  0 )

t  c l  1 e  q u o

ri? =  B . ; B B = 0  ; ( A  - A  { B ) B =  0  
* i  i  ^  i  ^1

( c e t t e  f o r m e  e s t  à  u n  f a c t e u r  c o n s t a n t  p r è s  A d u  p r é c é 

d e n t  p a r a g r a p h e ) .

L a  p r e m i è r e  r e l a t i o n  p r o u v e  q u e  B e s t  u n  o p é r a t e u r
^ i

d e  p r o j e c t i o n  . A p o e l  o n s  3 a  m u 3 t i p l i c i t é  s u r  3 a q u e 3  3 e
*i

13 p r o j e t t e ,  c ' e s t  à. d i r e  l ’ e n s e m b l e  d e s  é l é m e n t s

=  B A f  i  A j

3 o r s q u e  f  p a r c o u r t  t o u t  l ' e s p a c e  h i l b e r t i e n

L a  d e u x i è m e  r e l a t i o n  m o n t r e  q u o  o t  3 î^ C  ^ s o n t

Ai

( f . v f V ( T 7 7 F ~ )  
T  °



II.-3.- 10

c o m p l è t e m e n t  o r t h o g o n a l  e s  .

L a  t r o i s i è m e  r e l a t i o n  m o n t r o  q u e  t o u t  é l é m e n t  g ,

e s t  u n e  s o l u t i o n  d e  l ’ é q u a t i o n

( £ \  ) (A  -  A 3 ) g  =  0
A j 2

c ’ e s t  à  d i r e  q u e  t o u t e  f o n c t i  o n n e l  1 o  ( f . g j )  o s t  u n e  f o r m e  

c a r a c t é r i s t i q u e  d e  A r e l a t i v e  à  A .

O n  p e i s t t  ( B . p 5 )  r a p p o r t e r  & u n e  f a m i l l e  1 ^ 1 , k }

d ’ é l é m e n t s  o r t h o g o n a u x  e t  n o r m e s  p r i s  d o n s  c e t t e  v a r i é t é .

l ’ o p é r a t e u r  s e r a  l a  so m m e  d e s  o p é r a t e u r s  o r t h o g o n a u x
i

d e u x  à  d e u x  ( C . p  7 e t  s u i v a n t e s )

p i  ,-k  =  ' i  i  , k  ( f  - o  i , k *  

e t  o n  a u r a  :

B =  ^¡r P l >k

A i n s i  l a  f o r m e  B ^  e s t  d é c o m p o s é e  e n  u n e  so m m e  d e  f o r m e s
i

h e r m i t i q u e s  s i m p l e s  .

L e s  o p é r a t e u r s  p ^  ^  , p ^  ^  r e l a t i f s  à  d e u x  m u l t i p l i 

c i t é s  3 o n t  c i f t h o g o n a u x  p u i s q u e  c e s  m u l t i p l i c i -  

* 3
t e s  s o n t  c o m p l è t e m e n t  o r t h o g o n a l e s

S i  l ’ o n  s e  r e p o r t e  ( D . t > . l 6 )  à  l a  r e l a t i o n  
/  M M

A  =  A d A x  =  ¿ Z  \  \ A ( A . + 0 )  - A (  A - 0 )  I +  I A  d  A ’
J  i 2 *- 1 1 J  J A
m m

>  M

=  A  B . +  \  A d  A ’ 
i 1 *i * 

m

d a n s  l a q u e l l e  A ’ e s t  u n e  f o n c t i o n  c o n t i n u e  d e  A  » o n  v o i t
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q u e  1 ’ o n  p o u r r a  é c r i r e

(D ) A = V ~  ?\ i H  p ,  ^  +  A»
Z _ _  1 k

L a  f o r m e  A* n 'a d m e t  p l u s  d e  s p e c t r e  p o n c t u e l  e n  d e h o r s  d u  

p o i n t  0 ;  e n  c e  p o i n t  e l l e  a d m e t  com m e f o r m e  c a r a c t é r i s t i q u e

P  =  Z Z  p A k 
i , k  1 ’ K

e n  e f f e t

A f Z I P i f k  =  A * 2 l B ^ i  =  ¿— (A -  X 1 B) B ^  = 0  

C n  v o i t  du  m êm e c o u p  q u e

a p = T  Ai Pi J  i £ .  Pi,k I + A ’p = Pi,k 
_i,k J L i,fc J i,k

e n  s o r t e  q u e  l ’ o n  p e u t  é c r i r e  

A =  A P  +  A '

L a  r e l a t i o n  ( D) d o n n e  l a  d é c o m p o s i t i o n  e n  f o r m e s  s i m p l e s  d e  

c e  q u i  d a n s  A c o r r e s p o n d  a u  s p e c t r e  p o n c t u e l  . I l  r e s t e r a  d a n s  

l e  p a r a g r a p h e  s u i v a n t  à  d é c o m p o s e r  A T d ’ u n e  f a ç o n  a n a l o g u e .

I l  p e u t  a r r i v e r  d ’ a i l l e u r s  q u e  A ’ s o i t  n u l .  C ’ e s t  e n  

p a r t i c u l i e r  c e  q u i  s e  p a s s e  s i  A e s t  c o m p l è t e m e n t  c o n t i n u e ,  

c ’ e s t  à. d i r e  s i  l ’ o p é r a t e u r  A t r a n s f o r m e  t o u t e  s u i t e  f a i b l e 

m e n t  c o n v e r g e n t e  e n  u n e  s u i t e  f o r t e m e n t  c o n v e r g e n t e

S i  A e s t  c o m p l è t e m e n t  c o n t i n u e ,  i l  e n  e s t  d e  m êm e d e  

A p  e t  p a r  s u i t e  d e  A ’ =  A -  A P .

O r ,  A T p o u r  n e  p a s  ê t r e  i d e n t i q u e m e n t  n u l  d o i t  a v o i r ,  e n  d e 

h o r s  d e  A =  0 ,  u n  s p e c t r e  q u i  p a r  h y p o t h è s e  n ’ e s t  p a s  p o n c 

t u e l  . I l  e x i s t e  d o n c  u n e  v a l e u r  0  0  o t  u n e  s u i t e  d ’ é l é 

m e n t s  n o r m é s  f  , t e l s  q u o
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Il fn - A ofn I k ^ n

c ’ o s t  à  d i r e  t e l s  q u e  A , f n  “  ^ o f n  " te n d e  f o r t e m e n t  v e r s

z é r o .  De ] a  s u i t e  f n  n o u s  p o u r r o n s  ( p u i s q u ’ i l  e x i s t e  u n

p r i n c i p e  d e  B o lz e n o  —W o i e r s t r o s s  p o u r  l e  c o n v e r g e n c e  f a i b l e )

e x t r a i r e  u n e  s u i t e  f a i b l e m o n t  c o n v e r g e n t e  f  ; s o i t  f  a a
X1k

l i m i t o  ; A* v a  c o n v e r g e r  f o r t e m e n t  v e r s  A ’ f ,  c e  q u i
k

a v e c  l a  c o n v e r g e n c e  f o r t e  d o  A ’ f n  -  A c f n . v e r s  z é r o ,  e n -
1C K-

t r a î n e  l a  c o n v e r g e n c e  f o r t o  d e  f _  v e r s  f .  A l o r s  f  e s t  a u s -
•“ k

s i  n o rm é  e t  l ’ o n  a à  l a  l i m i t o

A » f  -  À c f  =  0  || f  H =  1

c e  q u i  e s t  i m p o s s i b 3 o  p u i s q u e  p\ n e  f e l t  p a s  p a r t i e  d u

sp  o c t r e  p o n c t u e 3  . D onc A ’ e s t  i d e n t i q u e m e n t  n u 3 1 o  .

A i n s i  A =  Afg P j  jj-
i

l e s  X  i  n o  s o n t  d ’ a i l l e u r s  p a s  q u e l c o n q u e s  . l e s  ^  i  k  c o n 3 “  

t i t u e n t  e n  e f f e t  d ’ a p r è s  l e u r  c o n s t r u c t i o n  u n e  s u i t e  o r t h o 

g o n a l  e  o t  n o r m é e ,  i i s  o n t  p a r  c o n s é q u e n t  0  com me p o i n t  d ’ a c 

c u m u l a t i o n  f a i b l e  u n i q u e  ; a l o r s  l e s  A ^  t e n d e n t  v e r s  

z é r o  e n  n o rm e  :

U *  *i,kl\=ll *i 1 , . * »  - > * — >  °

l e s  A  s ’ a c c u m u l e n t  d o n c  v e r s  0 ,  c e  q u i  e n t r a î n e  é v id e m m e n t  
i

q u ’à  c h a q u e  A * n o c o r r e s p o n d  q u ’ u n  n o m b re  f i n i  d o  p* u.1  ̂f ̂

I l  e s t  b i e n  e n t e n d u  q u e  c e t t e  d é m o n s t r a t i o n  n ’ e s t  

v a l a b l e  q u e  p o u r  l e s  f o r m e s  c o m p l è t e m e n t  c o n t i n u e s  h e r m i  t l  — 

q u e s  . D ons l e  c o s  g é n é r a l  o ù  A f  A , l a  d é m o n s t r a t i o n  e s t
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b e a u c o u p  p l u s  c o m p l i q u é e  .

I I I . -  S p  o c  t r  o_ d i s c o n t i n u  

S o l u t i o n s  d i f f é r e n t i e l l e s

I l  n o u s  r e s t e  à  f a i  r e  1 » é t u d e  d » u n e  f o r m e  t e l l e  q u o  

A» , f o r m e  n» a y a n t  p a s  d o  s p e c t r e  p o n c t u e l  o n  d e h o r s  d e  

\  =  o  C T o s  t  d o n c  u n e  f o r m o  t e l  l o  q u o  1 » é q u a t i o n  

(£ ^ ) (A - à  2) f = O

n » o i t  p o u r  a u c u n e  v a l e u r  A ^  0  d o  s o l u t i o n  à  n o r n e  f i n i e .  

H i l b e r t  a d o n n é  l e  p r e m i e r  u n  e s e m p lo  d 'u n o  t e l l e  f o rm o  ; 

c » e s  t  l a  f o r m o  q u a d r a t i q u e

X =  +  * • • • +  x n - l x n  +  • • • •

P o u r  c o t t o  f o r m e ,  1 7é q u a t i o n  o *  é q u i v a u t  a u  s y s t è m e

( -rè~ - A xj = 0

\  ...........

1 -^~(xp-3 + xp+;) ) -P\ xp = 0

13 e s t  a i s é  d o  v o i r  q u e  s i  j A ^  ^  3 , o n  o «,n\
r -  2  ^

o n  s o r t e  q u o  Xp n o  p e u t  c o n v e r g e r  .

S i  a u  c o n t r a i  r e ,  | A  J  ^  3 , o n  p o u t  p o s e r  s in r u 3 t a n é n o n t

A =  c o s  t  , x ,  = c s i n  t  . 13 v i e n t  a 3 o r s

x_. =  c  s i n  p t  h*
> 2  9

A3 o r s  ¿— x “ = c  2__ sin"*  p t  n e  c o n v e r g e  p a s  n o n  p  J u s .
P

•! *1 3îî  A f̂rJ •—* t-J 'J

x>

° 1*1 p
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13 n ’ y  a d o n c  p a 3  d o  s p e c t r e  p o n c t u e 3  .

P a r  c o n t r e ,  p o u r  j / \ |  ^ 3
r -T  1
r \  a
p  1 J x  d t  c o n v e r g e  o u e ï  q u e  s o i t  t ,  e n

-'o P J
s o r t e  q u e  3 T o n  p e u t  c o n s i d é r e r  s i  A  t  e s t  t r è s  p e t i t ,  3 e s  

/ * t + A t
J x p  d t  com me s a t i s f a i s a n t  s e n s i b 3 e r a e n t  à  3 ’ é q u a t i o n

C \ t{ ç, ) d a n s  3 aq u e 3  3 e  A = c o s  t .
A

On d i r a  sjambo 3 i q u e m e n t  q u e  3 e s  x  d t  s o n t  3 e s  c o o r d o n n é e s
P

d 'u n e  s o 3 u t i  o n  d i  f  fé r e n t i  e3 3 e d f  , d e  3 ' é o u a t i o n  (<_, . ) p o u r  

3 a v a l  o u r  A =  a r c  c o s  t  .

On a v u  à  3 a  f i n  d u  p a r a g r a p h e  3 q u e  p o u r  t o u t e  v a -  

3 e u r  d e  A. a p p a r t e n a n t  a u  s p e c t r e ,  3 ’ é q u a t i o n  (G  \  ) a  u n e  

s o l u t i o n  f i n i e  o u  u n e  s o 3 u t i o n  d i  f  f é  r e n t i  e3 3 o . L e s  s o 3 u t i o n s  

f i n i e s  c o r r o p p o n d a n t  a u  s p e c t r e  d i s c o n t i n u ,  3 e s  s o 3 u t i  o n s  

d i f  f é  r e n t i  e3 3 e s  c o r r e s p o n d r o n t  a u  s p e c t r e  c o n t i n u  . De p l u s ,

3 e c u n e s  comme 3 e s  a u t r e s  s  o t r o u T o ^ o n t ,  comme 3 * a  r e m a r q u é  

B o l s a r t e ,  e n g e n d r é e s  p a r  3 e s  v a r i a t i o n s  , s o i e n t  d i s c o n t i 

n u e s ,  so  i  o n t  c o n t i n u e s  , d e  3 a f o r m e  g é n é r a t r i c e  (ET ( , x )

o u  c e  q u i  r e v i e n t  a u  mémo d e  l a  f o rm o  A d o  R i e s z  L a  d é  -
A

c o m p o s i t i o n  d ’ u n e  f o r m e  a y a n t  s e u l e m e n t  u n  s p e c t r e  d i s c o n t i 

n u  s e r a  a n o 3 o g u o  à  l a  d é c o m p o s i t i o n  f a i t e  p 3 u s  h a u t ,  e n  f o r 

m es h e r m i t i q u e s  s im p 3  e s ,  s e u l e m e n t  3 ’ é c h e 3  3 e  d e s  A é t a n t  

i c i  c o n t i n u e ,  l a  s o m m a t io n  d é n o m b r a b l o  p a r  r a p p o r t  a u x  i ,  

s e r a  r c m p 3 a c é e  p a r  u n e  s o m m a t io n  c o n t i n u e  , c ’ e s t  à  d i r e  

p a r  u n e  i n t é g r a t i o n  p a r  r a p p o r t  à  \  , L a s o m m a t io n  p a r  r a p —
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p o r t  à 1 ’ in d îco  k r e s ter a  ou con tra ire  dénombrabl o..

S o i t  d é f in i  pour tou t  A un élément ( A ) t e l  quo

pour des va leurs  quelconques ot n - , on a i t

^1 r  ■*

A T Cf f Ä j  ) - 1?  ( > < , ) }  -  *  *  <f  ( * ) = 0

■Je
Nous dirons symboliquement que» quel que s o i t  A » d t p  s a 

t i s f a i t  à Inéquation

( £ )  a i »  ( A )  -  A a f ( A  ) = c

Ko us raisonnerons pour i o i r e  plus  v i t e  e t  plus i n t u i t i f  sur

3 es di f  fé renti  ©1 i ea , Il va sans d ire  que ces rai sonnocients

peuvent; ê t r e  rendus rigoureux ( Tofr  Hell inger^ p#S4Q-£58)^

Cn a, en premier l i e u ,  3i  A e t  A sont deux va—
] 2

l e u r s  quelconques

A d -  A d <p ( ) = 0

A d t p  ( í \ 2 ) -  a cp C A 2 ) = o

Bn mu3tip3iont sca l  airemont l a  première équation par 

d tp ( A g ) , o t  3 a deuxième par d vp { ?\ 3 ) • on retranchant
x

membre à membre ot tenant courte de ce quo A = A » 1 3  

v i e n t

[ d c p i A - j ) -  dcp ( à 2 7 = 0

S o ien t  maintenant deux interva]  ] og 1̂  e t  Ij> . 3n 3 os dé

composant on i n t e r v a l l e s  t r è s  p e t i t s ,  puis  passant à 3a l i 

mite (comme pour d é f in ir  une in té g r a le )  13 v ie n t  :
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( Î \ 1 (p . û 3 ¿p ) = 3 im. . S  i

i
/\ et , b - ayant des aigni fi c ition s évidentes, et 3 a
*— i  u  2

sommation étant effectuée sur ceux des interva] les  partie ls  

qui appartiennent à la fo is  à I-j ot Ig. C<3 n’est pas dimi

nuer 3a généra3ité que de supposer (p (0) — 0 , (Ç  n*étant

défin ie quTâ une constante ad i l  tive  près . A3 ors si jwu — A

[ ( p ( A ) . f ( r >] = [ o ^ r ^ -  = [ ^ , A ) *o^'f(Ail

puisque j es in tsrvall es 0 , )[ ot À,K> n’ont pos de parti e 

commune . Ainsi

i  ^  ( r\ ) . ( p  ( i^-) J  =  IJp ( A ) . Cp ( ^  ) J  =  £j) ^  ̂ s i  p - ^

On on t i r o  Gisement

i A  tf ( r> ) . &  CD ( A  fl =  &  <p ( A )
L 3 ' 2 T J 3.3 °

où e s t ] ’accroissement subi par (v dans 3a p a rti e
3,2

commune à I-, e t Ig .

3n p a r t ic u l ie r

[ A < p ( A > .  =  A  ( p o i A  )

3 es accroisseconts étant tous pris d 7-11 s 3 e même i n t e r v a l l e .  

Considérons alors 3 s forme 3 iné oi ro

=  : -----û  <P ( A , f  ) =  I f à J Î Â ^ J r -  • f  ]
\jt^ Q 1 x  ) L  J

ce tte  forme est normé e dT après ce oui précède .

Si maintenant on diviêe l Tinterva33e (m,M) en in ter- 

vol 1 es parti e3 s très p e tits  Ij , 3 os formes hermi tiques 

co rresponûantes

l \  'S/ (M* ) 1 
O ,ML. I \ J

( * > ]

£ ( s , < ? • $
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A i Ç t a  • * >

' { ~ W oT a1

f  o rraon t  u n  s y s t è m o  o r t h o g o n a l  o t  n o rm ó  pour* 2 oquoH  , <3 T a p r è s  

3 T i n é g a l  i t ô  d g B o s s o 3

y ~  Í 4 i  5 : ( ; ì  1 5 1 . * A l  ÿ  ¿  B

i  A i  9 ® ^  >

S i  1 To n  p a s s  o à  l e  l i m i t o  coram e p o u r  u n o  i n t e g r a t i o n ,  o n  s o  

t r o v a v o  d a n s  1 e s  c o n d i  f c io n s  o ù  1 e  p r e m i  e ^  m em b ro  t o n d  v e r s  

u n o  i n t e g r a i  e  d o  H gj l i n g o r  ( V o i  r  A . p  . 1 7  )

f  M  L f .  $  Í  A  ; í ) - d 9  i  A  , * ) !

'- 'm  d  o  ( A  )

S i  ]  ’ o n  r e t - r a n c h o  d o  A T 1 T i n t é g r a l  o

.L? î  ( ^  ; * )  , d  ip ( A ; f

d <p ( / \  ) 
r o

o n  o b t i e n t  u n s  n o u v e l l e  f o r m o  p o u r  l a q u e l l e  ( î )  ( s \  ) n T e n — 

g e n d r e  p l u s  d e  à o l u t i o n a  d i f f é r e n t i e l l e s  . 3 n  r o c o m m o n ç o n t  

o n  m e t t r a  f i n a l  o m o n t  A 1 s o u s  l o  f o r m e

_  f “  Ea $  k ' ( >■» ; f > ; f  0

A ’ =  A "  + X  \ A  ~  ~ T d ) ~ < k ' r > ( A )
k 1 ■¿m  °

o ù  A” n e  p o s s è d e  p l u s  a u c u n  s p e c t r e  s a u f  p e u t - ê t r e  A =  0 .  

C e t t e  f o r m e  e s t  n é c e s s a i r e m e n t  i n d e n t i  q u e m e n t  n u l l e  . A i n s i

^  T\ T

- P »
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toute forme hôraj ti quo A pout s'écriro

s—  . N—  A ; * > • *<? fc . (Â ;*>1
A i ^  P i . fc +  X L  A -“ T i r “ “ - --------------------

i fc»J dsi (A)
w m v o

3 T an3Üogi c entre 3 es deux sortôs de termes obtenus étant 

dTai33eurs assez claire pour quTil soit inutile dTy insis

ter p3us longuement .
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