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I. - Rappe3s

On a vu que, R représentant un opérateur hermi tique 

"borné, on peut 3 e représenter symbo3 iquement sous 3 a forme 

d ’une i nté^ral e de S tl e.i t-1 ed
n -hoo

(3 ) R M  d F
_ Q O

où 3 es F y forment une f ami 3 3 e de projecteurs avec 3 es pro

priétés suivantes

} 3 ) Si ^ T — À  , F. » ^ F.> f\ A
) 2 ) Si a 4- A 3im F = Fv
> o A-̂ /Vo À Ao

3) F , e s t  éga3 à 0 pour -Oo < A <. m , <5ga3 à 1 pour  A
M  < X < 4-00.

La formule (l) signifie que, f étant une fonction

quel conque, on a

U )
i'~ '+ C O

(Rf, f) = I f ,f )

OQ

3 T 3ntégra] e é tant une intégral e de Stieitjes prise par rap

port à 3a fonction monotone (.?» f , f ) . On en déduit facilement
». -A- co

(3 » ) r

(Rf.g) = J A d(Fx f,g) 
oo

Ceci suggère nature] ] ement de considérer P» comme une fonc

tion monotone e3 3 e—même, mais dont 3a va] our serait un opéra

teur , et 3 T i ntégral e (3 ) comme une véritable intégra3 e de 

Sti e3 ties. Autrement dit, nous définirons d'abord une fonc —
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ta on d ’interva]3e I de 3e manière suivante : si I est 3 ’in-

terva3 3 e - À  <C A , nous ^oserons F T = P - ts» Cette
°   3 'o

fonction est compî&teaent adâitive, nous admettrons que 3 ’on 

peut 3 a prolonger de manière à obtenir une mesure gêné ra3 isée 

et q u ’on peut d3 fini r 3 es intégra3es par rapport à cette m e 

sure : 3 a f ormul e (3) rep ré sen fcera alors 3 ’une de ces inté - 

gra3es .

Les cal eu3 s que nous ferons se ¿ustifient, en atten

dant que 3 a théorie sur 3 aouel 3 e nous nous appuyons soit cora- 

p3ètement édifiée, on 3 es transcri vant à chaque fois en ca3 - 

cu3 s faits sur* des intégral es de Stieltjes ordinaires au 

moyen des formul es (3) et (3*).

II.- les opérateurs normaux .

On appel 3 e norma3 un opérateur A borné oui est per- 

mutât1 e avec son associé A

A étant un opérateur ho rné quelconque, 3 es formules

R = f  ( A 4- A *  ) s (A - A* )

définissent des opérateurs h e m i  tiques :
s* 4- Oo

R = J  X d 
-  oo

4-00

s = J A a

- OO

Si A est normal, R et S sont permutables . Donc F oui est
A

fonction de R , est permutable avec G.̂_. qui est fonction de 

S.
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. Considérons ( \ , jjO ) corane des coordonnées dans un 

....__  p]an, et dans ce plan, un rectangle demi -

¡
ouvert de cotés parallèles aux axes. Soient

I, I' les intervalles projections dos côtés

sur cas axes . Posons

ï E = F G
H I IT

F_ et G , étant p ermutabl es, c'est un projecteur. Ce projec

teur est défini dans la famille f~J | des rectangles à demi- 

ouverts, et y consti tue, comme on le voit s ans peine, une 

fonction complètement additive. Nous admettrons encore que 

cette fonction se laisse prolonger en une mesure généralisée

qui permet de définir des intégrales
r
j p( A •t*' ) dE .

E n ’est autre que le produit des mesures généralisées F,G.

la mesure E permet d T exprimer maintenant R et 3 avec 

le même élément différentiel :

R = C X  dE 3 = J  dH

les intégral es étant étendues à tout le plan, ou au moins à 

un rectangl e assez grand . On en déduit

( 3 )  A = i ( A + i i u u ) d E * = j  (A -i p  ) d E

et on peut considérer que ces formules donnent la représenta

tion spectrale des opérateurs bornés normaux

III. - Cas des opérât eurs unitaires.

Un opé rateur' uni taire est un opérateur pour lequel
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U U — XJ U = 3 . 13 e s t  d o n c  n o  r  ma 3 . R e p r é  s e n t o n s  * 3 e p a r  

d e s  f  ormu3 e s  t e 3  3 e s  q u e  ( 3 ) .  3 n  é c r i v e n t  q u e  II U = 3 ,  33 

v i  e n t
a 3

( X  -f-M«»' — 3 ) dK — 0

y 7
S o i  t  1L u n  e n s  ecib 3 e o u v e r t  à  d i s t a n c e  f i n i e  d u  c e r c 3 e

3 2 <L_ i°
X + ^  - 3 = 0 .  H/g- dfi e s t  u n  o p é r a t e u r  d e  p r o j e c 

t i o n .  S u p p o s o n s - 3 e  d i f f é r e n t  d e  0  e t  p r e n o n s  u n e  f o n c t i o n  

f  7̂  0 t e 3  3 e q u e  E ^  f  =  f  . Donc  (3 -  ) f  =  0 ;  p a r  s u i t e  

s i  V  e s t  u n  e n a e r ab ]  g  s a n s  p o i n t  com u n  a v e c  TL, EL^ f  =  0  ( o n  

v e r t u  d e  3 ’ a d d i t i v i t é  d e  H) Donc

o = j { X 3+ru2 -3 ) d(Bf.f) =t (̂ 2+(üu3_n) a(Hf ,f)

v  V  X

O r ,  d a n s  TX, A 4- ^  -3 r e s t e  c o m p r i s  e n t r e  d e u x  3 i m i t e s  d e  m ê 

me s i g n e .  On d o i t  d o n c  a v e i r

| f |  = ( H g f , f ) =  f  d ( H f , f ) =  o
J u

c e  q u i  c o n d u i t  à. u n e  c o n t r a d i c t i o n

13 r e  s u i t e  d e  3 à  q u e  j dH e s t  n u l  3 e  s u r  t o u t  e n s  cm— 

b 3 e  s a n s  p o i n t  commun a v e c  J1 . Comme I dE é t e n d u e  à  t o u t
r

3» e s p a c e  e s t  é g a i e  à  3 , o n  a  a u s s i  ( dH = 1
Jr

P r e n o n s  u n e  r e p r é s e n t a t i o n  p a r a m é t r i q u e  

A + = o2 ™? 0 - ^ - 3

d e  r  e t  s o i t  H«  3 a  m e s u r e - E  d o  1 1 a r c  0 — f5 ^  P d o  X"*.
• o © •

On p e u t  é c r i r e

u-r ̂ H f
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d a n s  c e t t e  f o r m u l e ,  l e s  Hp s o n t  d e s  p r o j e c t e u r s  s a t i s f a i s a n t  

a u x  c o n d i t i o n s  s u i v a n t e s  :

l)si 0 — f — ̂ » Ĥ > <= H ,

3) si . lim. B. -  Ep

'  ' ?-*Po f  " °
3) Ha= 1

1 7 .  -  P r o l  o n g e m e n t s

On s e  p r o p o s e  d Té t u d i e r  d o s  o p é r a t e u r s  h e r m i t i e u e s  

R n o n  b o r n é s ,  d o n c  q u i  n e  s o n t  p a s  d é f i n i s  p o u r  t o u t e s  l e s  

v a l e u r s  d e  l a  f o n c t i o n  f .  D a n s  c e s  c o n d i t i o n s ,  3 e  c h a mp  d e  

d é f i n i t i o n  d e  c e s  o p é r a t e u r s  v a  j o u e r  u n  r ô l e  f o n d a m e n t a l .

On d i t  q u e  R p r o l  o n g e  R s i ,  p o u r  t o u t e s  l e s  f o n c t i o n s  

f  p o u r  l e s q u e l l e s  R f  e s t  d é f i n i ,  R f  e s t  a u s s i  d é f i n i  e t  é g a l  

à  R f .

R e s t  d i t  f e r m é  s i ,  f  é t a n t  u n e  s u i t e  d ’ é l é m e n t s  d u------  * xi

c h a m p  d e  d é f i n i t i o n  d e  R,  l e s  c o n d i t i o n s  f n — >  f ,  R f n — > f *

e n t r a î n e n t  q u e  R f  e s t  d é f i n i  e t  é g a l  à  f  *.

On d é m o n t r e  s a n s  p e i n e  q u e  :

Un o p é r a t e u r  h e r m i t i o u e  R p o s s è d e  u n  p r o l o n g e m e n t  h e r m i -  

t i q u e  f  e rmé R m i n i m u m ,  c ’ e s t - à - d i r e  t e l  q u e  t o u t  p r o l o n g e m e n t  

h e r m i  t i Q \ ; e  f e r m é  d e  R s o i t  a u s s i  p r o l o n g e m e n t  d e  ]R.

R e r t  u n i v o q u e m e n t  d é t e r m i n é  p a r  R.  N o u s  s u p p o s e r o n s  

t o u j o u r s  d 5 n s  l e  s u i t e  q u e  l e s  o p é r a t e u r s  h e r m i t i q u e s  d o n t  

n o u s  p a r l e r o n s  s e r o n t  l i n é a i r e s  f e r m é s .  D ’ a u t r e  p a r t ,  l e s
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c h a m p s  d e  d é f i n i t i o n  s e r o n t  t o u j o u r s  s u p p o s é s  ( C f .  e x p o s é e )  

p a r t o u t  d e n s e s  d a n s  3 1 e s p a c e  d e  H i l b e r t

V . -  La  t r a n s f o r m a t i o n  d e  C a y l e y .

P l a ç o n s - n o u s  d » a b o r d  d a n s  u n  e s p a c e  à. un nombre fini 

d e  d i m e n s i o n s ,  e t  c o n s i d é r o n s  u n e  f o r m e  h e r m i  t i q u e  d o n t  le 

t a b l e a u  d e s  c o e f f i c i e n t s  e s t  u n e  m a t r i c e  A. S i  o n  f a i t  sur 

l e s  v a r i a b l e s  u n e  t r a n s f o r m a t i o n  l i n é a i r e ,  d é f i n i e  p a r  une 

m a t r i c e  U , l a  f o r m e  A s e  c h a n g e  e n  U A U* , où U ̂  e s t  l a  

m a t r i c e  a s s o c i é e  à. U o b t e n u e  e n  i n t e r v e r t i s s a n t  l i g n e s  e t  

c o l o n n e s  e t  e n  c h a n g e a n t  i  e n  -i. Il e s t  n a t u r e l l e m e n t  impor

t a n t  d e  c h e r c h e r  l e s  é q u i v a l e n c e s  d e  l a  f o r m e  a v e c  e l  1 e -me mo  

c  T o s  t - à  - d  i  r e  l e s  m a t r i c e s  U t e l l e s  q u e  

(1 î U A U *- A

C e t t e  é g a l i t é  d o n n e  d e s  é q u a t i o n s  d u  2 è m e  d e g r é  e n t r e  l e s  

c o e f f i c i e n t s  d e  U. a i  s  o n  p e u t  le t r a n s f o r m e r  e n  un p r o b l è 

me l i n é a i r e  d e  l a  m a n i è r e  s u i v a n t e  : d e  ( 1 )  o n  d é d u i t

( U+3 ) A U * = A ( 1 + U * )  ( ü+1 ) A = U A ( 1+U* )

D onc  s i  1 -U p o s s è d e  u n e  m a t r i c e  i n v e r s e .

-1 ± S _ A +A_ i± iZ Î  = 0
1 -U 1 -IT*

e t  e n  p o s a n t

(3) R = i -i±2—
1 - U

R A = A R"**

L.. avit e r m i n a t i o n  d e s  m a t r i c e s  H e s t  u n  p r o b l è m e  l i n é a i r e
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S i  A =  3 ,  l e s  m a t r i c e s  IT s o n t  l e s  m a t r i c e s  unitaires 

e t  l e s  m a t r i c e s  H s o n t  l e s  m a t r i c e s  h e r m i  tiques. Inversement 

1 a  f o r m u l  e

( 3 ) u  = -JL --JL
R +  i

p e r m e t  d ’ a s s o c i e r  à  t o u t e  m a t r i c e  h e r m i t i q u e  R une matrice 

u n i t a i r e  U,  c a r ,  d ’ a p r è s  l a  d é f i n i t i o n ,  u n e  m a t r i c e  h e n n i  t i  — 

q u e  n e  p e u t  e t r e  l e  p r o d u i t  d e  l a  m a t r i c e  unité p a r  un nombre 

n o n  r é  e l .

P a s s o n s  m a i n t e n a n t  a u  c e s  d ’ u n e  i n f i n i t é  de dimensions

l e s  m a t r i c e s  u n i t a i r e s  d e v i e n n e n t  l e s  o c e r e t o u r s  i  somé t r i  e u e s
■ ■ ■ i . . .  ■ ■ —---- - ■ ■ ■ i - f c .  ■■■

c ’ e s t - à - d i r e  l e s  o p é r a t e u r s  l i n é a i r e s  U t e l s  q u e  | U f |  =  | f |  . 

C e s  o p é r a t e u r s  s o n t  d o n c  b o r n é s .  Q u a n t  a u x  m a t r i c e s  h e r m i t i 

q u e s ,  e l l e s  s e  g é n é r a l i s e n t  p a r  l e s  o p é r a t e u r s  h e r m i  t i q u e s  

b o r n é s  o u  n o n .  La f o r m u l e  ( 3 )  v a  d o n c  p e r m e t t r e  d ’ é t u d i e r  

d e s  o p é r a t e u r s  n o n  b o r n é s  .

S o i t  d o n c  R u n  o p é r a t e u r  h e r m i  t i q u e  q u e l c o n q u e  et 

s o i t  OC s o n  d o m a i n e  d e  d é f i n i t i o n .  R +  i et R -  i appli

q u e n t  b i - u n i  v o q u  o r nen t  Ol s u r  d e s  variétés linéaires o  , cr .

33n e f f e t

| R f  +  i f  | =  | R f  -  i f |  = y 7 H f | 2 +  | f p  ï  0 s i  0

P a r  s u i t e  , s i  o n  p o s e  U ( R f  + i f )  =  R f  -  i f  , o n  d é f i n i t  u n  

o p é r a t e u r  l i n e a i  r o  f e r m é  d o n t  l e  d o m a i n e  d e  d é f i n i t i o n  e s t  

l e  champ d e  v a l e u r s  jP e t  q u i  e s t  i s o m é t r i q u e
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I n v e r s e m e n t ,  s o i t  U u n  o p é r a t e u r  i s o m é t r i q u e  f e r m é , 

d o n t  3o champ do d é f i n i t i o n  e s t o  . Nous s u p p o s e r o n s  d e  p3 u s  

q u e  3 T ens  einb 3 e iJL de s  -  ï ( 4p d a n s  t  ) e s t  p a r t o u t  d e n 

s e  . Dans c e s  c o n d i t i o n s ,  3 f é q u a t i  on = Uyp n T a p a s  do  s o -  

3 u t i o n  é 0 , c a r  on  a u r a i t ,  p o u r  Cp d a n s  :

{ 4 /  , <f - V f  ) = i 4 > ,«f ) -  (V  . « i f  ) = ( t y . i f  ) -  ) = 0

o t u ^  s e r a i t  o r t h o g o n a 3  e à  iJL . P a r  s u i t e ,  3 a f o r m u l e  

"R ( -U <0 ) =  i ^  + iUlû d é f i n i t  un  o p é r a t e u r  3 i n é a i r e  f e rmé  

d o n t  3 j  d o m a i n j  do d é f i n i t i o n  e s t  4JC . C e t  o p é r a t e u r  e s t  h e r m i  -  

t i q u e  : en e f f e t

(*( f  -y if î , y -y '4/ ) = i (<p +ucp , y  -ür cp ) = i (y tf t <p) - i(^>,yy)
q u i  s e  c h a n g e  en s o n  i m a g i n a i  r o  c o n j u g u é e  s i  on é c h a n g e  lp o t ù /  .

On r e m a r q u e r a  e n c o r e  q u e ,  O  é t a n t  d o m a i n e s  d e  d é f i 

n i t i o n  e t  d omsi n é s  dos  v a 3 e u r s  d 1 ope r a t e u r s  i s o m é t r i q u e s  f e r m é s  

s o n t  dos  v a r i é t é s  3 i né ai  ro.s f o r m é e s .

V I . -  O p é r a t e u r s  h y p e r max im au x

Comme on c o n n s i t  d é j à  3a t h é o r i e  d o s  o p é r a t e u r s  u n i t a i 

r e s  , 3a t r a n s f o r m a t i o n  do Csy3 0 .7  va p e r m e t t r e  d ’ é t u d i e r  3 e s  

o p e r a t e u r s  hormi  t i q u e s  R d o n t  3 es t r a n s f o r m é s  d e  Cay 3 ey U s o n t  

u n i t a i r e s  . S o i t  donc

y = f !l 03inf dH
J 0 f

o ù  3 es  H s o n t  d e s  o p é r a t e u r s  do p r o j e c t i o n  j o u i s s a n t  d e s  pro

p r i é t é s  i n d i q u é e s  p 3 u s  h a u t  » p a r c o u r a n t  t o u t e s  3 e s  f o n c t i o n s .
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3 ’ o n s  eoïb 3 o d e s  y  -  U y  d o i t  û t r o  p a r t o u t  d e n s e .  13 s u f f î t

p o u r  c j ] à  ç u e  TJtP =  ^  n ’ s i t  p a s  d o  s o 3 u t i o n  ^  0  ; En e f f e t  

s u p p o s o n s  q u ’ i3  e x i s t e  u n  v e c t e u r  V  o r t h o g o n a l  a u x  tp-XJvP :

o = ( y  , -y u> ) = ( V ) “ ( y  ,y  ip) = i u ^  tu4f ) -

= ( TJ ty  -  )

O r  ÏÏ a t a n t  u n i t a i r e ,  p a r c o u r t  t o u t e s  3 o s  f o n c t i o n s  d e  1 f e s 

p a c e  d e  î ï i 3b e r t .  D ’ o ù  =  0 . C e t t e  c o n d i t i o n  e s t  e n 

c o r e  é q u i v a l e n t e  à  3a  s u i v a n t e  : 3 n ’ a p p a r t i e n t  p a s  a u  s p e c 

t r e  p o n c t u e l  d e  U » o u  e n c o r e  : e s t  c o n t i n u  p o u r  ^  — 0 .

C e c i  p o s e , 3 e f o r m u l e  {3 ) , £ U c o n d u i t  à  é c r i r o  f o r -

me3 3 o rnen t
/ *  1 2 iTfc>

'■J ‘r?™r aaf
' S  n

P o u r  r e t r o u v e r  u n e  f o r m e  a n a l  o g u e  à  c e 3 3 e  d e s  o p é r a t e u r s  h  e r 

rai t i q u e s  b o r n é s ,  i l  e s t  commode d e  p o s e r  (° =  =  a r c c o t g  A

e t  F v =  E 3 c e  q u i  d o n n e  3 ’ o x o r e s s i o n  f o r m e l l e
A -  ~ a r c c o  t g  A

r + o o  

R =  J  A d P ^  

' S  -Co

C e p e n d a n t ,  o n  n* o b t i e n t  i c i  q u ’ u n e  e x p r e s s i o n  f o r m e l  3 c .

£ é t a n t  u h  n o m b r e  ^  0 , p o s o n s  R, =  .

P^ p r o j e t t e  3 ’ e s p a c e  d e  E i 3 b e r t  s u r  u n e  v a r i é t é  3 i n é a i r o  

y x t . p£  é t a n t  p e r m u t a b l e  a v e c  3 e s  H p , U e t  R d é f i n i s s e n t

d a n s  sH’fc'g c o n s i d é r é  comme e s p a c e  d e  E i 3 b e r t ,  d e s  o p é r a t e u r s

^  c*-u i  s o n t  t r a n s f o r m é s  d e  C a y l c y  l ’ u n  d e  l ’ a u t r e .  Xa 

f o  rmu3 o
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o

h* =J X ap̂
-OO

d é f i n i t  dons  un  o p é r a t e u r  h e r m i t i q u e  b o r n é  R .  d o n t
o ^ - _ 5

3o t r a n s f o r m é  do Gsj’3 ev ---- rr--------  e s t ,  en v e r t u  d e s  r è g l e s
R + i  .

^  ^
d e  ca]  c u j  s u r  3 e s  o p e r a t e u r s  b o r n e s ,  I L ,  . Donc,  R ^  =  R^

P r e n o n s  u n e  s u i t e  de  n o m b re s  £  —̂  0 . S o i t  <LP u n e
n  i

f o n c t i o n  quc3 c o n q u e , o t  Y n = Pg ĉ > . K^, é t a n t  c o n t i n u

p o u r  f  = 0 ,  on a 3 im. Lp = ^  , donc

3 im .  (<fn -U (j?n )=  Y - U y  , 3 im .  (<^>n+UY n ) = Cf + H

O r  e s t  dons  . Donc R (Y n - <pn ) =R e * n ( Y n ”ü  ^  

_____  ̂ i ( Cp +TJ <ÿ ) = R ( i f  - y  tf  ) .
¿JL.

Donc s i  n o u s  p o s o n s  f n  = ‘f n - ï ï t f n  • f  = <f ‘f  • R f n  

t o n d  v e r s  R f ,  o t  <> o

i * *  f n r _ >  i * , | -

’Ta i  s  /  ' - c t g  Tï ( 3 -  £  )

r *  *n= I X ar i
- C t g  tT£

^ - C t g -fri 1 - £  )

KM8- / *a*K*la
^-ctgTT &

l a  s e c o n d e  d e  c e s  i n t é g r a l e s  e s t  donc b o r n é o .  e t  on  a

J
.  eo

_ * >  x" 3 l * x f i3
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I n v e r s e m e n t ,  s u p p o s o n s  q u e ,  p o u r  u n e  f o n c t i o n  f ,

3 f i n t é g r a 3 e  p r é c é d e n t e  a o i t  c o n v e r g e n t e  . P o s o n s  f  =Pp f
n  c n

f  e s t  d a n s  M E , e t  e s t  d o n c  d e  3 a f o r m e  ^

p 3 u s , o n  c H f n  =  i  ( t ^ n+ U l P n ) , e t  q u a n d  n  -----¡Rfn |

e t  j f  | s o n t  b o r n é s  . 13 en résu] t e  q u e  J*fn  | r e s t e  b o r n é .

On p e u t  donc e x t r a i r e  d e  3c  s u i t e  ( Ci>n ) u n e  s u i t e  q u i  c o n 

v e r g e  f  o i b 3  e r a e n t  v  e r s  u n e  f o n c t i o n ^ »  . U tj? c o n v e r g e  a 3 o r s  

, e t  f n =  Y n **W y n  c o n v e r g e  f a i  b3 e m e n t  v e r s  ^  -Utp .

Donc  f  =  ^  -  XTlP a p p a r t i e n t  au  d o m a i n e  d e  d é f i n i t i o n  R.

D o n e ,  3 *opé r a  t e u  r  h y p  e r raax  i  ma 3 t r a n s f o r m é  d e  C a y 3 ey 

d ' u n  o p é r a t e u r  u n i t a i r e  U s e r e p r é s e n t e  p a r  u n e  f o r m u 3 e  d o

3 a f o r m o
r+oo 

R =  A d ï \  
- çp *

o ù  3 e s  s o n t  d e s  p r o j e c t i o n s  j o u i s s a n t  d e s  p r o p r i é t é s  s u i -  

v a n t e s  :

( 3 ’ 31 y  ~ X • lid - ÏX
\  2 ) s i  » j im.  F = p
J _______ f _____ X A o

I  Z )  3 im .  r = o , 3 i ra.  y -  3 .
V X -M3P X_ _ _ _ _ \  -> 4-00_ A_ _ _

VII.-  O p é r â t o u r s  ma x i m a u x .-  C o n d i t i o n  d Th y p e r m a x i m a 3 i t é

R e v e n o n s  à u n  o p é r a t e u r  h o r m i  t i q u e  f e r m é  R q u e l c o n 

q u e .  S o i e n t  U s o n  t r a n s f o r m é  d e  Caj73 e y ,  t  e t  &  3 e s  d o m a i n o s  

d e  d é f i n i t i o n  o t  d e s  va3  e u r s  d e  V . Ce s o n t  d e s  v a r i é t é s  l i -



II. - F. - 12

n é a i r o s  f e r m ó o s .

C o c í  p o s é ,  o n  v o i t  f a c i l e m e n t  q u e  l e  c o n d i t i o n  n é -  

c o s s o i r o  e t  s u f f i s a n t e  p o u r  q u ' u n  o p é r a t e u r  h e r m i t í q u o  R 

p r o l o n g e  H e s t  q u o  s o n  t r a n s f o r m é  d o  G e y l  ey  TJ p r o l o n g o  U.  

S u p p o s o n s  q u Ti l  on s o i t  a i n s i  : l e s  d o m a i n e s  d e  d é f i n i t i o n  

e t  d o s  v o l e u r s  d 3  Û  s o n t  d o s  v a r i é t é s  l i n é a i r e s  f o r m é e s

¿  ^  c o n t e n a n t  t . F . D o n c  E  F p e u v e n t  s e  m e t t r e  s o u s

l a  f o r m o  +  O   ̂ , 5* + oùE 1 , F 1 s o n t  r o s p e c t i v o -

m o n t  o r t h o g o n a l e s  à  . TJ é t a n t  i s o m é t r i q u e  c o n s e r -
•  £  <arv e  1 ' o r t h o g o n a l  i  t o  d o  d e u x  v e c t e u r s  e t  c h a n g o  C on w  ; i l  

d o i t  d o n c  a p p l i q u e r  h i  - u n i  v o  q u e m e n  t  ¿  s u r  ; p a r s u i t o

~C çl  ̂ ^
O  o t  o n t  l a  même d i m e n s i o n  ( f i n i e  o u  i n f i n i e ) .

I n v e r s e m e n t , s u p p o s o n s  q u ' o n  p u i s s e  t r o u v e r  d e u x  v a 

r i é t é s  l i n é a i r e s  f o r m é e s  C/ 3 » j d e  même d i m e n s i o n s  o r 

t h o g o n a l e s  r e s p e c t i v e m e n t  à  Q  ,  ^  . P r e n o n s  d a n s  C ] t  3 ^ ^  

d o s  s y s t è m e s  o r t h o g o n a u x  n o r m a u x  c o m p l e t s  (co  ,  (r> )
^  1 J  t  •  •  •  9 •  •  •  •

' V j ............ Ÿ V -  . )  o t  p o s o n s

v( z: oj cpji = xi «>i
c o t t o  f o r m u l e  d é f i n i t  d a n s  t .  u n  o p é r a t e u r  i s o m é t r i q u e  V

q u i  a p p l i q u o  M  - u n i  v o q u e m o n t  r \  s u r  rjr' L ' o p é r a t e u r  1 1 -
^ 2 a 3

n é a i r o  « g a i  à  U s u r  ç ,  , à  V s u r E 1 , o s t  i s o m é t r i q u e  e t

p r o l o n g e  U .

Dé f i  n i  t i  o n

ro teur  hermi t iq u e  R e s t  d i t  maximal s ' i l  ne peut c-  

-tro prolongé par aucun autre opérateur  hermi t i q u e .
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Xa c o n d i t io n  né c o s s e i r o  ot  su i  f i s  s u t  o pour  q u ' i l  on 

s o i t  a in s i  o s t  que l ’une dos v a r i é t é s  ¿,<3* s o i t  égal o à 

1 T espace de H i l b e r t  tou t  e n t i e r .  Car s i  cl l e s  so n t  to u te s  

doux d i f f é r e n t e s  d e X ,  ot s i  p a r  exemple, l a  v a r i é t é  C
f  n -

dos v ec te u r s  orthogonaux à C- e s t  de dimension au p3us éga 

l e  à l a  v a r i é t é  3*"" des v e c te u r s  orthogonaux à 3  , on peu t  

t r o u v e r  dans l a  d o r n i è r e  une v a r i é t é  do morne dimension que
£ £ —

C e t  p a r  s u i t e  p ro longe r  TJ dans + <Q = %/C ( cons idé-  
1 " ÿ  . ^

r a t i o n s  analogues s i  d i n v dira.  ̂ ; c ' e s t  a lo r s  3 e

domaine dos v a l e u r s  do U qui d ev ie n t  eg al à 0  )«

Do ne : un opé re t our  h ormi t i q u e  non maximal p eu t  e t ro

p jçni ongé p a r  un o p é ra te u r  m xi mal ,  o t  c e la_d ' un e j n f  i n i t é —d_e

rnani è res  ( à, cause de l ' i n d ô t e  rm in^.t ion d ans l e  ch o i x d es 8? 8

ternes orthogonaux Cp , ^  ) .

Supposons m ain tenan t  R m ar in a i .  Pour q u ' i l  s o i t  hy-
ir <ST"

p o rmax i .na! , i l  f a u t  e t  i l  s u f f i t  que o  e t  s o i e n t  tous

deux égaux à o Id  . Noumann ind ique  aour  c e l a  un c r i t è r e  indé 

pendant  de l a  co n d i t io n  do Ca 1 ey . 12 a p p e l l e  é3ement do 

prolongement f  de l ' o p é r a t e u r  hermi t iq u o  R une io n c t i  on x
■*r n - ,

t e l l e  q u ' i l  o x is to  uno f o n c t io n  f j o u i s s a n t  de l e  p r o p r i é 

té  su iv a n te  : pour to u te  fo n c t io n  g pour l a q u e l l e  Rg o s t  dé

f i  n i , on a

(f*\g) = (f.Rg)

Si f  e s t  un élémont de prolongement,  f  o s t  b ien  déterminé 

p or  *3 a donnée de f .
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C e c i  p o s é ,  s i  ^  ( f , f  ) = 0 , o n  v o i t  f c c i ]  e m e n t  

qu  T 3 1 e x i s t e  u n  o p é r a t e u r  h e r m i  t i  q u e  p r o l o n g e a n t  R e t  d é f i 

n i  p o u r ' f .  La v a l e u r  d e  c e t  o p é r a t e u r  p o u r  f  e s t  é v i d e m m e n t  
^  - 

f  . P a r  c o n t r e ,  u n  o po  r e t o u r  m a x i  ma 3 p e u t  e n c o r e  a v o i r  d e s  

é l é m e n t s  do  p r o J o n g o m a n t  f  m a i s  p o u r  l e s q u e l s  o n  a i t  

( f , f ^ ~ )  0 . Le  c o n d i t i o n  n é c e s s a i r e  e t  s u f f i s a n t e  d Th y p  e r 

rasi: i m s l  i  t é  e s t  q u  ■ i  1 n ” e n  a i e  p a s  . On v o i t  f a c i l e m e n t  q u e
f '  •y'

l a  c o n d i t i o n  e s t  n é c e s s a i r e  , S u p p o s o n s  p a r  e s e m p i  e C- =  ¿-'ty 
cj" } 0  . S o i t  f  u n e  f o n c t i o n  o r t h o g o n a l  c  à  3* . D onc 

( f  ,U j- ) = 0  q u e l q u e  s o  i  t  -p . D onc

C f , i (  <f +  TJ j  =? ( f , i  f  ) ( - i f , < p )  =  ( - i f ,

D onc  f  e s t  u n  é l é m e n t  d e  p r ò  1 ongom  on t  .

/ “i


