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N o t a t i o n s . -

H e s t  3 » e s p a c e  d e  H i l b e r t ;  f e t  g  s o n t  d e s  p o i n t s  d e  H 

A  e s t  u n e  v a r i a b l e  r é e l l e ,  q u i  v a r i e  d e  A =  -oc? à  A =  + 0«  

A  X ( A ) e s t  la v a r i a t i o n  q u e  s u b i t  X( X ) q u a n d  \  p a r c o u r t  

3 * i n t e r v a l l e  A  .

I - “ L e s  o p é r a t e u r s  s p e c t r a u x .

1 . -  D é f i n i t i o n  d » i n t é g r a l  e s  d e  S t i e Z t j e s  s y m b o l i q u e s .

S o i t  h (  X  ) u n  p o i n t  d e  H d é p e n d a n t  d e  A  ; a o i t o i  ) 

u n e  f o n c t i o n  c o n t e n u e  d e  A ; 8Vi ja ; >sons  q u e  1 » i n t é g r a l e  d e

S t i  e l  3 e e f '+ c o  .
J  ^  { X ) d (  h (  A ) , f )

e x i s t e  e t  s o i t  u n e  f o n c t i o n n e l l e  c o n t i n u e  d e  f  ; c e t t e  f o n c 

t i o n n e l l e  e i t  <Iu t y p e  ( g , f ) ;  n o u s  d é s i g n e r o n s  a l o r s  g  p a r  l e

s  y  ffioo 2 a f*  ÔtO
J « ¿ ( X )  d a{ A )

'■ i  OÖ

I l  n e  f a u t  p a s  v o i r  f s n s  c e t t e  é c r i t u r e  u n e  i n t é g r a l e  d e

S t i e i j e s ,  c a r j |W ( A ) (• ld à( A )||
- 'ie

d i v e r g e  e n  g é n é r a l .

Ré  c i p r o q u e m e n t
Ç  + « 0
J <* { A ) a h{ A ) r e p r é s e n t e r a  u n

p o i n t  d e  H t e l  q u o  1 » i d e n t i t é  s u i v a n t e  a i t  l i e u  :
/* + Ô P  ^  y SX + 0 0  x

( Î )  J oi ( X ) a / h (  ^  ) , f  1 «[  oC ( A ) a h( -A ) ,  f  J

2 . -  D é f i n i t i o n  d o s  o p é r a t e u r s  s p e c t r a u x .

Un opérateur 0  ( A ; e s t  d i t  s p e c t r a l  q u a n d  il p r é -
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s e n t e  l e s  c a r a c t è r e s  s u i v a n t s  :

13 o p è r e  s u r  H ; 0  (-<*> ) e s t  nul  ; 0 (+oo) o s t  1 T i d e n t i t é ;

0  e s t  un o p é r a t e u r  h e r m i t i e n  d é f i n i  p o s i t i f  e t  'borné,  d o n t  

1 a b o r ne  e s t  1.

En d ’ a u t r e s  t e r m e s  :

(2 )  @ ( - < * ? )  f  = 0 ; © ( + ® o ) f = f

( 3 )  ( f ,  0  ( A ) g )  = (  O ( A ) f  ,g^

( 4 )  ( f ,  A  ©  f )  >  0

( 5 )  Il A © f  II ^  Il «||
Ex empie . -  S o i t  P,  un s y s t è m e  o r t h o g o n a l  e t  c o m p l e t  

d f o p é r a t e u r s  de p r o j e c t i o n s ;  s o i t  A 1  un nombre r é e l  a t t a 

ché a r b i t r a i r e m e n t  à chaquo P :

0  ( X ) = 2 _  P,  
X , < X  1

o s t  un o p é r a t e u r  s p e c t r a l .

P r o p r i é t é s  ¿ e s  o p é r a t e u r s  s p e c t r a u x . -  On a ( i n é g a l i t é  

de  Schwarz  g é n é r a l i s é e )

j ( A  Ô g)  ( <  V ( g .  ^  9 g )

L T i n é g a l i t é  do Schw arz  u s u e l l e  e t  1 e f a i t  que  l a  f o n c t i o n
p

( f .  & ( A ) f )  c r o i t  de  0 à | | f | |  2 p e r m e t t e n t  d* en  d é d u i r e

1 1 i n é g a l  i  té

( 6 )  V a r i a t i o n  t o t a l e  do ^ f ,  0  ( A ) g )  <  j) f  |j « j g |

L f i n t é g r a l e
S *  - j -  cyO

/  ( A ) d Q ( A ) g

a done un sen3 quand «£. { A ) est bornéo et continué, et colle 

intégrale vérifie lfinégalité :
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C +oa
(7) e i ( A )  d Q g  <  MüX. W < X ) |  *)jg| |  •

•' — oé?

3 . -  C a r a o t è r e  f a i b l e m e n t  c o m p a c t  d o  l ’ e n s e m b l e  d e s  o p é r a t e u r s  

a p o c  t r a u x

S o i t  0  ( A ) u n e  s u i t e  d ’ o p é r a t e u r s  s p e c t r a u x ,  
m

C h o i s i s s o n s  u n  e n s e m b l e  d é n o m b r a b l e  d e  p o i n t s  f 1  p a r t o u t

d e n s e s  d s n s  H, L ’ i n é g a l i t é  ( 6 )  e t  1 e p r o c é d é  d i a g o n a l  d e  

C a n t o r  p e r m e t t e n t  d ’ e x t r a i r e  d e  l a  s u i t e  m u n e  s u i t e  p a r 

t i e l l e  n  t o i l e  q u e  l e s  q u a n t i t é s  ( f 1 ,  Q X ) f  )  c o n v e r g e n t  

q u e l s  q u e  s o i e n t  X  , i  o t  j .  L ’ i n é g a l i t é

H ©  _( X ) f j K l | f | |  ( f <s>)

m o n t r e  q u e  d a n s  c e s  c o n d i t i o n s  l a  s u i t e  ( f ,  0 ^ (  X  ) g j

c o n v e r g e ,  q u e l s  q u e  s o i  o n t  f  e t  g .  On e x p r i m e  c e  f a i t  e n  d i 

s a n t  q u e  l e s  o p é r a t e u r s  0 ( A ) c o n v e r g e n t  f a i b l e m e n t  v e r s  

u n e  l i m i t e ;  c e t t e  l i m i t e  o s t  u n  o p é r a t e u r  s p e c t r a l  ©  ( ^  ) .

S o i t  g  u n e  s u i t e  d o  p o i n t s  d e  H q u i  c o n v e r g e n t  f o r -  
n

t  ornent  v e r s  u n e  l i m i t e  g  ( c ’ e s t  à  d i r o  II g  -  g  II — > 0 )  :

t e )  ( f .  ô n ( >  } g ^ ) —> ( f , 0  ( X ) gj

S o i t  a/ ( X ) u n e  s u i t e  d o  f o n c t i o n s  q u i  c o n v e r g e  
n

u n i f o r m é m e n t  v e r s  u n e  l i m i t e  ( X ) ; d o  ( 7 )  o t  ( 8 )  r é s u l t e

q u o
f  f+  *o \  ( f
[ f  • J  °* n* ^  d ®  n  g n )  — * \ f  ’ J  o M  X ) d ô  g

-  O O  ' 'S-OO

Ce p a r a g r a p h e  a b o u t i t  d o n c  à  l a  c o n c l u s i o n  s u i v a n t e :
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T h é o r è m e  1

S o i t  u n  e n s e m b l e  i n f i n i  d r o p é r a t e u r s  s p e c t r a u x ;  o n  

p e u t  e n  e x t r a i r e  u n e  s u i t e  p a r t i e l l e  0  e t  t r o u v e r  u n  o p é 

r a t e u r  s p e c t r a i  0  q u i  p o s s è d e  3 e s  p r o p r i é t é s  s u i v a n t e s  : 

s  i

m a x .  loi { X ) -  o( ( X ) j — 0 
' n

a l  II S  - «|l — :» 0

a3 o r s Ç +«*» ~
J  * n <  X  > d  6 „
y—

w
c o n v e r g o  f a i b l e m e n t  v e r s

/«> 4-00

oC ( X ) d 0  g .

O O

I I . “ L e s  o p é r a t e u r s  d e  C a r 3 e m a n .

4 . -  Champ d * e x i s t a n c e  o t  champ d e s  v a l e u r s .

N o u s  e n v i s a g e o n s  u n  e n s e m b l e  E d e  f o n c t i o n n e l l e s  l i 

n é a i r e s  L p r é s e n t a n t  l e s  c a r a c t è r e s  q u o  v o i c i  :

1 ° )  Le  champ d e  d é f i n i t i o n  d e  c h a c u n e  d ’ e l l e s  e s t  u n e  p o r 

t i o n  o u  l a  t o t a l i t é  d e  H . La v a l e u r  d e  L a u  p o i n t  f  d e  H 

s e r a  d é s i g n é e  p a r  ( f , L ) ,  p u  p a r  ( L,  f  ) .

3 ° )  On n e  p e u t  a v o i r  f  ^ 0  e t  ( f , L )  =  0 q u e l  q u e  s o i t  L .  

3 ° )  S i  f  c o n v e r g e  f a i b l e m e n t  v e r s  f ,  s i  l e s  q u a n t i t é s  

( ^ , L )  e x i s t e n t ,  s i  e l l e s  t e n d e n t  v e r s  u n o  l i m i t e  q u e l  q u e  

s o i t  L ,  a l o r s  ( f , L )  e x i s t e  e t  e s t  é g a l  à  c e t t e  l i m i t e .

M o n s i e u r  C a r i e m a n  e n v i s a g e  u n  o p é r a t e u r  K, q u i  a s s o -
( 1 ) La c  o nv  e  rg~ ëm ïe~  f a i b l  e  d e s  p o i n t s  d e  H a ê t é  d é f i n i e  p a r  

A . W e i l  d a n s  s o n  p r e m i e r  e x p o s é  ( B ) .
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c i o  à. 011801.110 é l é m o n t  X d o  3  u n  p o i n t ,  KL, d o  H.

Q u a n d ,  é t a n t  d o n n é  u n  p o i n t  f  d o  H ,  i l  e x i s t e  u n

p o i n t  g  d o  H ,  t o i  q u o

( g , L )  =  ( f , E  D  |

q u o i  q u o  s o i t  L ,  a l o r s  o n  é c r i t

g  =  E f

5  -  C a r a c t è r e  h o r m i  t i  o n  d o s  o p é r a t e u r s  d e  C a r i o m a n .

M . C a r i  oman s u p p o s a  q u o  E c o n t i e n t  u n  s o u s  — e n sc a n b l  o

o j o u i s s a n t  d o s  p r o p r i é t é s  s u i v a n t e s  î

1 ° )  © s o  c o m p o s e  d " u n e  i n f i n i t é  d é n o m b r a b l e  d o  f o n c t i o n —

y

n e l 1 e s  I  s I ^ * • • • • *  ^  » • • •  •

2 ° )  C h a q u e  o s t  u n  p o i n t  d e  H; l e s  c o m b i n a i s o n s  l i n é a i 

r e s  f i n i e s  d e s  L , s o n t  p a r t o u t  d e n s e s  d a n s  H.

3 ° )  E f  e x i s t o  c h a q u e  f o i s  q u ’ o n  p e u t  t r o u v e r  u n  p o i n t  g

d o  E t o i  q u e

( f , EL^ ) =  ( g ,  1 ^  ) q u o i  q u o  s o i t c *  ,

4 ° )  S i  L o s t  u n  p o i n t  d o  H ,  a l o r s  ( 1 ^  ,E L )  =  ( KX^ . L )  ; 

e n  p a r t i c u l i e r  l e  t a h l  e a u  d e s  q u a n t i t é s  ( 1»^ »EL _ ) o s t  h c r *  

m i  t i  o n .

6 . -  E x e m p l e  1 .

H e d t  l ’ o n s o m b l o  d e s  f o n c t i o n s  d o  c a r r é s  s o m m a b l  e s  

f  ( x  ) [0 £  x  ^  1 ) ; E  e s t  u n  n o y a u  s y m é t r i q u e  r é  o l  , E { x , y )  ;

E { x ) a  *  j  E ( x , y ) 3 d y  e x i s t o  e t  e s t  c o n t i n u ,  s a u f  s u r  u n
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e n s e m b l e  f o r m é  d e  m e s u r e  n u l l e  F .  L e s  f o n c t i o n n e l l e s  L 

a p p a r t i e n n e n t  à  d e u x  t y p e s  : c e l l o s  d u  p r e m i e r  t y p e  s o n t  c a 

r a c t é r i s é e s  c h a c u n e  p a r  u n  p o i n t  a ,  é t r a n g e r  à  F ,  d e  l ’ i n t e r 

v a l l e  ( 0 , 1 ) ;  ( f , L )  — f ( s )  ; K L =  K ( x , s )  .

L e s  L d u  s e c o n d  t y p e  s o n t  l e s  f o n c t i o n s  r é e l l e s  ’v ( x )  q u i  

a p p a r t i  o n n  s n t  à  H e t  p o u r  l e s q u e l l e s  J  K ( x )  ) - £ ( x ) f d x

o s t  f i n i  ; K L  «  /  K ( x , y )  - £ ( y )  d y .
J  o

La  d é f i n i t i o n  d o  o o s t  a i s é e  e t  t r è s  a r b i t r a i r e  . 

S i g n a l o n s  q u e  K f  e x i s t o  e t  v a u t
P 1

K { x , y )  f ( y ) d y

o

c h a q u o  f o i s  q u e  c o t t e  i n t é g r a l o  e s t  u n  é l é m e n t  d o  E .

B x e m p l e  3 . -

E e s t  1* e n s e m b l e  d e s  f o n c t i o n s  f ( x )  d o  c a r r é s  s o m m a -  

b l  o s  ( - o o  x  ¿  +  oo ) ;  K e s t  u h  n o y a u  s y m é t r i q u e  r é e l ,  K ( x , y ) ;

o n  n o  s u p p o s e  r i e n  s u r
f +oc’ 2 
J  K ( x , y ) d y  ; m a i s  o n  s u p p o s e

q u o f -1 ¿5
j T z ( x , y )  -  K ( x ? , y ) J  dy 

oo
o s t  u n o  f o n c t i o n  c o n t i n u e  d e  x  e t  x T.

On i n t r o d u i t  d ’ a b o r d  d e s  L c a r a c t é r i s é s  c h a c u n  p a r  

u n  c o u p l e  d o  n o m b r e s  ( a , b ) ;  o n  p o s e

( f , L)  =  f ( a ) -  f ( b )  , K L =  K( x , a ) -  K { x , b )  .

On i n t r o d u i t  o n s u i t e  d e s  L q u i  s o n t  l e s  m o y e n n e s  d e s  

L p r é c é d e n t s  s u r  d o s  i n t e r v a l l e s  b o r n é s  d é c r i t s  p a r  a e t  b .
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l ia  d é f i n i t i o n  d o  © e s t  a i s é ©  o t  t r è s  a r b i t r a i r e  . 

S i g n a l o n s  qu© K t e x i s t e  , e t  v a u t  

Ç * * f K ( x . y )  -  K ( o , y ) J  f ( y )  d y  +  Ct o

c h o q u e  f o i s  q u o  c e t t e  e x p r e s s i o n  e s t  u n  é l é m e n t  d e  H m o y e n *  

n a n t  u n  e h o i x  c o n v e n a b l e  d e  l a  c o n s t a n t e .

N _ B ̂  J»es f o n c t i o n s  d e  G r e e n  d e s  d o m a i n e s  n o n  b o r n é s  c o n s t t * R 

t u e n t  d e s  o p é r a t e u r s  d o  C a r i  e m a n  a n a l o g u e s  a u  p r é c é d e n t .

H !  -  O p é r a t e u r s  s p e c t r a u x  a t t a c h é s  

è. u n  o p é r a t e u r  d e  C a r i  em an

7 -» B 6 f i n i t i o n s .

XJn o p é r a t e u r  s p e c t r a l  ( A  î e s t  a t t a c h é  à  ^ ’ o p é *

r a t e u r  d e  C a r i  otoan K q u a n d  i l  v é r i f i e  l a  r e l a t i o n

( 9 )
/* *+• 30 / ' ^  v
j AoC(A) d 0  (A ) g = K.j <* (> ) d A )g

■J  _  o o  J  —  oo

q u e l  q u e  s o i t  g ,  c h a q u e  f o i s  q u o  ( A ) o t  A «*<■ ( A ) s o n t  

b o r n é 3 e t  c o n t i n u s .

On nomme s o l u t i o n  d i f f é r e n t i e l l e  a t t a c h é e  à  K t o u t  

p o i n t  h (  A  ) d e  H q u i  v é r i f i e  l ’ é q u a t i o n

r +*ao f +  oo
(10)  /  ^  ^ ( A )  d h ( X )  = E . d h { ^ )

“ ' - o o  ^ > 0 0

c h a q u e  f o i s  q u e  ( A ) X*(\A  ) s o n t  b o r n e s  e t  c o n t i n u s .

L ’ o p é r a t e u r  s p e c t r a l  ©  ( A ) c o r r e s p o n d  d o n c  à. K 

q u a n d  0  ( A  ) g  e n  o s t  s o l u t i o n  d i f f é r e n t i e l l e ,  q u e l  q u o
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s o i t  g .

8 .  — Théo  r è m e  d o  c o n t i n u i t é .

S o i t  u n  o p é r a t e u r  K,  d é f i n i  s u r  u n  c h a m p  E .  S o i t  u n o  

s u i t e  d ’ o p é r a t e u r s  K , d é f i n i s  s u r  E,  t e l s  q u o  j] Kml  -  K L j j —* 0  

q u e l  q u e  s o i t  L .

S u p p o s o n s  q u ' à ,  c h o q u e  Km s o i t  a t t a c h é  u n  o p é r a t e u r  s p e c t r s l  

0  m
S o i t  6* u n e  s u i t e  f a i b l  or n en t  c o n v e r g e n t e  e x t r a i t e  d e  l a  s u i t e

0  ( C f , t h é o r è m e  1 )  . J e  d i a  q u o  s s  l i m i t e  0  c o n s t i t u e  u n  o p é -  
m

r a t e u r  s p e c t r a l  a t t a c h é  à  K.

S o i t  u n e  f o n c t i o n  ( X î b o r n é e  e t  c o n t ì n u o  a i n s i  q u o  X ( A ).

D ’ u n  côté
/»+

> <v< A > a ©n «
j ex?

c o n v e r g e  f a i b l e m e n t  v e r s

/

 +  60

X oL ( X ) a 9  g .

D ’ u n  a u t r e  cb t é

f  Ot ( A ) 4 Ôn8 ,  A  = f  Kn / * - ,  X ) « © n e . y

\  - Jv Oo *oo

<*( *  ) d ( ©  g ,  K L)  
v - o o  n  n

/” + oo ^ N
____ ^ oL ( X ) a ( &  g .  KL) = (  c < ( X )  d 0 g ,  LEÌ

^  o* V -cx?

D o n c
^ C  A «i( X ) d 0 g ,  l \ e x i s t o  e t  v a u t
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^ J  + o t  ( \  ) a 9  «. !• Ej ;

2 a  r e l a t i o n  ( 9 )  a d o n c  M o n  l i e u .

9 • “ Théo rèmo d ’■ eÿ

S u p p o s o n s  d Ta b o r d  q u e  K s o i t  u n  o p é r a t e u r  d é g é n é r é  .

c *  e s t  à  d i r e  d u  t y p e  E  I» = \ ___a ^  Cp  ̂ ( L ,  )

( 1 = 3 , .  . . ; m , j = l , . . , , m ) .

a , ,  e s t  u n e  m a t r i c e  h e r m i t i e n n e ;  C0 , e s t  u n  p o i n t  d e  H;
ij T  1

1 0? j  e x i s t o .

I ) Ta p r è 3  3 a  t h é o r i e  d e s  m a x r i c e s  h o r r n i t i  e n n e s  f i n i e s ,

o n  p e u t  t r o u v e r  u n e  s u b s t i t u t i o n  qu? o r t h c g o n a l  i s e  e t  n o r m e

l e s  o t  q u i  r é d u i s e  s  . à  u n e  f o r m o  d i a g o n a l e ;  12 v i e n t
* 1 i  *)

m

E I  =  \ -  \  f i

( l e s  A . s o n t  d o s  c o n s t a n t e s  r é e ! 3 e s  ) .

O r  u n  t e 3  o p é r a t e u r  p o s s è d e  é v i d e m m e n t  l ’ o p é r a t e u r  s p e c t r a l  

s u i v a n t  :

© ( A )  f  =  5 Z T  <p ( f ,  ) p o u r  X  Z. V  ;
A J V A

f  -  ô  ( a  ) ± = x-çxi T i  * i^ ppu r  a y  o .

Un o p é r a t e u r  d é g é n é r é  a d o n c  u n  o p é r a t e u r  s p e c t r a l .

S o i t  K  u n  o p é r a t e u r  n o n  d é g é n é r é ,  t e l  q u e  S  s e  c o n f o n 

d e  a v e c  o . Au m o y e n  d e  s u b s t i t u t i o n s  l i n é a i r e s  f i n i e s  e f f e c -



I I . - G . -  1 0

t u é e s  s u r  1 o s  n o u s  p o u v o n s  n o u s  r a m o n e r  o u  c a s  o ù

( L ^  , E  L« ) =  0  p o u r  c*= B .  ( L ^  , E  1 ^  ) t q u i  e s t  r é e l ,

n ’ o s t  n u l  q u o  s i  E  L ^  =  0 .  S o n ë i d é r o n s  l a  s u i t e  d o s  o p é r a 

t e u r s  d é g é n é r é s

( L . E L *  ) . E L *  
E L = \  ----------- 2 -------------

m ¿-T  ( L o l  ’ E I W  }©< =1 oi o(

( o n  p o s e  "  -Q *  o  )
0

I l s  p o s s é d a n t  d o s  o p é r a t e u r s  s p e c t r a u x ;  E L . =  E  L , p o u r
* * n  « i

m — o i  . D o n c ,  d T a p r è s  l e  t h é o r è m e  d e  c o n t i n u i t é ,  E p o s s è d e  

u n  o p é r a t e u r  s p o c t r a l  a u  m o i n s .

O r  l e s  o p é r a t e u r s  s p e c t r a u x  d e  E n e  c h a n g e n t  p a s  

q u a n d  o n  m o d i f i e  3  s a n s  a l t é r e r  © . P a r  s u i t e ,  t o u t  o p é r a t e u r  

d e  G a r l  oman E p o s s è d e  a u  m o i n s  u n  o p é r a t e u r  s p e c t r a l .

1 0 . -  P r o p r i é t é s  d o s  o p é r a t e u r s  s p e c t r a u x  a t t a c h é s  à  u n  o p é r a 

t e u r  d o  C a r i e m a n .

L e s  h y p o t h è s e s  f a i t e s  s u r  l e  c h a m p  3  e t  l a  r e l a t i o n  

d o  d é f i n i t i o n  (ij) o n t  1 e s  c o n s é q u o n c e s  s u i v a n t e s  :

i ù. ©  g , t )  e x i s t e ,  s i  0  e s t  é t r a n g e r  à  l ’ i n t e r v a l l e  A 
La r e l a t i o n  ( A 0 g , L )  =  ( g , A © L )  d é f i n i t  u n  p o i n t  d e  H ,

A  0  L , q u i  e s t  u n e  f o n c t i o n  a d d i t i v e  d o  A  ( 0  é t r a n g e r  à

A ) .
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An « a i  oC e t  Â s o n t  b o r n é s  e t  c o n t i n u s ,

f  Î +<Ï l  ( *  ) d e  g , K L\ 

U - o ô  J

/ ( + * >  \  
* /  l ) \ < * (  A ) d ©  g ,  Lj

\  — oo
'M-to r + o o

= ' X « c ( A ) a ( © g , L ) « l  ( M  d ( g ,  0 i )
J— oo

Un p a s s a g e  à i a  l i m i t e  p e r m e t  d Te n  d é d u i r e  q u e :
|"  +  OQ

( 1 1 )  ( g , K L)  =  J X d ( ©  g f 1 ) .

'« /-O o

On a ,  s i  o< e t  A c* a o n t  b o r n é s  e t  c o n t i n u s .
/  *f- O ’ i _
/  > o c ( X ) 4  0 i  =  j ( *  > «  Ô  k  ï 

J -Q C , J  .SO

P a r  s u i t e ,  L e t  M é t a n t  d e u x  é ?  é v e n t s  d e  3 ,  ( &  ô  L , M )  e x i s t e  

s i  0  e s t  é t r a n g e r  à  &  .

On a 3 5. «=>¿ e t  -A 2 o¿ sont bornés e t  c o n t i n u s ,

Í VA2 ^  i X i a< © l .m )  «  ( A <¿ ( A ) a ( © k i ,m )  

— ûô  “  0 0

= j c* ( >  ) d( ©  K L , K M ) .

'+ •' mm O O

D ’ o ù  /> + <*»

( 1 3 )  ( K L ,  K M  ) ** X d(  0  L,  M)  .

—  <30

B n f i n ,  o n  a l e  d r o i t  d ’ é c r i r e  :
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,*+oo

(13) (K L. M) « X d { 0  L, M )

-Oo

c h a q u e  f o i s  q u e  t o u t e s  l e s  i n t é g r a l e s  

c o n v e r g e n t  .

/■- K »

j |A| a (t .  0 x)

C e s  c o n v e r g e n c e s  s o n t  a s s u r é e s  ,  p a r  e x e m p l e ,  q u a n d  

0  ( \  ) s  0  p o u r  X  <  0  , e t  q u ’ à  c h a q u e  é l é m e n t  L d e  3  

o n  p e u t  a s s o c i e r  u n e  s u i t e  d e  p o i n t s  ^  n  d e  H p o s s é d a n t  l e s  

p r o p r i é t é s  q u e  v o i c i  s l e s  l n  s o n t  l e s  é l é m e n t s  d e  3  ;

|| E 't -  E I» jj ___> 0  ; l ’ e n s e m b l e  d o s  q u a n t i t é s  ( Xn * K ln 

e s t  b o r n é  .

X V ,  -  C l a s s i f i c a t i o n  d e s  o p é r a t e u r s  

d e  C a r i  e m a n  e t  d e s  o p é r a t e u r s  s p e c t r a u x .  

1 1  .  -  D é f i n i t i o n  d e s  c ü a s s e s  .

C o n s i d é r o n s  l a  t r a n s f o r m a t i o n

!» +°° \  „ S)
—-------- a  & g .

. . .  * - r
Si g  (vw ). 0  ( * ) 7  0. et 3i g f 0, alors f # O;

e n  e f f e t  ^

( f , g )  *  i “ T — ~ —  d ( ©  g t g )  ^  0  ,

J ___,  A-V"

c a r  ( ô  g , g )  c r o i t  e t  l ’ a r g u m e n t  d e

A - v

A — ^
a u n e  o s c i l l a -

t i  o n  i n f é r i e u r e  à  ÏO .

D e  ( 9 )  r é s u l t e  d ’ a u t r e  p a r t  q u o  :

E ( f  -  g  ) =  j*-» f  -  ^  g  .
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L e s  s o l u t i o n s  1 i n é o i r a n e n t  i n d é p e n d a n t e s  d o  l ’ é q u a t i o n  

K f  -  üL/ f  =  o  s o n t  d o n c  t r a n s f o r m é e s  p a r  ( 1 4 )  e n  s o l u t i o n s  

l i n é a i r e m e n t  i n d é p e n d a n t e s  d e  l ’ é q u a t i o n  E  g  -  V g  =  0 ,  

s i  tf ( ^  ) . ^  °  •

I l  en  r é s u l t e  q u e  l ’ é q u a t i o n  K f  f  =  0  a  l e  même n o m 

b r e  d e  s o l u t i o n s  d e  c h a q u e  c 6 t é  d e  l ’ a x e  d o s  ^  r é e l s .

E  e s t  d i t  a p p a r t e n i r  à  l a  c l  a s s e  ( p * n )  q u a n d  c e  n o m b r e  e s t  

p  p o u r  Î3 ) >  0  , n  p o u r  {J ( ^  ) 0  .

(0 e s t  d i t  a p p a r t e n i r  à. l a  c l  a s s e  ( p , n )  q u a n d  i l  e s t  o p é r a 

t e u r  s p e c t r a l  d ’ u n  o p é r a t e u r  E d e  c e t t e  c l a s s e  .

S i g n a l o n s  d e u x  t h é o r è m e s  f a c i l e s ;  n  »  p  q u a n d  i l  

e x i s t e  t i n  i n t e r v a l !  e  d e  1 ’ a x e  d e s  A o ù  ©  ( ^ ) e s t  c o n s t a n t  

E e s t  d e  c l a s s e  ( o , o )  s i  1 ’ a x e  d e s  X c o n t i e n t  u n  i n t e r v a l  1 

o ù  t o u t e s  ihe s  s o l u t i o n s  d e  E  f  — X f  =  0  e t  t o u t e s  l e s  s o 

l u t i o n s  d i f f é r e n t i e l l e s  d o  E s o n t  n u l l e s  .

N . B .  M. C a r i  oman a v a i t  nommé c l a s s e  I  l a  c l a s s e  ( o , o )  .

M . V o n  N e u m a n n  d é n o m m e  h y p e r m a x i m a l e  l a  c l a s s e  ( o , o )  e t  m a x i 

m a l  o s  l e s  c l a s s e s  ( p , o )  , ( o , n )  .

JZ . -  U n e  r é s o l v a n t e  d e  1 ’ é q u a t i o n  .

( 1 5 )  r  f  « a ;  f  =  g  ( ^ t  n o m b r e  c o m p l e x e  d o n n é

g d o n n é  • f  i n c o n n u  )

La r e l a t i o n  ( 9 )  m o n t r e  q u o  c e t t e  é q u a t i o n  a d m e t  l a  

r é  s o I v a n t e
/*+ oo

d 0  g
( 1 6 )  f  =  ------------------

J X -
o t?  »
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U n i c i t é  d o  l ’ o p é r a t e u r  s p e c t r a l  a t t a c h é  à  u n  o p é r a t e u r  E  

d e  c l a s s e  ( o . o ) .  ( p . o )  o u  ( o , n )

S u p p o s o n s  E  d e  c l a s s e  ( o , n ) .  C h o i s i s s o n s  J  ( p .  ) >  0 ;  

l a  s o l u t i o n  de  ( 1 5 )  e s t  u n i q u e ;  n o u s  l a  d é s i g n e r o n s  p a r  f ( | ü ^ ) .  

N o u s  a v o n s  d T a p r è s  ( 1 6 )

, ^  f  d ( 0 g #g )  
I ■P f \ cr \ s  j

— OO

D ’ A ù ,  e n  u t i l i s a n t  d e s  f o r m u l e s  c l a s s i q u e s  d e  l a  t h é o r i e  d u  

p o  t e n t i  e l  ,

- i  L  (  f (  JK +  î L  ) , g ) ------£  ( A +  0 ) g , g y  -  ( ©  ( A -  0 ) g , g ^

£  ! }  C  ^ f (  X ' +  i C  ) . g )  d V ------- > Î 0  ( A +  o  ) g , g j  +  ^  ©  ( A -  o ) g , ^

( t  >  0 .  0  )

Ces  f o r m u l e s  p r o u v e n t  q u e  'Ô e s t  u n i q u e ;  e l l e s  d o n n e n t  même  

u n  m o y e n  d e  c o n s t r u i r e  0  q u a n d  o n  c o n n a î t  e x p l i c i t e m e n t  l a  s o 

l u t i o n  g é n é r a l e  d e  ( 1 5 )  p o u r  0  ( ^  G •

R e l a t u i o n a  d ’ o r t h o g o n a 1 i  t é  d e s  o p é r a t e u r s  s p e c t r a u x  d e  

c l a s s e s  ( p t o}  e t  ( o , n )  .

S u p p o s o n s  E d e  c l a s s e  ( o , n ) .  N o u s  a v o n s  d ’ a p r è s  ( 9 )
A i A + Ô O

( ( A ) d  9 t ( _
( E  - ^  ) ----------------- --- \ MA)  d 0 i

I X  “  J
t- / — OO  I ^ — O O

( A b o r n é  e t  c o n t i n u ) .

S u p p o s o n s  \ )  ( M-* ) y  0  ; l a  r é s o l v a n t e  ( 1 6 )  n o u s  p e r m e t
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d e  d o n n e r  à  c e t t e  r e l a t i o n  l a  f o r m e  :

f a0f= r ^ a°*
sJ —cO J  —î v ; ^  -°0

D o n c  p l u e  g é n é r a l e m e n t
n  + 0 0  r + o o  r 00

( 17) i c*. ( A ) dO . . /!>( )\ ) = i  A ) *  ) d© f
v/»OC? sV—OKJ CO

B i  ( A ) e s t  b o r n é ,  c o n t i n u ,  a n a l y t i q u e  p o u r  3  ( A ) ^  0  

e t  s i  fi ( X ) e s t  b o r n é  , c o n t i n u  .

E n  i n t e r v e r t i s s a n t  1 1 o r d r e  d e s  o p é r a t e u r s ,  o n  c o n s t a t e  q u e  

( 1 7 )  v a u t  e n c o r e  s i  ( X ) e s t  b o r n é ,  c o n t i n u  e t  s i  ( Av ) 

e s t  b o r n é ,  c o n t i n u ,  a n a l y t i q u e  p o u r  ( X  ) 0  .

S i  E  a p p a r t i e n t  à  l a  c l a s s e  ( 0 , 0 ) l a  c o n c l u s i o n  e s t  q u e  ( 1 7 )  

v a u t  q u e l s  q u e  s o i e n t  e t  Ç) , b o r n é s  e t  c o n t i n u s  .

1 3 . -  L e s  o p é r a t e u r s  s p e c t r a u x  d e  c l a s s e  ( 0 , 0 ) o n t  é t é  é t u 

d i é s  i r è -3 CDiiipi è t e m o n t  p a r  M . J a r l e m a n  ( c h a p . I I l )

M , Car l i  e ma n  d o n n e ,  e n t r e  a u t r e s ,  u n e  c o n d i t i o n  n é c e s 

s a i r e  e t  s u f f i s a n t e  p o u r  q u ' u n  o p é r a t e u r  E s o i t  d e  c l a s s e  

( 0 , 0 ) : a n  d o i t  a v o i r  : ( E  f , g )  =  ( f , E  g  ) c h a q u e  f o i s  q u e

E f  e t  E g  e x i s t e n t ,

M. C a r i  e ma n  g é n é r a l i s e  à  c e s  o p é r a t e u r s  l a  t h é o r i e  d e  

H e l l i n g e r  ( e x p o  s ô  g  p a r  B l a n c  ( E ) ) : l e s  s o l u t i o n s  d i f f é r e n 

t i e l l e s  v é r i f i e n t  d e s  r e l a t i o n s  d * o r t h o g o n a l i t é  ; 0  p e u t  s *  

o b t e n i r  c o m m e  c o m b i n a i s o n  b i l i n é a i r e  d e  s o l u t i o n s  d i f f é r e n 

t i e l l e s  .
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1 4 , -  P r é l  i m i n a l r e s  c o n c o r n a n t  l e s  o p é r a t e u r s  s p e c t r a u x  do

c l a s s e  ( o , n ) .

S o i  t  ^  u n e  s o l  u t  i o n  d e  1 ’ é q u a t i o n  R (ç -  S> W = 0  

t e l  1 e q u e  2 J L  ( N? -  V  ) ( Cp , ^  ) =  1 .

S i  £i ( f ^ )  ^  0  , R £ -  ^  f  =  0  e n t r a i n e  f  = 0 ; o n  a d o n c  

d ’ a p r è s  l e  p a r g . 1 4
/ > + o »  ,

f X -  v 

J  — ©c» ^  ” f***
d <z) <f =  0

c ’ e s t  à  d i  r e

/> + a#

L  h = , 9 i ’ n '

p a r  s u i t e ,  o n  a u r a  p l u s  g é n é r a l e m e n t
/ ' T O ®

(18) J o l ( A ) d ó < p = o ¿ ( ^ ) . < ^ >  ,

» ov  .

s i  oi.  ( ) o s t  b o r n é ,  c o n t i n u ,  a n a l y t i q u e  p o u r  (j-*-1) ^  0 .

Sn  p a r t i c u l i e r
/  '  “4” ö i?

«JL ( X ) 4 ( 0 < f  . <f > = o<{ V  ) ( < f . Ÿ '
t / -  CJC

s io C  { X ) e s t  b o r n é  
c o n t i n u ,  a n a l y t i q u e  
p o u r  *3 ( V° ) 0

=  o*,. { ^  ) (Y , y Y ) s i  b ( ( ^  ) e s t  b o r n é  
c o n t i n u ,  a n a l y t i q u e  
p o u r  \ *m ) >  0

C e c i  p r o u v e  q u e

(19) ( 0  Cp , ) = — I--- log — ---~
1 21 A -  V

( 1 7 ) ,  ( 1 8 )  e t  ( 1 9 )  p e r m e t t e n t  d e  v é r i f i e r  a i s é m e n t

l ’ a f f i r m a t i o n  s u i v a n t e  :

A s s o c i o n s  à  u n  p o i n t  f  de  H du t y p e

*+ ¿x>

f  =  (S (X ) d ©  <-P
«. oo
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( a  b o r n é ,  c o n t i n u )  l a  f o n c t i o n ,  a n a l y t i q u e  p o u r  ) y  0 ,
/ T

F  ) "  ) \  ,'̂ T d * 0  ^ 1 ;
ao

o n  o i <«

(ao) = J V * ’ b*2 i a ) «X.
— OO

U n  o p é r a t e u r  s p e c t r a l  p a r t i c u l i e r  d e  c l a s s e  ( o , l _ ) _

S o i t  u n  o p é r a t e u r  K d e  c l a s s e  ( o , l )  t e l  q u e  l e s
r*+  **' „

p o i n t s  /  (î> ( >  ) d s o i e n t  p a r t o u t  d e n s e  d a n s  H .
<O0 >

D* a p r è s  ( 2 0 )  , E e s t  i d e n t i q u e  à  l ’ e s p a c e  d e s  f o n c t i o n s  

F ( f j ^ )  , a n a l y t i q u e s  p o u r  O  ( ) y  0  e t  t e l l e s  q u e  ^

x »2 x * * 1 g(V)aX
f | F (  À H d ^  c o n v e r g e  . Q j X ^ f  c o r r e s p o n d  à  -------  ,
J 1 2 U iX o a  A - I * '

Oi>

R f  c o r r e s p o n d  à  X F (  X ) , q u a n d  f  e s t  u n  é l é m e n t  d o  3  ; 

s i n o n  R f  e x i s t e  o t  c o r r e s p o n d  à  X  ^   ̂ +  ^ °  c h a q u e  f o i s  

q u o  c e t t e  f o n c t i o n  a p p a r t i e n t  à. E ,  m o y e n n a n t  u n  c h o i x  c o n v e 

n a b l e  d e  l a  c o n s t a n t e  .

1 5 . -  L e s  o p é r a t e u r s  s p e c t r a u x  d o  c l a s s e  ( o . n )

M . V o n  N e u m o n n ,  g r ê c e  à  s a  t r a n s f o r m a t i o n  d e  C a y l o y ,  

p r o u v e  q u ’ u n  o p é r a t e u r  K d e  c l a s s e  ( o , n )  a  l a  s t r u c t u r e  s u i 

v a n t e  : o n  p e u t  e n v i s a g e r  H c omme  é t a n t  l e  p r o d u i t  d e  n+1  

e s p a c e s  o r t h o g o n a u x ;  d a n s  l e  p r e m i e r  ( q u i  p e u t  n e  p a s  e x i s 

t e r )  K o s t  u n  o p é r a t e u r  d e  c l a s s o  ( o , o ) ,  d a n s  c h a c u n  d e s  n  

a u t r e s  E e s t  c e t  o p é r a t e u r  p a r t i c u l i e r  d o  c l a s s e  ( o , l )  q u o
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n o u s  v e n o n s  d o  d é c r i r e  .

NjJB. M . V o n  N e u m a n n  d é f i n i t  s a  t r a n s f o r m a t i o n  d o  C a y l e y  s a n s  

a v o i r  r e c o u r s  a u c u n  o p é r a t e u r  s p e c t r a l  ( V o i r  l ' e x p o s é  d e  

C h e v a l  1 e y  ( C) ) .

D a n s  l e  c a s  d e s  c l a s s e s  ( o , n )  , ( 0 , 0 ) ,  ( p  « o  ) c e t t e  t r a n s f o r 

m a t i o n  d e  C a y l e y  a p p a r t i e n t  a u  t y p e  ( 1 4 ) .

1 6 . -  O p é r a t e u r s  E  d e  c l a s s e  ( p ; n )

L e  t r a n s f o r m a t i o n  d e  C o y l  e y  p e r m e t  à  M . v o n  B e u m a n n  

d ’ a d j o i n d r e  à  ô  d e s  é l é m e n t s  l  d e  H q u i  m o d i f i e n t  l a  d é 

f i n i t i o n  d o  E e n  d i m i n u a n t  p  e t  n  d ’ u n  même  n o p b r e .  D * o ù  l e  

t h é o r è m e  s u i v a n t  :

Un n o y a u  E d e  c l a s s e  ( p , n )  p o s s è d e  u n e  I n f i n i t é  d ’ o p é r a t e u r s  

s p e c t r a u x  d e  c l a s s e  ( p —n , o )  s i  p ^  n  , d e  c l a s s e  ( o t n —p )  s i  

p  < n  ; u n  o p é r a t e u r  E d o  c l a s s e  ( oo  1 0 0  ) p o s s è d e  u n e  i n d f i  — 

n i  t é  d ! o p é r a t e u r s  d e  c h a c u n e  d e s  c l a s s e s  ( o , n ) ,  ( 0 , 0 ) ,  ( p , o )  

J o  n e  c o n n a i s  a u c u n  r e n s e i g n e m e n t  s u r  l e s  o p é r a t e u r s  

s p e c t r a u x  q u i  a p p a r t i e n n e n t  a u x  c l a s s e s  ( n , p ) ,  n p  p  0 .

B IB L IO G R A PH IE

T .C a r l e m an , S u r  l e s  E q u a t i o n s  i n t é g r a l e s  s i n g u l i è r e s  à

n o y a u  r é e l  e t  s y m é t r i q u e  -  U p p s a l a  1 9 2 3  

L u n d  e q u i t s h a  B o k h a n d e l n .

V . N e u m a n n  Ma t h .  A n n . T . 1 0 2 -  1 9 3 0 .
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L e  l i v r e  d e  M . C a r l e m a n  s e  c o m p o s e  d e  l a  t h é o r i e  g é n é 

 1 3 ) e t  d ’ a p p l i c a t i o n s  i m p o r t a n t e s
r a l e  c i - d e s s u s  (p a r g . - 1 à

d e  c e t t e  t h é o r i e .

L a  p a r t i e  o r i g i n a l e  d u  m é m o i r e  d o  M . v o n  N e u m a n n  s e

c o m p o s e  d e s  q u e l q u e s  p a g e s  o ù  i l  i n t r o d u i t  l a  t r a n s f o r m a t i o n

d e   Ca y l e y  o t  o ù  i l  é t u d i e  .  g r â c e  à  c e t t e  t r a n s f o r m a t i o n ,  l e s

I  a p p a r t e n a n t  à  H  ;  c e s  p a s s a g e s  s o n t  i n d é p e n d a n t s  d e  t o u t e

c o n s i d é r a t i o n  d ’ o p é r a t e u r  s p e c t r a l .  L ' é t u d e  d e s  o p é r a t e u r s

s p e c t r a u x  q u e  f a i t  M . v o n  N e u m a n n  e s t  d é t o u r n é e  e t  i n c o m p l è t e .


