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Le "but de cette conférence est d’exposer, d’une fa

çon nécessairement sommaire, les notions essentielles ainsi 

que les premiers résultats fondamentaux de la topologie com

bina toire . Je ne cherche pas à donner une définition précise 

du terme "topologie combinatoire". Il ne désigne pas une bran

che spéciale mais simplement une méthode spéciale de la topo

logie, méthode qui convient à la résolution de certains problè

mes et qui permet de déterminer un certain nombre d’invariants 

topologiques dTun espace topologique.Cette méthode combinatoi

re repose surtout sur les notions de simplexe et de complexe. 

Bile s ’applique directement à tout espace qui peut être consi

déré comme un agrégat de simplexes, c’est-à-dire comme un com

plexe . Par exemple, toute variété algébrique peut être consi

dérée comme un complexe . Plus généralement, d’après un ré

sultat publié tout récemment par M.NCbeling, toute variété 

topologique admet une subdivision formant un complexe ; on dé

signe par variété topologique, un espace topologique normal 

satisfaisant au deuxième axiome de dénombrabillté et tel que 

tout point admet un voisinage homéomorphe à l ’ibtéiieur d’une 

sphère à n dimensions . La méthode combinatoire s ’applique mê

me à des espaces qui ne sont pas des complexes mais qui peu

vent être approximés par des complexes ou définis par des 

suites de complexes . Le champ d ’application de la topologie 

combinatoire comprend ainsi tous les ensembles fermés de l ’es—
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pace ordinaire à n dimensions ainsi que tous les espaces mé

triques compacts .

Je commencerai par définir les notions de simplexe 

et de complexe .Je définirai ensuite les groupes d ’homologie 

et les Invariants numériques qui s*en déduisent. Je démontre

rai enfin l’invariance topologique des groupes d’homologie.

I. - Définitions .

Simplexe à r dimensions .

Soit E.n l ’espace cartésien à n dimensions; chaque point 

de R est défini par l’ensemble de n nombres réels. Soient 

P ,,P-j_,3?2* . - . *Br » r+1 points de l ’espace Rn et supposons que 

ces points n ’appartiennent pas à un même espace linéaire à 

moins de r dimensions .

Attachons à chacun des points , une masse 1 telle que :

( 1 )  J~  = 1
i

Le centre de gravité de ce3 masses est le point

P - I > i  P i  
i

Les quantités  ̂ sont appelées les coordonnées barycentriques 

de P . L * ensemble des points P dont les coordonnées barycentri- 

ques satisfont aux conditions (l) forme un espace topologique 

0 qu’on appelle simplexe à r dimensions . Le simplexe est com-

r i  - 0
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plètement défini par sos r+1 sommets . En annulant r-k des 

coordonnées barycentriques , le point P engendre un sim

plexe qu'on appelle face à k dimensions de er .

Représentation barycentrlque .

Soient deux simplexes e et e 8 tels que r ^ s 

Faisons correspondre à chaque sommet P^ de er un sommet 

^t(i) de °1 <*e façon que tout sommet de e^8 corresponde au 

moins à un sommet de e . Faisons correspondre au point 

^ = Ç j ^ i  Pi point Q = ) Çĵ i Pî  ^t(i) • a correspondance

entre P et Q définit une représentation barycentriquo du sim

plexe er sur le simplexe es .

Simplexe orienté

On définit une orientation d’un simplexe en choisissant 

une certaine permutation de ses sommets . Doux permutations 

définissent la meme orientation ou deux orientations opposées 

suivant qu’elles diffèrent par une permutation paire ou impaire. 

Tout simplexe non orienté correspond ainsi à deux siaiplexes 

orientés quTon peut désigner par er et -er . Si er est 

défini par (P0 , p-̂  ,...,Pr ) f le simplexe orienté -er est

défini par (p, ,p , P )r JL O • • • • • * 1 y • •

Simplexe topologique .

Soit A un espace topologique horaéomorphe à un simplexe 

rectiligne er . L’espace A associé à une représentation topolo— 

gique de o sur A définit un simplexe topologique Er . Si A
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est considéré comme l ’image topologique d’un autre simplexe 

rectiligne e1r, il définit un simplexe topologique . Les

deux simplexes Er et E^r sont considérés comme Identiques lorr- 

que les points de er et eir qui sont représentés par le même 

point de A se correspondent par une transformation barycentri- 

quo . Les notions de sommet, face, orientation, correspondance 

et coordonnées barycentriques sont alors applicables à un sim

plexe topologique . D'une façon générale, nous considérons par 

la suite des simplexes topologiques.

Complexe simpliclal

Un complexe simplicial est un espace topologique K dé

fini par l'ensemble d'un nombre fini ou dénombrable de sim

plexes , satisfaisant aux conditions suivantes :

(l) . Tout point de. K appartient à un nombre fini des simplexes 

donnés et à un simplexe au moins 

i 2) • Les faces d'un simplexe de l'ensemble des simplexes ap

partiennent aussi à. cet ensemble .

(3) . Etant donnés deux simplexes de l'ensemble considéré, ou 

bien ils n*ont pas de points communs, ou bien Ils ont une 

face commune, ou bien l'un est une face de l'autre, 

f̂ 1 * Si l'on considère un voisinage d'un point P dans chacun 

des simplexes auxquels ce point appartient, la réunion de ces 

voisinages définit un voisinage de P dans le complexe K. 

Exemples : La sphère ou un polyèdre admettent des décomposi-
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tions en simplexes définissant dos complexes finis . 

l'espace Rn ou un domaine quelconque dans II admettent des 

décompositions en simplexes définissant dos complexes infinis.

Si on peut établir une correspondance biunivoque entre 

les sommets d'un complexe K et ceux d'un complexe Kl de façon 

que les aommet3 d'un simplexe de l'un des complexes corres

pondent aux sommets d'un simplexe de l'autre, cette correspon

dance définit une transformation topologique simpliciale de 

K en , c'est-à-dire une transformation topologique par 

laquelle tout simplexe de K subit une transformation barycen- 

trique . En désignant par Kn un complexe composé de simplexes 

à n dimensions, ou plus, et en admettant au moins un simplexe 

à n dimensions, on démontre facilement le théorème suivant : 

Théorème : Tout complexe Kn est simplicialement homéomorphe 

à un complexe rectiligne de l'espace r 211"1-!

Sous-complexe

Un sous—complexe d’un complexe K est un complexe composé 

de simplexes de K .

Subdivision

Une subdivision d'un complexe K est un complexe K* tel 

que tout simplexe de K coincide avec un sous-complexe de K f.

En particulier, la subdivision normale d'un complexe K est 

définie de la façon suivante : sur chaque simplexe Er de
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E nous considérons le centre de gravité, c’est-à-dire le

point dont les r coordonnées barycnntriques sont égales .
rl r2 rk 

Considérons une suite de simplexes E ,E ....  E tels

que

Eri d E12 C .... C E rfc ; Z. r̂  Z. ___Z.rk

Les centres de gravité de ces simplexes définissent dans E
,-|r ^

un simplexe E qui sera le simplaxe général de la subdivi

sion normale de K . La subdivision normale de K s ’appelle aus

si complexe dérivé de K . La figure (l) représente la subdivi

sion normale d ’un triangle .

flg.(D

Une question fondamentale de la topologie combinatoire 

est la suivante : Si deux complexex E et sont homéomorphes 

existe-t-il une subdivision K* de E et une subdivision K ’t 

de K, telles que K ’ et E %  soient slmpllcialement homéomor- 

phes ?

Dans le travail déjà cité, M.NÎ5beling répond par l ’affirmati

ve à cette question .

II - Groupes d ’homologie 

Chaînes Soit E un complexe simplicial . Fixons l ’orientation 

de chaque simplexe de E et désignons par E^ les simplexes o-
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rientés ainsi considérés, l Tindice supérieur indiquant la 

dinanolon. Une chaine à r dimensions est une forme linéaire 

par rapport aux symboles E.

cr = y  u± Eir 
i

où Uĵ  désigne un entier positif , négatif ou nul ; dans le cas 

d Tun complexe infini nous supposerons de plus quT il n'y a qu* 

un nombre fini de nombre u^ qui soient différents de zéro. 

Chaine-frontière

Soit E le simplexe orienté £ (PQ P^ .... Pr ) , où 

£ = * 1 . ©n peut associer à Er une chaine appelée chaine- 

frontière et définie par :

F(Br) = £ YZ <po P1 ••• pl-l pi+l ... *k )

La relation entre Br et F(Br) s’exprime souvent par le sym

bole ( — > ) : B r --£ ]?( Br )

Relations d’incidence.

Les chaines-frontières des simplexes orientés de K sont 

définies par des relations

B i --- ^ / °i3r B jr ^ ( e i j r  = °» 4‘1 » i
i

appelées relations d’incidence de K

A la chaine o '  = l__ - ,  »* est associée une chaine-

frontière définie par
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C — ^ F ( C ) = Y Z  * 1 F(S± ) = )  Ui ©ij S jr”
i, j

On a :

P(Er) — ^ 0 , d’où P(Cr) _  ̂ 0

Un complexe K est complètement déterminé par ses rela

tions d’incidence . Nous nous proposons de déduire de ces 

relations d ’incidence des invariants topologiques de It 

Chaines par rapport & un groupe abélien G.

Soit G un groupe abélien additif quelconque . Une chaine 

par rapport à G est une forme linéaire finie

Cr = > u± E ±r  

i

les symboles u± désignant des éléments de G . la somme de 

deux chaines J Ç  u± Bir et J Ç   v± E ^  sera la chaine

1ZZ (UjL + Tj_ )B i r  . Les chaines Cr forment donc un groupe

abélien

A la chaine J Ç  U£ E^r on peut associer la chaine

JÇ I* y  1
ui eij appelée chaîne-frontière par rapport à G ,

i  1,1 %r t *  Xr u* e i  ̂ B j r ' 1

Cette correspondance définit un homomorphisme du groupe Ln *  

sur un sous-groupe ¿ f  ^  de ¿ f  ^  . Dans cet homomor-

phlame,les chaines de ¿ f  ^  qui correspondent à la chaine < / ' de
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„ définissent un sous-groupe¿ e a *  d e  ¿ e a *  . Une chaine

f""1 r appartenant à Zq 2* s ’appelle aussi cycle par rapport à 

G; on a : f r̂ —  ̂0. Le groupe Hr̂ 1 est un sous-groupe du

groupe Zq “1 . Un cycle P r"1 de est la chaine-fron-

tière d ’une chaine Cr : Cr — -—  ̂P r . On exprime ce fait en

disant que jP est homologue à ¿ T  par rapport à G. et on é —
P  r-1 , _ t—> r-1 r-1

crit: | o . Deux cycles \ et I sont dits ho

mologues par rapport à G . si f^r~ - P  r“1 / v  O '  \ on écrit

p» r-1 pi r-1
aussi I , |

x G

Groupes d ’homologie par rapport à G .

Soit OC « p  le groupe quotient : 

A t r r _ O* r 

G = *

C ’est le groupe d ’homologie par rapport à G et correspondant 

à la dimension r . Un élément do «/To1* peut être considéré com

me la classe des cycles Os**' à un cycle donné I r . Le grou-
h \r r ' J

PQ -, a été défini pour une subdivision simpliciale de 1 * es —
vjr

pace topologique K ; mais nous verrons plus loin que c’est un 

invariant topologique de K; il ne dépend pas de la décomposi

tion particulière en simplexes .

Le groupe «/To1* dépend de G . Les cas les plus impor

tants sont leà suivants :

(1) G est le groupe additif des nombres entiers . On a alors



III.-B.-10

1g groupe ¿Phonologie proprement dit

( 2) G est le groupe des restes modulo m des nombres entiers. 

On a alors le groupe d ’homologie modulo m : r (mod.m)

Bn particulier si m=2 , on peut faire abstraction de l ’orien

tation des simplexes .

Supposons que K soit un complexe fini . Les groupes 

Z  r o t 9 e *  sont alors dos groupes abëliens à un nombre fi* 

ni de générateurs . Il on sera de môme du groupe $ C r . Les 

éléments d ’ordre fini de X r forment un sous-groupe X r  ap

pelé groupe de torsion. Un élément do X r  est do la classe

dos cycles homologues à un cycle p r pour lequel on a :

^ ^  O , t étant un nombre entier . On convient d ’é

crire P -  O pour un cycle qui satisfait à. uno homolo-

gie de la forme t r r 0 ; on convient de même d ’écrire

I™*X r  I i lorsqu’on a : t P  X r  t f \ r

Groupe de Bettl

Le groupe de Betti pour la dimension r est le 

groupe quotient

5b r = K t / T r
Un élément de B r  est de la classo des cycles j~';r tels

Q.uc I= P i  » où est un cycle donné. Le groupe B r
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est un groupe abélien libre à br générateurs.Lo nombre b s’ap

pelle le nombre de Betti pour la dimension r. On peut trouver

tr cycles Q 1", ^ ....  Il,/ t0lS 4U° t0Ut °y°la 301

lié par une homclogie de la forrae :

r  r 1 P r + A f r + ..... + ̂ rlvrrI Ç& *  1 11 2*2  b bx

Ces br cycles définissent une base du groupe de Betti^.

Le groupe de torsion r est la somme directe d’un cer

tain nombre de groupes cycliques dont les ordres sont des en

tiers tx , t2 ......  tQ .Ces entiers sont complètement

déterminés si l’on impose les conditions •

ti+i = 0 (mod.ti )

Los nombres t± ainsi déterminés s’appellent coefficients

de torsion pour la dimension r .

Considérons de môme le groupe C K  * (mod.m) . Ce groupe 

est la somme directe de b (m) groupes cycliques d ordre m 

et d’un certain nombre de groupes cycliques ayant respecti

vement pour ordres des entiers t1(m) , tg(m) ... tç. (m) in

férieurs à m et tels que

■fci+1 (m ) =■ 0 (mod.ti(m) ) .

Le nombre br(m) et les nombres tjjm) s’appellent respective

ment nombre de Betti et coefficients de torsion modulo m .

Les invariants numériques précédents déterminent complè

tement les groupes CJ'C T ot (mod.m) . On peut les cal
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culer effoctivemont quand on connaît lea relations d'inclden- 

de de K . Soit (er ) la matrice d'incidonce formée par les coef 

ficients °î j • ^es coefficients do torsion t^ pour la dimen

sion r sont les diviseurs élémentaires supérieurs à 1 de la 

matrice (o ) . Le nombre do Betti b est donne par :

= * *  .  pr  .  p 1-1
r r

où désigné le nombre de simplexes B;. à r dimensions ,

P étant le rang do la matrice {o ) . De l'égalité précé

dente . on tire :

n  <-Dr <*r = n  i-D r br
r r

On a de même :

XZ (-l)r <*r = ZI {-l)r hr<m)
r r

La quantité £___ (-l)r Q( T s* appelle carac tériatlque d fBuler-
r

Poincaré du complexe E . C'est un invariant topologique comme 

les nombres do Betti .

(Pour les démonstrations, voir Seifert-Threlfall, chap.III, 

ot XII) .

Groupes d'homologie modulo L

Soit L un sous-complexe de E . On peut convenir de né — 

gligor partout dans les chaines les simplexes appartenant à L. 

On définit ainsi les chaines mod.L , les cycles mod.L , les 

groupes d'homologie mod.L . D'une façon générale, on aura le 

groupe d'homologie g * (mod.L) .
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III.- Invariance topologique 

des groupes cPhomologle

Pour démontrer l'invariance topologique du groupe

nous allons montrer que ce groupe est isomorphe à un groupe

j C  que nous appellerons groupe d'homologie topologique .

Pour éviter toute confusion,^ r sera appelé groupe d'homolo-
G

gio combinatoire . Cela nous oblige à introduire les notions 

de simploxe singulier et de chaine singulière .

Simplexe singul1er .

Soit x un simplexe rectiligne et considérons une re-
«i

présentation continue (pa3 nécessairement biunivoque) de x 

sur un ensemble de points A d'un espace topologique K . 

L'ensemble de points A associé à la représentation continue de 

xr sur A définit un simplexe singulier X sur K . Etant donnés 

sur K deux simplexes singuliers X et XtF imagos continues
y  3 l*

des simplexes rsctilignes x et xi , on dit quo les deux 

simplexes singuliers sont identiques lorsqu’ils coïncident

en tant qu’ensomblos do points et lorsqu'il existe une corres-
. 2? r

ponaencG baryccntriquo ontre x ot tullo que deux peints

correspondants de x“ et x-̂ r aient pour imagos le môme point 

do E . Une représentation continue de xr sur K fait corres

pondre aux deux simplexes orientés xr et -xr doux simplexes 

singuliers oriontés Xr ot -Xr . Il se peut qu'il existe une
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r  ï *  i  _
corrospondanco barycentriquo cntro x et —x toile que

deux points correspondants sciont représentés par le mômo
I* X*

point de K . On a alors X = -X ot on dit quo X est 

un simploxo dégénéré singulier .

Exemple : Considérons une représentation barycentriquo t
_  r —b.

d'un simplexe roctiligne E sur un simplexe rectiligne E

où h 0 . L© simplexe Er“h définit alors un simploxe sin

gulier Xr. Le simpbexo Er admet au moins deux sommots PQ et
^ r—b. _

P qui soient représentés sur un môme sommet de E . Con-
ip _ y

sidérons la transformation barycentriquo de E on -E qui

échange les sommots PQ ot P., ot qui laisse fixos les autres

sommets do E2* . Doux points correspondants de Er et de -E
r  •* li

aont évidemment représentés par t sur le mômo point do E 

ou Xr . Par suite , X ost un simploxo singulior dégénéré.

Chaînes singulières

Une chaine singulière sera une forme linéairo finio 

Z-. u ± X^, où les symboles X ^  désignent dos simplexes s in-
X

guliors non dégénérés définis sur un complexo K , los coef

ficients u^ étant des nombres entiers. Supposons que X2* soit 

une imago continue d'un simplexe rectiligne x . Les faces 

x* “ de xr sont représentées sur dos simplexes singuliers

X^ ^ appelés faces do Xr . Soit / o^ xT ^ la chaine
p

frontière do xr . Nous appellerons chaîne-frontière do X
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V—  r_i
la chaine singulière / °i ^1 ♦ l'on néglige tous los

simplexes singiiers dégénérés .

Chaînes singulières par rapport à un groupe abélien G .

Une chaine singulière par rapport à G sur un complexe 

K sera une forme linéaire finie

Cr = ) uA ( Uj_ - élément de G)

Les symboles X ± T désignant des simploxes singuliers non dégé-
y

nérés sur K . A la chaîne C ost associée uno chaine frontiè

re par rapport à G :

^  2Z 0lJ x*-1
•r

x Y k —1
° "“g* / , ui x iJf

g f  » «J

Groupes d'homologlo topcloglques.

L'ensemble des chaines singulières sur un complexe 

donné K permet do définir les groupes abeliens suivants :

SP = groupe des chaines singulières par rapport à G. 
^  G
—  r

_Y = groupe dos cycles singuliers par rapport à G . 
00 G
:—  r

\X
groupe des cycles singuliers /X/ 0 .

jF 1 - $"aV_ r =
‘A o  / • &/  <7v G

groupe d’homologie topologique
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Il est évident que tous ces groupes sont des invariants topo

logiques du complexe K ; car une transformation topologique de
P

K en un complexe E^ transforme toute chaine singulière C sur
Y

K en une chaine singulière C, sur E-̂ , la chaine-frontière de
P

C correspondant à la chaîne-frontière de . Je me propose

de démontrer maintenant le fait remarquable et surprenant que
z—  r

le groupe d'homologie topologique q est isomorphe au grou

pe dTh o m o l o g l o d é f i n i  précédemment . Il en résultera l*in- 

variance topologique des groupes d'homologie combinatoire

Déformations continues.

Soit a un espace topologique ot considérons une repré

sentation continue de a sur un ensemble do points A d'un 

espace topologique E . Désignons par C1] l'intervalle formé 

(0,1) et soit o x M  le produit topologique de o par 

[i] . Désignons par l'ensemble dos points do o x C H  

qui correspondent à un point t de l'intervalle H  . Consi

dérons une représentation continue de a * £lj dans l'espace 

E telle que eQ soit représenté sur A ot a, sur X  . Une 

telle déformation continue s'appelle aussi homotople . En 

particulier, lorsque l'image A-̂  de a+ est homéomorpho à â. 

quelque soit t , la déformation continue est appelée lsotople 

Déformation continue d'un simplexe singulier .

Soit xr un simplexe rectiligne. Le produit xr x C^J
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pout ôtre considéré comme un prisme dont les doux bases se

ront désignés par xr ot xr .Soient PQ ,Plt...,Pr los som-

fig.(2)

■ ' 'Q 'p

m

_T* ^
^  XA v.

P o 1̂ — ------------------ ^ P x

mots du simplexe xr et Q q . ., ,Qr les sommets correspon

dants du simplexe xr . On peut décomposer le prisme en sim— 
«... r+1

piexes .Soit x^ le simplexe orienté (Qq .,Q^,p^t..,p )

On peut associer au prisme xr* [l] la chaine orientée suivan-

to  : <p *t = y ~  ( - H 1-1
que nous appellerons chaîne de déformation du simploxo x T  

La môme loi associe à une face x*-’1 de xr ,uno chaîne do 

déformation ¿ 0  x* 1 . par suite, à la chaine frontière

F(x ) = /—  xï 1 correspond la chaîne de déformation

 ̂ = / £ i ^ .La chaine-frontlère de xr

est donnéo par la relation suivante :

x r ---  ̂ X r - X r - C0 F(xr )

Considérons maintenant une représentation continue du prisme

x x[l] dans l»espace E. On définit ainsi une déformation coi:-
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tinuo do simplexe singulier Xr, image de xr, on un simploxo 

singulier , imago do x”1“ . A la chaîne S > xr correspond 

dans K une chaîne singulière 3) Xr appelée chaino de déforma
tion de Xr . A la chaîne«0 P(xr) correspond uno chaine singu

lière F(Xr) , ot on a :

xr — > xr - Xr - c£) P(Xr)

Déformation continue d'uno chaino singulière .

Soit c un complexe simpliclal et soit C le complexe 

singulier obtenu par représentation continue do o dans l'es

pace K. Uno déformation continuo do C on un autro complexe 

singulier c est définio par une représentation continuo dans 

K du produit topologique c x £l] . A chaque simploxo singu

lier X de C correspond un simplexe déformé Xr do (3‘ ot uno 

ohaine de déformation D  Xr . Soit Cr = ) ui Xir
T*

uno chaino singulière formée do 3imploxcs do C, les coeffi

cients u^ étant des éléments d'un groupe abélien G . A cetto 

chaîne C correspond une chaino do déformation

«£> cr  = ÇT U, sù x±r

Soit T?r = ) u, Xr la chaino déformée . On a la rclatior

<£> Cr c* - or - S) ï(Cr)
G

En particulier si F(Cr) = 0 t on a :

<£) or __ » cr  -  cr  
G
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donc Cr r \ s  Cr 
G

C'est-à-dire : deux cycles singuliers homotopes (qui so dé

duisent lfun do lf autre par une homotopio) sont aussi homo

logues .

Nous pouvons démontrer maintenant le théorème fondamen

tal qui établit un lien entre les chaines singulières et les 

sous-chaines d’un complexe simplicial K .

Théorème fondamental sur les déformations (Alcxander, Voblen) 

1°- Tout complexe singulier sur K admet une subdivision 

qu’on peut déformer en un sous-complexe de K.

2°- Toute chaine singulière Cr sur K admet une subdivision

on peut déformer en une sous-chalne do E, les chaînes 

considérées étant définies par rapport à un groupe abé- 

llen G.

Soit C un comploxe singulier sur K. On peut subdiviser 

los simplexes singuliers de C on simplexes suffisamment pe

tits de façon qu’on obtionne une subdivision C’ de C jouis

sant de la propriété suivante : il existe au moins \;n aster 

du complexe K contenant à son intérieur un aster singulier 

quelconque du comploxe C* ; (on appelle aster de contre O 

l'ensemble des simplexes d'un comploxe donné ayant le point 

0 comme sommet) . A chaque sommet P- de C', faisons alors 

correspondre un sommet Q de K tel que l'aster singulier
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do centre P~ soit contenu dans 1’ aster de centre .
A A

De cette façon, nous faisons correspondre aux sommets dfun

simplexe de C ’ les sommets d’un simplexe de K . En effet,

soit P un point quelconque d’un simplexe singulier X de C 
teSoit E un simplexe de K contenant le point P . Tout aster

IC Y*
do K qui contient P contient E . Donc les sommots do X

ne peuvent correspondre qu’à des sommets de E ; c’est-à-
r

dire les sommets de X correspondont aux sommots d’un simploro
h k 

E qui appartient à E t Soit c* un complexe rectiligne tel

que le complexe singulier C’ so déduise do c’ par une repré

sentation continue T. La correspondance entre les sommots de 
p  11

X et ceux do E définit une représentation Larycsntrique de
r» V  .y»

x sur E . On a ainsi uno représentation barycentriquo do x 

sur Ê 1 bien détorminée pour tous les simplexes de c’ cc qui 

fournit uno représentation simplicialo ï  do c ’ sur un sous- 

complexe ÜT do K. Un point P do xr ost représenté par T sur un 

point P de Xr ot par T aur un point I? do E .Los points P et 

P appartiennent à un même simploxo, à savoir E et peuvent ê— 

tre joints dans oo simplexe par un segment rectiligne bien 

déterminé. Le produit topologiquo c’ * M  admot alors une re

présentation continuo f dans K définie de la façon suivante : 

f coïncide avec T pour l’ensomblo do points c ’x 0 , produit 

topologiquo do c’ par le point 0 do 1’intervallo 1 ; f coïn

cide avec T pour 1*ensemble de points e * 1 ; pour les points
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du segment p * C O .  où p est un point donné do e1 ; f est la 

représentation barycentriquo do co segment sur lo segment 

rectiligne 3?1? . La représentation continuo f définit donc 

une déformation continuo du complexe singulior C* on un sous 

complexe TT do K . Ceci démontro 1a première partie du théorè- 

mo . On pout encore l’exprimer do la façon suivante :

Toute représentation continue dfun comploxo slmpllclal o dans 

un complexe slmpllclal K est homotopo à uno représentation 

slmpllclalo d ’une subdivision o* do c dans le complexe K.

Pour démontror la deuxième partio du théorème, noue
T»

considérons uno chaino singulière C sur K . L ’ensemble 

de ses simplexes singuliers ot do lours faces forme un com

ploxe singulier C. On peut trouver uno subdivision C* do C 

qui soit déformablo en un sous-complexe C do K. Soit x 

un simplexe roctlllgno et orienté ; nous pouvons subdiviser 

xr on un certain nombre do simplexes partiels x^r ot orien

ter chacun dea simplexes partiels x<r de telle façon que la 

transformation linéaire qui fait passor du simplexe orienté
X  ,  T* ,

x^ au simplexe oriente x  soit uno transformation à de

terminant positif dans l ’espace cartésien à r dimensions
* -M . Jf*

défini par x-̂  . La somme des simploxos orientes sera

appolée subdlvlsion do la chaîne définie par lo simploxo 

orienté x .De cette notion se déduit immédiatement la no

tion do subdivision d’un simplexe singulior ou d’une chaîne
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singulière. A la chaino singulière Cr correspond donc sur C*
y

uno chaîne singulière tien déterminée, Cn , appelée subdivi

sion de Cr . En déformant C’ on C  , nous faisons correspondre

I* *7T I*à C-̂ une chaine C-̂ q.u’on appelle chaîne déformée et qui est 

composée de simplexes de K . Ceci démontre lo théorème .

Nous aurons encore besoin de la propriété suivante :

•p r  aLa subdivision de la chaîne singulière G pout etre dé-
p

formée en C sur lo comploxe singulier C.

Il suffit de démontror cetto propriété pour lo ces do chaines 

non singulières. Or si C est uno sous-chalno do K , ot C,r 

uno subdivision do C , on pout montrer que la deformation dé

finie plus haut réduit C-̂ r à Cr, tout point de Ct1* rostant 

pondant la déformation sur lo simplexe do C auquel il appar

tient initialement . En particulier, tout cycle singulier ost 

homologue à l ’une quelconquo do sos subdivisions .

Invariance topologiquo des groupes d’homologie.

D ’après lo théorèmo fondamental ot la propriété précé- 

donte, tout cycle singulier | r sur lo complexe K ost homo

logue à un sous-cycle P" ^ de K, les cycles étant définis 

par rapport à un groupo abélion donné G. 31 i T ost homolo

gue à 0 , r  r est aussi homologue à 0 ; c’cst-à-dirc , il 

oxisto uno chaino singulière Cr+1 telle quo Cr+1 y P r
vT

En vertu du théorème fondamental, il existe alors égalomont
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une sous-chaine do E toile que 7?r+ -̂ , \ i r ;

Hc'est-à-dire I est aussi homologue à 0 au sens combina

toire . La correspondance entre r r «t r r établit donc une 
correspondance biunivoque et isomorphe entre les groupes 

?CG e t  ? C G  . Donc :

Thé o rème

Les groupes d'homologie jf£ q d'un complexe g sont dos inva

riants topologiques de K .

Invariance topologique des groupes T (mod.L).

Soit L un sous-complexe de K . D'une chaine singulière 

sur K on déduit une chaino singulière modulo L on y suppri

mant tous les simplexes qui sont situés sur L . A l'aide des 

chaines singulières modulo L on peut définir des groupes d'ho-
■ ■ ■  »  Y

mologle topologiquos désignés par G (mod.L) . Il résulte 

du théorème fondamental sur les déformations que le groupe
« ■M »  2 »

tyr (mod.L) est isomorphe ou groupe d'homologie combinatoire 
G

Ca (mod.L). Donc les groupes ? C G  (mod.L) sont des invariants
G G

topologiques de 1*ensemble du complexe E et de son sous-com

plexe L . Monsieur S.Lefscheto a démontré que ces groupes 

sont même dos invariants topologiques de l'espace E-L .
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Remarques sur la détermination effective dos groupes d’hc- 

mologle.

Théoriquement, les groupes d’homologie peuvent être 

déterminée à partir dee relations d’incidencG du complexe K. 

Mais cette étude ne peut être appliquée pratiquement lorsque 

K est composé d’un grand nombre de simplexes. On trouvera 

une méthode prctique ainsi que de nombreuses applications 

dans ma thèse : Sur la topologie de certains espaces homogè

nes (Ann.of Meth. 35 , 1934 , p.411). Mais atrent de terminer 

il est indispensable d’indiquer au moins les groupes d’home-
r

logie de l’espace S , eepace ephérique à n dimensions .
n . 

L ’espace S est homéomorphe à la frontière d’un simplexe En

Le cycle F(Eri+ } est un cycle à n dimensicne défini eur 8n .

Tout autre cycle à n dimensions est homologueà un multiple de

celui-ci . Donc n est lo groupe cyclique infini : bn =1.
XI

L espace S est aussi l ’espace Rn que l’on suppose fermé par 

un point à l ’infini . Or toute chaino C* sur Kn , où r n , 

peut etro reduite au point h l ’infini par déformation continue 

(par ex.par un© homothétie dont le rapport tond vers l ’infini) 

Do ne le groupe vC ee réduit à. 0, pour C r £- n . Le groupe 

0 ©st le groupe cyclique infini. Il n ’y a pas de coeffi

cient de torsion. Les nombres de Betti sont

^ — 3- » hr = 0 pour 0 / -  r n .
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Remarquons encore que pour tout complexe de dimension n, les 

groupes Cfâ,r , où r A  n , se réduisent à O .
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