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A.- DUALITE ENTRE GROUPES ABELIENS

Soit iJV un groupe abélien. On appelle en général carac
tère de une fonction ^  (o< ) f définie sur , dont 

la valeur est un nombre complexe de module 1 , et qui satis

fait à l'égalité

X  ( a< <* ' ) = *)C ( a / ) ~X ( c* ) 

où 0( , o(f sont des éléments quelconques de KMs . Comme nous 
aurons exclusivement affaire à des groupes additifs, il nous 

sera commode de remplacer ces caractères multiplicatifs par 

des caractères additifs. Les valeurs de ces caractères seront 

des nombres réels pris (mod.l) , c’est-à-dire des éléments 

du groupe quotient du groupe additif des nombres réels par 

le groupe additif des entiers . Nous appellerons donc dans 

ce qui suit caractère du groupe 'Ou une fonction “Y. ( o( ) 

définie cur , dont la valeur est un nombre réel (mod.l)

et qui satisfait à 17égalité

% i  o< -  < *') = -  X i  <*')
_  I

* /C » son^ ^es caractères, il en est encore

de même de rY i '̂(J . Il en résulte tout de suite que les

caractères de forment un groupe abélien additif t Soit

&  ce groupe . Noun introduirons une topologie dans de

la manière suivante : on prend un nombre fini d*éléments 0/

o( ....... * de "XsL et on leur fait correspondre des voi —
® n .
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ginages V1# V2, .... ,Vn dans le groupe des nombres réels

(mod.l) ; on définit ensuite un voisinage dans comme es

tant lfensemble des jC, tels que l’on ait
6 Vi U=l»2..... n)

La topologie définie dans par cette famille de voisina

ges est bicompacte .

Chaque élément c< do <JV définit un caractère M V * »  

du groupe olj' par la formule

= > < * >

et de plus, la fonction est continue sur .

On démontre que t le groupe Isomorphe à oc constitué par 
les caractères % <  <>> est identique au groupe de tous 

les caractères continus do . Inversement , si est un

groupe abélien bicompact , et si '(X est le groupe des carac

tères continus de est le groupe de tous les carac

tères de Ut  .

Désignant par o<. un élément de 'Ot, , par J3 un élément 

de , chacun des éléments ^  » est un caractère

de celui des groupes VU , &  , autre que celui dans lequel 

il est pris, et on ^  ( o< ) = ( B ) . Nous désignerons ce 

nombre par LP (c<, ) . Ce nombre jouit des propriétés 

suivantes :

I.- (<* - <*•’.£) = y(o(,(i) - tp ( «  ’, p. ) ;

<jM«. P ’ ) = (<X .|î) - { CX . fi’ )
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II.- SitO( étant fixe, on a ip ( oC , (3 ) = 0 quel que 

soit fi , on a ©< = 0 ; si, étant fixe, on a Ci) ( <*f p> ) = 0 
quel que soit o< , on a p = 0 .

III.- Pour rîaequo c* , ip ( a* , p ) est une fonction con

tinue sur le groupe S  .

Définition : ^
kJL , <uJ , étant des groupes abéllen3 additifs,

dont le premier est discret et le second bicompact, sTil

existe une fonction ( °*, jM dont la valeur est un

nombre réel (mod„l) . définie pour c< £ Ot> . (3 £

et satisfaisant aux conditions I. II. III , on dit que la

fonction définit entre ces deux groupes une relation de

dualité .

S1il en est ainsi, on montre que tout caractère de 

se met sous la forme CP ( } , pour un convenable,

et que tout caractère continu de se met sous la forme

tp (OC * P ) » pour un ^  convenable .

On démontre , de plus, dans ce cas, les faits suivants:

S i est un sous-groupe de CTÇ , le groupe des fi

tels que iP ( OC^, = 0 ( c *est-à-dire tels que

Cp ( o< , fü ) — 0 pour ex £ C X est un 3ous-groupe fermé 

ejj- 1 de ¿¿y . et est Identique au groupe de tous les

tels que ( o< = 0 . Tout sous-groupe fermé de

se trouve être de cette manière le correspondant d*un sous- 

groupe de <Jt. SI c< est une classe de 'CXL (mod. ) et
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Si 8 U 1 * la fonction <!><¿r, ¡4 ) = if> i<x,/i > pour 

oi 6 » définit une relation de dualité entre O t  / <Xi 

et «^2^ . De même 'CJl̂ e_fc / ¿jTl sont~' ftn Qualité.

SI "Ouest le groupe des entiers, son groupe des ca

ractères est le groupe des nombres réels (mod.l) . Si 

<x est fini, il en est de même de '¿r , et •&* est le pro

duit direct des groupes ♦ +{jT g des caractères de 011 .

Il en résulte que si est produit direct de p grou

pes cycliques Infinis et d’un groupe fini d’ordre t, ¿T est 

produit direct ée p groupes isomorphes à 1R* et d’un groupe 

fini d’ordre t .

Enfin, si Ü C  est dénombrable, A  est séparable 

(donc compact).

B. - COMPLEXES ABSTRAITS

Dans l’étude topologique des figures polyèdrales, il 

est souvent commode de les décomposer en éléments qui ne 

soient pas des simplexes , mais en des figures un peu plus 

compliquées, dites cellules, qu’on obtient généralement en 

groupant des simplexes entre eux . L’autre part, les moyens 

que fournit la théorie de l’homologio peuvent être appliqués 

dans des cas où la géométrie no fournit pas directement les 

simplexes dont on a besoin. C’est pourquoi il est avantageux 

d’introduiro la notion de complexe abstrait .
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On appelle complexe abstrait un ensemble fini K d’élé

ments E , B ’,..... appelés cellules , muni d’une relation 

dT incidence, c’êst-à-dire d’une relation ^  (E,E’) entre 

deux cellules . qui se lit : "E est incidente à B» " ,  et 

qui jouit des propriétés suivantes :

a) SI B est incidente à B', et B ’ à B", B est Incidente

à E"

b) E n*e«t pas incidente à E *

Un type important de complexes abstraits est donné par 

les complexes simpliciaux . On obtient un complexe simpli- 

cial de la ncni^re suivante î on se donne un ensemble fini 

f  d’éléments, qui seront appelés les sommets du complexe; 

les cellules du complexe sont les éléments d’une famille de 

parties non vides de '¡f' , qui jouit de la propriété suivan
te : toute partie de Y 'non vide et contenue dans une partie 

de la famille appartient à la faille; - tout sommet appartient 

au moins à une partie de la famille ; la relation d*incidence 

est la suivante : la cellule (ou simplexe abstrait) 3 est in

cidente à S’ si tous les sommets de S appartiennent aussi à

S’.

On appelle dimension d’un simplexe le nombre de ses som

mets diminué de 1 . On appelle dimension d’un complexe simpli- 

cial la dimension maxlma des simplexes de ce complexe .

On démontre qu’un complexe simplicial de dimension n
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peut toujours être réalisé géométriquement dans 1*espace eu

clidien à 2n+l dimensions, c'est-à-dire qu'on peut fabriquer 

dans cet espace une figure polyédrale dont les simplexes 

aient exactement les mêmes relations d*incidence que le com

plexe donné .

Rangeons dans un certain ordre les sommets d’un com

plexe simplicial, et supposons que les sommets de chaque Sim

plexe seront toujours rangés dans cet ordre , On peut alors 

définir une fonction frontière dans le complexe simplicial 

par la formule classique : la frontière du Simplexe 

^ .... sera la chaîne

{a1»a2.... Ar} * { a o *A2» • • • *Ar| + • • «+ * A1 • * • • Ar-l}

Si nous nous donnons un groupe abélien additif t nous pour

rons construire f avec notre fonction frontière et le groups 

les groupes d'homologie du complexe simplicial . Ces groupes 

sont indépendants de l'ordre adopté au début pour les sonsnets, 

Soit maintenant K un complexe ybctTOit quelconque .

Il est possible d'associer à K un complexe simplicial K* de 

la manière suivante : les sommets de Z* seront en correspon

dance biunivoque avec les cellules de K; on rangera ces som

mets dans un ordre tel que si les sommets A , A', correspon
dent aux cellules E, E ?, de K , et si E est incidente à E f,

A soit avant A'; un ensemble , ̂  de sommets consti—
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tuera un simplexe de K* ai, et aeulemont ai, lea 8ommet8 é- 

tant rangés dan8 1Tordre indiqué, lea cellulea EQ, Blf..fB 

de K qui leur correapondent, aont tellea que Sj, aoit inci

dente à Bj (i = 1,2,....,r) . Le complexe aimplicial ainai 

obtenu eat appelé la subdivision régulière de K. Si le der
nier sommet d?un simp’.exe S de K* correspond à la cellule B 

de K, on dira que S eat aur E . La dimenaion maxima dea sim- 

plexe8 de K1 qui aont sur une B donnée sera appelée la dimen

aion de B. On notera en général une cellule de dimension r par 

le symbole 3r, affecté au besoin d * indices. La dimension de K 

sera la dimenaion maxima des cellules de K. Ce sera aussi cel

le de K».

On appellera groupes d,homologie de K (construits avec 
un groupe abélien additif 'XJI* ) les groupée d’homologie de K* 
construits avec ce groupe.

Si L est un sous-complexe de E, il est clair que les 

cellules de K f qui sont sur des cellules de L forment un com

plexe L’qul n ’est autre que la subdivision régulière de L m

Dé finition , - Le complexe K sera dit normal si les carac

tères d,homologle du complexe frontière d*une B-** de K {c’eat» 

à-dire du complexe formé par les cellules de K Incidentes &
y».

® l e a .eme? eue ceux d*une aphère de dimension r-1 .

(La sphère de dimension 0 se composant de deux points).

L ’intérêt de la notion de complexe normal provient
; *y
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des faits suivants :

Pans un complexe normal, on peut associer au couple

formé uar une E. et une E, un coefficient d'inci- ------s.------ j ------ 1 ----------------------

dence y\ r qui est un nombre entier satisfaisant aux
----- / u  :
conditions suivantes :

a) SI Er“  ̂n*est pas incidente à E r on a rtT = 0
j / i / i 3
r--

b) On a y = 0 .ce <3-ul signifie que si

CTon définit une fonction frontière par les formules

&  <Bi r > = Z Z ? i r 3 « r 1  ^ ( A )  = o
on a ^  ^  ) = 0 .

c) 31 au moyen de la fonction frontière précédente 

et d'un groupe abéllen additif CTC , on définit à la manière 
habituelle les cycles et lthomologle, les groupes dthomolo~ 

gie que 1?on trouvera sont ceux de K (c’est-à-dire ceux de

K M  ;

C.- THEOREMES DE STOKES DANS UN COMPLEXE

Soit K un complexe normal . Prenons un groupe abélien 

discret (X, et appelons différentielle dTordre r dans K. 
une fonction f(r) , qui, à chaque E de K associe un 

élément f(Er) de '06 . Il est clair que les différentiel

les d’ordre r forment un groupe additif * Soit 

maintenant le groupe des caractères de 4L. Formons
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1© groupe additif cC r dea chaînes de K de dimension r cons
truites avec Si kr est le nombre des cellules de di

mension r de K ,X  * est le Produit direct de kr groupes iso
morphes à &  : on peut donc le considérer comme un groupe

topologiquo bicompact .

Soit U/ (<* ,f2> ) la fonction qui définit la dualité

entre 'Üts et ¿fr ; fr étant un élément de JC r, °r =-^PiBir 

un élément deof" r , appelons intégrale de fr sur Cr , et dé

signons par (£> (fr,Cr) ou ppr C fr le nombre (mod.l)

JcP
défini par __

<£> (fr .0r ) = j f  *r = 1 _  ‘f  ( W »  • P l)

Il est clair que la fonction (p définit une relation de dua

lité entre Cn r et £ *  .
Appelons maintenant dérivée de la différentielle fr 

et désignons par S fr la différentielle d’ordre r-t-l dé

finie par la formule __

v S fr(Bk+1> = H  7 kl1 fr<Eir>
i '

où les 0 r sont les coefficients d’incidence du complexe K.
' 13

Il résulte tout de suite do cette formule que l’on a :

( i> S  * * = J
T  (c3̂ 1) îcr+1)

égalité qui a la formo d'un théorème do Stokos .
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Noua dirons que f est une différentielle exacte si 

Si - 0 ; les différentielles exactes forment un sous-groupe
O r de ~UJT ; Igs différentielles d’ordre r qui sont des 

dérivées de différentielles d’ordre r-1 forment un sous- 

groupe rJ r de r . La formule (l) montre tout de suite 

que, dans la dualité entre -utr et r, le groupe ^ c o r 

respond au groupe cJq- r des cycles 0 , et que J ' r corres

pond au groupe de tous les cycles . Par suite ;

Le groupe t* ¡J* est en dualité avec le groupe 

d’homolo^le pour la dimension r , construit avec .

D. - VARIETES

E étant un complexe, nous allons d*abord lui associer
*

un nouveau complexe K , son dual . Pour cela, nous ferons

correspondre biunivoquement à chaque cellule E de K , un
M r.

nouvel objet B , qui sera appelée la cellule duale de K. B.
x «

Les E seront les cellules de K ; la relation dTincidence
* X *

dans K sera la suivante : la cellule B sera incidente h. B*
si, et seulement si, B ’ est Incidente à. B . Il est clair

*
que K a la même subdivision régulière que K .

Le complexe K étant supposé normal, nous dirons qu’il 

définit Une variété combinatoire si le complexe dual de le 

subdivision régulière de K est un complexe normal, et si 

K est connexe (le nombre de Betti pour la dimension 0 est
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l). Dans ce cas , on démontre les faits suivants :

a) chaque cellule de K est incidente à une cellule de 

dimension maxima n ; une cellule de dimension n-1 de K 

est incidente à deux cellules de dimension n .

b) le complexe frontière de chaque cellule de K est 

une variété combinatoire .
*

c) le dual K de K est aussi normal * Le duale d’une
«  *  -n ~

Er de K est une E n"r m
d) La notion de variété combinatoire est invariante, 

c’est-à-dire que si deux complexes réalisés géométriquement 

sont homéomorphes, et si l’un définit une variété combina— 

toire , il en est de même de l’autre. Si, dans un complexe 

simplicial géométrique, chaque point possède un voisinage 

homéomorphe à l’intérieur d’une sphère à n dimensions, ce 

complexe définit une variété. Maie on ne sait pas si la 

réciproque est vraie ,

Une variété de dimension n est dite orientale ai son 

nombre de Betti pour la dimension n est 1 .

On montre que si un complexe normal K dans lequel la 

fonction frontière est donnée par les formules

9m ./.- e *  *rl
3

définit une variété orientale, la fonction frontière dans K 

est donnée par les formules

9 '< -T> - V ? « 1 s«“ " 1
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Nous supposerons désormais que K est une variété orien

tale .

Prenons un groupe abélien additif C^G et formons le 
-i*

groupe <£ n~r ¿©s chaînes de dimension n—r de K construi-
c™* n-r

tes avec C/l/ . A chacune de ces chaînes >_ ± fai

sons correspondre la différentielle fr d’ordre r de K 

définie par les formules

V » i r > = * 1

-*•
Nous obtenons une isomorphie du groupe X  n-r avec le groupe

Cjî introduit plus haut . Bans cette isomorphie, on voit 

tout de suite que le groupe n r des cycles correspond à.

^  r, et que le groupe des cycles /v/ 0 correspond à

Donc : le groupe d’homologie de K pour la dimension 

n-r, construit avec UL est isomorphe à

Or, si est le groupe des caractères de ov , ce dernier 

groupe est en dualité avec le groupe d’homologle de K ,cons

truit avec . En se rappelant que les groupes d'homologie 

de K et de K sont les mêmes, puisque ces complexes ont une 
même subdivision régulière, on obtient le théorème de dualité 

do PoIncare—Pont.jardin ;

Le groupe d’hom .-»logle pou r la dimension n-r dTune 

variété, construit avec un groupe . est en dualité avec 

le groupe d?homologie ponr la dimension r de cette variété, 

construit avec le groupe des caractères_de_
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D’autre port, on constate facilement que le groupe d’ho

mologie pour la dimension r d’un complexe, construit avec 

le groupe K  des nombres réels (mod.l) est produit direct 

de Br groupes isomorphes à KZ , B étant le nombre de Betti 

pour la dimension r , et du groupe de torsion pour la dimen

sion r-1 . Donc :

Les nombres de Betti d’une variété de dimension n 

pour les dimensions r et n-r sont égaux . Les coefficients 

de torsion pour les dimensions r et n-r-1 sont égaux.

Soit maintenant L un sous-complexe de K . Les duales
-* ■*

des cellules de L forment un sous-ensemble L du dual E de 

E . Les cellules de E qui ne sont pas dans L forment un sous-
*

complexe de E ; les groupes d’homologie de ce sous-complexe 

seront appelés groupes d’homologie de E-L (si E est réalisé 

géométriquement, on montre que toute chaîne singulière sur 

E qui ne rencontre pas L peut être déformée, sans jamais 

rencontrer L, en une chaîne de la subdivision régulière de 
* -*
E - L , ce qui justifie la définition ).

Ceci posé, en raisonnant exactement comme dons la dé

monstration du théorème de Poincaré, on démontre le théorè

me de Lefschetz :

Le groupe d’homologie de E ~L pour la dimension r . 

construit avec OC . est en dualité avec le groupe d’homo
logie pour la dimension n—r de E (mod.l) construit avec J& •
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On remarquera que 1 f isomorphle e n t r o ^ 11 r et U\ r 
définie plus haut, donne une relation de dualité entre 

•*
c/' et C/l f le groupe des chaînes de dimension r de

K construites avec , Cn T = X  ©( ̂  r et Cr = ̂  i^i^i1 

étant des éléments de ©c n“r et de *̂ 7 r * dualité est 

donnée par la fonction

I (cn”r , c r ) = ) __ (o^i , [* !  )
i

qu’on appelle indice de Kronocker (mod.l) de ces chaines .

Désignons maintenant psr le groupe des cycles
0 L r_l

de L qui sont 0 dans K , par 1° groupe de

ceux qui sont r̂ / 0 dans L , par *2 r (mod.L) le groupe des
. * Ca r , »

cycles <aioa,Xii d<* dloonsicn r do K, (mod.LJ
a

le groupe de ceux qui sont homologues (mod.L) à des cycles 

de K. Chaque élément Zr* de G3  ̂ frontière d'un élé

ment Zr de r (mod.L) qui, quand Zr est déterminé à
^  L9 r-1un élément près de ^ , est déterminé à un élément près 

do (mod.l») .

Donc : les groupes I l  ' K l'1 et v (moa*L)/̂ r
( mod. L) , cons truits avec le groupe des coefficients «Jy-- 

sont Isomorphes .
*

D'autre part, dans la dualité entre X 1 et X n~r 

au groupe ^  (raod.L) correspond le groupe des cycles de 

K-L, construits avec le groupe C/O et 0 dans K-L ;
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*

3C,it E-L 09 groupe : SU «T°'aVe (mod.L) correspond le

groupe des cycles de dimension n-r de E-L qui sont 0
fj n-r ,

dons E • soit ÿ\ ~ T ce groupe . Il resuite de ce que nous* /l A.—ij
venons de dire le théorème dT Alexande r-Pont.'iargln :

Lea groupes £  £-1 /^  ^  et |  £ £ /  ^  ̂  £çnt_en

dualité l*un avec loutre .

En supposant que E soit 11espfice à n dimensions , com

plété par un point à l’infini, ou encore une sphère à n di

mensions, on déduit de là , en particulier, les propositions 

suivantes :

Le nombre de Bettl pour 1b dimension r-1 de L est, 

égal au nombre de Betti pour la dimension n-r de E-L , 

augmenté de 1 si r = 1 . diminué de 1 , si r = n .

Il en résulte, en particulier , que si un soue-complexe 

de E est homéomorphe à une sphère de dimension n-1 , il por

tage E en deux domaines : c’est le théorème do Jordan, pour 

les sous-complexes .
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