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On a d é j à  e u  1 * o c c a s i o n  de p a r l e r  d e  l a  d i s t i n c t i o n  

e n t r e  h o m o lo g ie  e t  h o m o to p ie  ( v . e x p o s é  B) . On r a p p e l l e  l a  

d é f i n i t i o n  ;

D eux c o m p le x e s  s i n g u l i e r s  Cn  t C’ im a g e s  c o n t i n u e s  

d »un même c o m p le x e  s i m p l i c i a l  c*1 d a n s  u n  e s p a c e  to p o lo g iq u ©  

d o n n é  q u e l c o n q u e ,  s o n t  d i t s  h o m o to p e s  s i  l ' o n  p e u t  l e s  d é 

d u i r e  l ’ u n  de l ’ a u t r e  p a r  d é f o r m a t i o n  c o n t i n u e  . Au m o y en  du  

p r o d u i t  t o p o l o g i q u e  d de c p a r  l e  s e g m e n t  0 — t  — 1

o n  p e u t  e n c o r e  d i r e  q u e  Cn  = f ( c n ) e t  C* — f M o  ) s o n t  

h o m o to p e  s  s i  l ' o n  p e u t  d é f i n i r  u n e  f o n c t i o n  c o n t i n u e  f  s u r  

dn+ 1  , p r e n a n t  s e s  v a l e u r s  d a n s  l ’ e s p a c e  d o n n é  ( c ’ e s t - à - d i r e  

u n e  im a g e  c o n t i n u e  de dn + ^  d a n s  c e t  e s p a c e )  s e  r é d u i s a n t  

à  - i  p o u r  t  =  0 e t  à  f*  p o u r  t  =  1 . S i  C*n  s e  r é d u i t  

à  u n  p o i n t ,  o n  d i t  q u e  Cn  e s t  h o m o to p e  à  z é r o  .

On a v u  ( i b i d . )  q u e  d e u x  c o m p le x e s  h o m o to p e s  s o n t  n é 

c e s s a i r e m e n t  h o m o lo g u e s  . La r é c i p r o q u e  n ’ e s t  p a s  v r a i e ,  com 

me o n  s a i t  ( v o i r  p a r  e x .  l ’ e x p o s é  de M a r ty  s u r  l e  g r o u p e  do 

P o i n c a r é ) .M a is  o n  d o i t  à  H .H o p f  d ’ a v o i r  d é m o n tr é  c e t t e  r é c i 

p r o q u e  d a n s  c e r t a i n s  c a s  p a r t i c u l i e r s  t r è s  i n t é r e s s a n t s  . 

C’ e s t  à  l ’ e x p o s é  de c e s  r é s u l t a t s  ( d o n t  u n e  p a r t i e  a v a i t  

d ’ a i l l e u r s  é t é  p r e s s e n t i e  p a r  B ro u w e r)  q u e  v a  ê t r e  c o n s a c r e e  

l a  p r é s e n t e  c o n f é r e n c e
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Q uand  d e u x  r e p r é s e n t a t i o n s  C** — f(c*M  , C* — f * ( c  ) 

d »un même c o m p le x e  c n  d a n s  u n  même e s p a c e  d é f i n i s s e n t  d e s  

c o m p le x e s  h o m o to p e s  , i l  e s t  d ’ u s a g e  de  d i r e  a u s s i  q u e  l e s  

d e u x  r e p r é s e n t a t i o n s  a p p a r t i e n n e n t  à  l a  même .ç la s s jo  ( " A b b i l -  

d u n g s k l a s s e " ) .  De p l u s ,  o n  a v u  q u e ,  p o u r  s a v o i r  s i  d e u x  com 

p l e x e s  s i n g u l i e r s  s o n t  liomo t  o p e  s  (o u  s i  d e u x  r e p r é s e n t a t i o n s  

a p p a r t i e n n e n t  à  l a  même c l a s s e )  o n  a à  r é s o u d r e  u n  p r o b lè m e  

d u  t y p e  s u i v a n t  s K é t a n t  u n  c o m p le x e  d o n n é ,  KQ u n  c o m p le x e  

p a r t i e l  co m p o sé  d » é l é m e n t s  de K , d é t e r m i n e r  u n e  f o n c t i o n  c o n 

t i n u e  s u r  K , p r e n a n t  s e s  v a l e u r s  d a n s  u n  e s p a c e  d o n n é  ( c ’ e s t  

à —d i r e  u n e  r e p r é s e n t a t i o n  de K d a n n  c e t  e s p a c e ) ,  q u i  p r e n n e  

s u r  d e s  v a l e u r s  d o n n é e s  ; o u , a u t r e m e n t  d i t ,  p r o l o n g e r  à  

K d 'u n e  m a n iè r e  c o n t i n u e ,  u n e  f o n c t i o n  d o n n é e  s u r  E Q . Un 

t e l  p r o b lè m e  s 7 a p p e l l e  u n  " p r o b lè m e  de p r o l o n g e m e n t / 1 ( " E r w e i -  

t e r u n g s a u f g a b e " ) ;  n o u s  d o n n e r o n s  a u s s i  l e s  r é s u l t a t s  do H o p f  

s u r  c e r t a i n s  p r o b l è m e s  do ce  t y p e  .

On a d é j à  d i t  ( v . e x p o s é  L e r a y )  q u * o n  p e u t  t o u j o u r s  p r o 

l o n g e r  d a n s  u n  e s p a c e  t o p o l o g i q u e  n o rm a 1 q u e 1 c o n q u e , u n e  

f o n c t i o n  c o n t i n u e ,  à  v a l e u r s  n u m é r i q u e s , d o n n é e  s u r  u n  s o u s -  

e n s e m b le  f e r m é  q u e l c o n q u e  de 1 * e s p a c e  ; d * o ù  i l  r é s u l t e  q u T 

o n  p e u t  t o u j o u r s  p r o l o n g e r  w j a i  u n e  f o n c t i o n  p r e n a n t  s e s  

v a l e u r s  d a n s  u n  e s p a c e  e u c l i d i e n  à  p  d i m e n s i o n s  x ^  , Xg ,

. . x  ( i l  s u f f i t  de f a i r e  l e  p r o l o n g e m e n t  p o u r  c h a c u n e  d e s  
P
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c o o r d o n n é e s  x  s é p a r é m e n t ) ,

On d é s i g n e r a  p a r  Sn  l a  s p h è r e  à  n  d i m e n s i o n s  ; o n  s a i t

l a  s p h è r e  Sn  p o i n t é e  ( c ’ e s t - à - d i r e  où  l ' o n  a e n l e v é  u n  p o i n t  

p )  e s t  t o p o l o g i q u e m e n t  i d e n t i q u e  à  u n  o s p a c c  e u c l i d i e n  R 

à  n  d i m e n s i o n s ,  e t  p a r  s u i t e  q u e  l a  s p h è r e  Sn  d e u x  f o i s  p o i n *

t é e  ( c ' e s t - à - d i r e  d ' o ù  l ' o n  a e n l e v é  d e u x  p o i n t s  p  e t  q  )

y\ § ne s t  t o p o l o g i q u e m e n t  i d e n t i q u e  à  R -  o ( e s p a c e  R d ' o ù  l ' o n

a  e n l e v é  u n  p o i n t  o ) .

D ’ a u t r e  p a r t ,  s o i t  Rn  u n  e s p a c e  e u c l i d i e n  à  n + l  d i 

m e n s i o n s ,  Sn  l a  s p h è r e  de  c e n t r e  o e t  de  r a y o n  1 d a n s  

Rn+ 1  ; à  t o u t  p o i n t  x  de  Rn  -  o , f a i s o n s  c o r r e s p o n d r e  

l ’ i n t e r s e c t i o n  z = iP ( x )  de l a  d e m i - d r o i t e  o x  a v e c  S ; 

e t  s o i t  P = l o g  ( o x )  ; t o u t  p o i n t  x  de  R11̂ -  o e s t  a i n s i  

r e p r é s e n t é  p a r  s e s  c o o r d o n n é e s  p o l a i r e s  ( z ,  p  ) d ’ u n e  m a n i è 

r e  e t  d ’u n e  s e u l e  ; a u t r e m e n t  d i t ,  Rn4"^ - o e s t  l e  p r o d u i t

t o p o l o g i q u e  de Sn  p a r  l a  d r o i t e - o o  L. p ♦  OO ■ .
C e s  p r é l i m i n a i r e s  p o s é s ,  n o u s  d i v i s e r o n s  ( d ’ a p r è s  H o p f )  

n o t r e  e x p o s é  e n  t r o i s  p a r t i e s  .

1 è r e  p a r t i e  . -  R e p r é s e n t a t i o n s  de d e g r é  0 de 3n  d a n s  Sn  .

Dana t o u t e c e t t e  p a r t i e  ( m a i s  n o n  d a n s  l e s  s u i v a n t e s )  

l e  d e g r é  t o p o l o g i q u e  s e r a  p r i s  p a r  r a p p o r t  à  l ’ a n n e a u  d e s  

e n t i e r s  r a t i o n n e l s  . On d é s i g n e r a  p a r  S à  l a  f o i s  l a

q u ' e l l e  e s t  t o p o l o g i q u e m o n t  i d e n t i q u e  à  l a  f r o n t i è r e \ x n+1\

d r u n  s i m p l e x e xn+l à  n + l  d i m e n s i o n s  ; o n  s a i t  a u s s i  que



III.-G.- 4

s p h è r e  à  n  d i m e n s i o n s  e t  l e  c y c l e  a l g é b r i q u e  à  n  d i m e n s i o n s  

q u ’ e l l e  d é f i n i t  a u  s i g n e  p r è s  ( c ’ e s t - à - d i r e , d a n s  u n e  t r i a n 

g u l a t i o n  q u e l c o n q u e  de Sn , l a  b a s e  d u  g r o u p e  d ’ h o m o lo g ie  à  

n  d i m e n s i o n s  s u r  Sn  , d é f i n i  p a r  r a p p o r t  à  l ’ a n n e a u  d e s  e n -
H 21

t i e r s )  . S i  l ’ on  a  u n e  r e p r é s e n t a t i o n  f ( S  ) C. S d ’ u n e  

s p h è r e  S Qn  d a n s  u n e  s p h è r e  Sn  , l e  d e g r é  de l a  r e p r é s e n t a 

t i o n  n ’ e s t  p a s  a u t r e  c h o s e  q u e  l e  n o m b re  d d é f i n i  p a r  

f ( S  n ) /\j d . S 31 ( v o i r  c o n f é r e n c e  p r é c é d e n t e  ) .

S i  f  ( SQn  ) e s t  h o m o to p e  à  z é r o ,  o n  a u r a  d=0 . R é c i p r o q u e 

m e n t ,  n o u s  n o u s  p r o p o s o n s  de d é m o n t r e r  l e  th é o r è m e  s u i v a n t  : 

T h éo rèm e  I  . -  U ne r e p r é s e n t a t i o n  f ( S n ) d ’ u n e  s p h è r e  

SQ d a n s  u n e  s p h è r e  S , de d e g r é  t o p o l o g i q u e  0  ( p a r  r a p p o r t  

à  l ’ a n n e a u  d e s  e n t i e r s ) e s t  h o m o to p e  à  z é r o  .

Ce th é o r è m e  s e  d é m o n tr e  d i r e c t e m e n t  p o u r  n  = 1  .

D ans c e  c a s ,  e n  e f f e t ,  o n  a  d e u x  c e r c l e s  0 o , C ; s o i e n t  , 

A , l e s  a r c e s  s u r  c e s  d e u x  c e r c l e s  ; l a  r e p r é s e n t a t i o n  f 

s ’ e x p r i m e r a  p a r  u n e  f o n c t i o n  ô  =  i( ° (  ) , e t  s i  d e s t  

l e  d e g r é  , o n  a u r a  :

f  ( «  +  2  rr ) =  f{©< ) +  2  d rr

S i  d= 0  , f  s e r a  p é r i o d i q u e ,  e t  l a  f o r m u le f t ( oc ) =  t . f (  cK )

d é f i n i r a  u n e  r e p r é s e n t a t i o n  de 0 o s u r  C , s e  r é d u i s a n t  à  l a  

r e p r é s e n t a t i o n  d o n n é e  p o u r  t = l  , e t  à  z é r o  p o u r  t= 0  . 

c „ q  . f . d .

P o u r  n  A  1 , o n  d é m o n t r e r a  l e  th é o r è m e  p a r  r é c u r r e n c e  s u r



III.-G.- 5

n .  M a is  i l  e s t  u t i l e  d ’ a b o r d  d 'e n  d o n n e r  p l u s i e u r s  é n o n c é s  

t o u s  é q u i v a l e n t s  .

S o i t  d : a b o r d  b £ + 1 l a  " b o u l e "  ( " V o l l k u g c l " ) à  n + 1  d i 

m e n s io n s  a y a n t  p o u r  f r o n t i è r e  ^ Qn  d a n s  u n  e s p a c e  Rn +  

o ù  l Ton  a u r a i t  p l o n g é  S0n ( c Te s t - à - d i r e  , d a n s  u n  t e l  e s p a c e  

1 Te n s e m b le  d e s  p o i n t s  i n t é r i e u r s  à  £>0n  , o u  s i t u é s  s u r  S0 ) .  

D i r e  q u ’ u n e  r e p r é s e n t a t i o n  de S0 n , d a n s  u n  e s p a c e  q u e l c o n q u e  

e s t  h o m o to p e  à  z é r o ,  c 7e s t  d i r e  q u ’ o n  p e u t  t r o u v e r  i ^ ( s 0n ) 

s e  r é d u i s a n t  à  l a  r e p r é s e n t a t i o n  d o n n é e  p o u r  t = l  , à  u n

p o i n t  p o u r  t= 0  ; s i  n o u s  c o n s i d é r o n s  f+ .(3 0 ) comme u n e
n

r e p r é s e n t a t i o n  de l a  s p ’i è r e  c o n c e n t r i q u e  à  SQ e t  de r a y o n  t

(S  é t a n t  s u p p o s é e  de r a y o n  1 ) , o n  v o i t  q u e  c e t t e  f o n c t i o n
| *1

d é f i n i t  u n e  r e p r é s e n t a t i o n  de l a  b o u l e  BQ ; r é c i p r o q u e m e n t  

s i  l ’ o n  p e u t  t r o u v e r  u n e  r e p r é s e n t a t i o n  d o n n é e ,  i l  e s t  c l a i r  

que  c e l l e - c i  s e r a  h o m o to p e  à  z é r o  . Le th é o r è m e  I  p e u t  d o n c  

ê t r e  f o r m u l é  comme s u i t  :

I e : u n e  r e p r é s e n t a t i o n  de SQn  s u r  Sn  , de d e g r é  z é r o ,  

p e u t  ê t r e  p r o l o n g é  à  Bc '

S o u s  c e t t e  f o r m e ,  o n  p e u t  e n c o r e  t r a n s f o r m e r  l e  th é o r è m e  

d a n s  l ’ é n o n c é  s u i v a n t  î

: u n e  r e p r é s e n t a t i o n  do S n  d a n s  Rn + ^ - o  , d ’ o r d r e
o

z é r o  p a r  r a p p o r t  à  o ,  p e u t  ê t r e  p r o l o n g é  à  •
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E n  e f f e t ,  s o i t ,  comme p l u g  h a u t ,  % =  (P ( x )  l e  p o i n t  

de l o  s p h è r e  Sn  de c e n t r e  o e t  de r a y o n  1 q u i  s e  t r o u v e  s u r  

o x  , e t  P  l e  l o g a r i t h m e  du  r a y o n  v e c t e u r  d u  p o i n t  x  ; s e  

d o n n e r  u n e  r e p r é s e n t a t i o n  f ( K )  d ' u n  c o m p l e x e  q u e l c o n q u e  K

d a n s  Rn + i - o  é q u i v a u t  à  s e  d o n n e r  u n e  r e p r é s e n t a t i o n

de K d a n s  Sn  , e t  u n e  r e p r é s e n t a t i o n  p i . i ( K ) j d e  K d a n s  l a  

d r o i t e  -  c O P  +  OO . L* o r d r e  de f ( S Qn ) p a r  r a p -  

p o r t  à  o d a n s  R -  o n ’ e s t  p a s  a u t r e  c h o s e  ( v . c o n f e r e n c e  

p r é c é d e n t e )  q u e  l e  d e g r é  t o p o l o g i q u e  de £ f ( S  )3 d a n s

S . Donc s i  l e  t h é o r è m e  I s  e s t  v r a i ,  e t  s i  l ' h y p o t h è s e  de 

I*5 e s t  s a t i s f a i t e ,  o n  p e u t  p r o l o n g e r  à B 0  l a  f o n c t i o n

c p f f ( S 0n )J ; q u a n t  à  l a  f o n c t i o n  p  | [ f ( S 0n )3 on  p e u t  s u r e -  

m e n t  l a  p r o l o n g e r  a u s s i  à  B0 , p u i s q u e  c ' e s t  u n e  f o n c t i o n

à  v a l e u r s  n u m é r i q u e s  : c e  q u i  d é m o n t r e  I® . D ’ a u t r e  p a r t ,

I e s u i t  a u s s i  I  , c a r  s i  f ( S ^ )  e s t  u n e  r e p r é s e n t a t i o n  de

de S 0 d a n s  Sn  , de  d e g r é  z é r o ,  on  p e u t  a u s s i  l a  c o n s i d é r e r
n - f l

comme u n e  r e p r é s e n t a t i o n  d a n s  R — o , d ’ o r d r e  O , d o n c  

( s i  1°  e s t  v r a i )  l a  p r o l o n g e r  e n  u n e  r e p r é s e n t a t i o n

f ( B ^ + ^)  d a n s  Rn + ^ -  o : m a i s  a l o r s  Cp s e r a  u n e

r e p r é s e n t a t i o n  de Bq+ ^ d a n s  Sn  q u i  p r o l o n g e  f ( S 0n ) e t  I a 

e s t  d é m o n t r é  . On v o l t  d o n c  b i e n  q u e  I e e t  1 “ s o n t  e n t i è 

r e m e n t  é q u i v a l e n t s  .

D’ a p r è s  l e s  r e m a r q u e s  f a i t e s  p l u s  h a u t ,  I  p e u t  e n c o r e  

s ’ é n o h c e r  comme s u i t  :
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I e  : u n e  r e p r é s e n t a t i o n  de S 0n  d a n s  Rn  -  o , d ’ o r d r e  

z é r o ,  p a r  r a p p o r t  à  o , e s t  h o m o to p e  à  z é r o  .

w J. 1
E n f i n ,  o b s e r v o n s  q u e ,  p u i s q u e  R -  o e s t  t o p o l o g i q u e -  

m e n t i d e n t i q u e  à  u n e  s p h è r e  d e u x  f o i s  p o i n t é e  Sn + ^ -  p  -  q  , 

o n  p e u t  é n o n c e r  I  e t  I e p o u r  u n e  t e l l e  s p h è r e ,  l ' o r d r e  p a r  

r a p p o r t  à  o d e v a n t  ê t r e  r e m p la c é  a l o r s  p a r  1 * o r d r e  p a r  r a p 

p o r t  a u  c o u p l e  de p o i n t s  (p » q )  .

D é m o n tro n s  m a i n t e n a n t  d ’ a p r è s  H o p f  l e s  d e u x  lem m es :

Lemme_I . -  S o i e n t  f ,  g ,  d e u x  r e p r é s e n t a t i o n s  d 'u n  même

e s p a c e  c o m p a c t  F* d a n s  Sn  ; s u p p o s o n s  q u ’ i l  y  a i t  u n  p o i n t  p 

s u r  3 n  , e t  u n  s o u s - e n s e m b le  f e r m é  F ’ de P , t e l s  q u e  f  e t  g  

c o ï n c i d e n t  s u r  F -  F ’ , e t  q u e  l e s  im a g e s  f ( F ’ ) , g ( F ’ ) de 

F* p a r  f  e t  g  n e  c o n t i e n n e n t  p a s  p . A l o r s  f  e t  g  s o n t  

h o m o to p e  s  .

E n  e f f e t ,  f a i s o n s  u n e  p r o j e c t i o n  s t é r é o g r a p h i q u e  de 

Sn  s u r  Rn  de f a ç o n  q u e  p a i l l e  à  l ’ i n f i n i  . S o i t  u n  p o i n t  

de F ’ ; s o i t  f . { x )  l e  p o i n t  de  Sn  t e l  q u e  s a  p r o j e c t i o n  

s t é r é o g r a p h i q u e  d i v i s e  l e  s e g m e n t  de d r o i t e  d é t e r m i n é  d a n s  

Rn  p a ?  l e s  p r o j e c t i o n s  s t é r é o g r a p h i q u e s  âa  f ( x )  , g ( x )  

d a n s  l e  r a p p o r t  t / l —'b : a v e c  l e s  h y p o  t h è s e s  d u  lem m e , c e  

p o i n t  e s t  "b ien  d é t e r m i n é  . P o u r  x  C_ F — F ’ , o n  p r e n -  

à r a  ^ t ^ x  ̂ = S ( x ) = f ( x ) . On v é r i f i e  im m é d ia te m e n t  q u e  

•^t e s t  c o n t i n u e  e n  x  t t  , e t  s e  r é d u i t  à  f  p o u r
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t= 0  , à  g  p o u r  t = l  .

Lemme I I . -  S o i t  f  u n e  r e p r é s e n t a t i o n  de S0 n  d a n s  S

e t  n  ~ 2 ï s o i e n t  p ,  q ,  d e u x  p o i n t s  s u r  Sn  ; A , B , d e u x
ri

h é m i s p h è r e s  s u r  SQ (d e  f a ç o n  q u e  SD s o i t  l a  r e u n i o n  de A 

e t  B ) ; a l o r s  o n  p e u t  d é f o r m e r  f  e n  u n e  r e p r é s e n t a t i o n  g  p o u r  

l a q u e l l e  g (A ) ^  q , g (B )  Zt> T> .

(O n v o i t  f a c i l e m e n t  q u e  c e  n ' e s t  p a s  e x a c t  p o u r  n = l ) .  

T o u t  d ’ a b o r d ,  o n  r e m p la c e  f  p a r  u n e  a p p r o x i m a t i o n  s i m p l i -  

c i a l e  ( a s s e z  f in ®  p o u r  q u ’ e l l e  s o i t  h o m o to p e  à  f  , c f .  c o n 

f é r e n c e  d ’E h re s m a n n )  , de f a ç o n  q u e  p o u r  c e t t e  a p p r o x i m a t i o n  

q u ’ o n  d é s i g n e r a  de n o u v e a u  p a r  f  , f  ^ ( p )  , e t  t ( q )  ne  

c o m p r e n n e n t  q u ’ u n  n o m b re  f i n i  de p o i n t s  ; o n  p e u t  s u p p o s e r  

é v id e m m e n t  a u s s i ,  p a r  u n e  d é f o r m a t i o n  c o n v e n a b l e  de S Q e n  

e l l e - m ê m e ,  q u e  A n ’ a  a u c u n  p o i n t  commun a v e c  f  ( q )  • S o i t  

a l o r s  x  u n  p o i n t  de f “ ^ ( p )  q u i  n e  s o i t  p a s  d a n s  A , x* u n  

p o i n t  i n t é r i e u r  à  A ; j o i g n o n s  x  à  x* p a r  u n e  l i g n e  L ( i m a 

g e  d ’ u n  s e g m e n t )  s a n s  p o i n t  commun a v e c  (çj.) » n i  ( s a u f  

x )  a v e c  f “ ^ ( p )  ; s o i t  V u n  v o i s i n a g e  de l a  l i g n e  L , s a n s  

p o i n t  commun a v e c  f *  ( q )  , e t  h o m éo m o rp h e  à  u n  s i m p l e x e  à  

n  d i m e n s i o n s  Xn  ; d ’ a p r è s  l e  lemmo I ,  u n e  r e p r é s e n t a t i o n

g ( S Qn ) d a n s  Sn  s e r a  h o m o to p e  à  f  p o u r v u  q u * e l l e  c o i n c i d e
n e

a v e c  f  e n  d e h o r s  de V , e t  q u e  d a n s  ^  e l l e / p r e n n e  p a s  l a  v a l e u r
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q  ; o n  o b t i e n d r a  u n e  t e l l e  f o n c t i o n  g  à  p a r t i r  de  f ,  p a r  u n e  

d é f o r m a t i o n  c o n t i n u e  de  V e n  lu i -m ê m e  q u i  l a i s s e  f i x e s  t o u s  

l e s  p o i n t s  f r o n t i è r e s  de  V e t  q u i  am ène x  e n  x f .

C e la  f s i  1 , on  a g  h o m o to p e  à  f  e t  t e l l e  q u e  l e s  p o i n t s  de 

g “ 1 ( q )  e t  g ?  ( f i)  c o ï n c i d e n t  a v e c  l e s  p o i n t s  c o r r e s p o n d a n t s  

p o u r  f  à  l ’ e x c e p t i o n  de  l f u n  d e s  p o i n t s  de f  ^ ( p )  q u i  a é t é  

r e m p la c é  p a r  u n  p o i n t  x* d a n 3  A . E n  c o n t i n u a n t  a i n s i ,  o n  

a m è n e ra  u n  à  u n  t o u s  l e s  p o i n t s  de  f  ( p )  d a n s  A s a n s  t o u c h e r  

à  c e u x  d e  f “^ { q )  , e t  l e  lem m e e s t  d é m o n tr é  . ( O n r e m a r q u e r a  

q u e  l Te x i s t e n c e  de l a  l i g n e  L t e n a i t  à  l ’ h y p o t h è s e  n  =  S) .

On p e u t  m a i n t e n a n t  d é m o n t r e r  l e  th é o r è m e  I  : o n  l e  d é 

m o n t r e r a  p o u r  n + 1  e n  s u p p o s a n t  l e  th é o r è m e  I  v r a i  p o u r  n  . 

S o i t  f  u n e  r e o r é £o n t a t i o n  de «T1’*"1 d a n s  £ n + 1  , de d e g r é  z é r o ;
k)

o n  p e u t  s u p p o s e 7* q u e  f  a é t é  r e m p la c é e  p a r  u n e  r e p r é s e n t a 

t i o n  h:jm e.^ope ( q u ’ o n  a p p e l l e r a  de  n o u v e a u  f  ) s a t i s f a i s a n t  

a u x  c o n d i t i o n s  du lennae I I  : c ' e s t - à - d i r e  q u ’ o n  a u r a  s u r  

Sn + ^ d e u x  p o i n t s  p  , q  , e t  q u e  s e r a  p a r t a g é e  p a r

s o n  " é q u a t e u r "  S n e n  d e u x  h é m i s p h è r e s  A , B , de i a ç o n  q u e-a. Q » » » »

f ( A )  q  , f  f b ) p  . C e la  é t s n t ,  o n  s a i t  ( v o i r  c o n f é 

r e n c e  p r é c é d e n t e )  q v e  l e  d e g r é  de f  e s t  égal a u  d e p r é  l o c a l
yv i *1

de f  e n  u n  p o i n t  q u e lc o n q u e  <2.3 5  , p a r  e x e m p le  e n  p  : 

c e l u i - c i  é t a n t  l a  somme d e s  d e g r é s ,  e n  ce  p o i n t ,  de  f ( A )  e t  

f ( B )  • ce  d e r n i e r  é t a n t  n u l ,  p u i s q u e  f ( B )  Zfc P e n



III.-G.-10

e s t  de même de  f ( A )  ; p a r  d é f i n i t i o n  de l ’ o r d r e ,  l e  d e g r é  de  

f (A )  e n  p  e s t  é g a l  à  l ' o r d r e  d e  f ( S c n ) p a r  r a p p o r t  a u  c o u p l e  

de p o i n t s  p ,  q ; c e l u i - c i  e s t  d o n c  n u l  ; m a i s  a l o r s  o n  p e u t  

a p p l i q u e r  l e  t h é o r è m e  1 °  p o u r  l a  d i m e n s i o n  n  ( d a n s  s a  fo rm e  

r e l a t i v e  à  l e  s p h è r e  d e u x  f o i s  p o i n t é e  s n + ^ -  p  — q  ) : d ’ a 

p r è s  c e  t h é o r è m e ,  l a  f o n c t i o n  f ( S 0n ) q u i  r e p r é s e n t e  S Gn  d a n s
p  | n

S -  p  -  q  , a v e c  1* o r d r e  0  p a r  r a p p o r t  à  ( p , q )  p e u t  ê t r e

p r o l o n g é e  e n  u n e  r e p r é s e n t a t i o n  g  de  l a  b o u l e  B =  A d a n s
_ n + l  0
5 — p  — q  ; a u t r e m e n t  d i t ,  o n  p e u t  d é f i n i r  u n e  r e p r é s e n t a —

— i i
t i o n  g  de  A d a n s  S — p  — q  , c o ï n c i d a n t  a v e c  f  s u r  S 11 ;

p r e n o n s  , d e  p l u s ,  g  =  f  d a n s  B ; a l o r s  , d ’ a p r è s  l e  lem m e I

g  e s t  h o m o to p e  à  f  . D ’ a u t r e  p a r t ,  g  e s t  a l o r s  u n e  r e p r é s e n — 
n + l  n + l

t a t i o n  de S 0 d a n s  S — p  t o u  a u t r e m e n t  d i t  d a n s  u n  e s -
I n

p a c e  e u c l i d i e n  H , e t  e s t  d o n c  h o m o to p e  à  z é r o  ; i l  e n  

e s t  d o n c  de même de  f  . c . q . f . d .

2ème p a r t i e  .  p r o b l è m e s  do p r o l o n g e m e n t  r e l a t i f s

a u x  r e p r é s e n t a t i o n s  d a n s  Sn

S o i t  u n  c o m p le x e  à n + l  d i m e n s i o n s  , K0 C»

u n  c o m p le x e  p a r t i e l  c o m p o sé  d ’ é l é m e n t s  do ; s o i t  f  u n e

r e p r é s e n t a t i o n  de K0 d a n s  Sn  , o n  v a  d o n n e r  d e s  c o n d i t i o n s  

n é c e s s a i r e s  e t  s u f f i s a n t e s  p o u r  q u e  f  p u i s s e  ê t r e  p r o l o n g é e  

a u  c o m p le x e  Kn + '  ̂ .
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(O n o b s e r v e r a  comme p l u s  h a u t ,  q u e  s i ,  a u  l i e u  d e s  r e 

p r é s e n t a t i o n s  d a n s  Sn  , o n  é t u d i a i t  l e s  r e p r é s e n t a t i o n s  d a n s  

Rn + 1  -  o , o n  a u r a i t  u n  p r o b lè m e  c o m p lè t e m e n t  é q u i v a l e n t  à  

c e l u i  q u i  n o u s  o c c u p e  . On r e m a r q u e r a  , d f a u t r e  p a r t  , q u e  s i  

a u  l i e u  d Tu n  c o m p le x e  , o n  a v a i t  u n  c o m p le x e  à  m d i 

m e n s i o n s ,  a v e c  m — n  , l e  p r o b l è m e  s e r a i t  t r i v i a l ,  l e  p r o  —

1 n g o m e n t  é t a n t  t o u j o u r s  p o s s i b l e  ; i l  s u f f i t ,  e n  e f f e t ,  de 

c o n s i d é r e r  l e  p r o b lè m e  r e l a t i f  a u x  r e p r é s e n t a t i o n ?  d a n s  

Rn 'r ^ ~ o ; f a i s o n s  l e  p r o l o n g e m e n t  d a n s  Rn +  d ’ u n e  m ? n iè r e  

q u e l c o n q u e ,  c e  q u i  e s t  t o u j o u r s  p o a a i b l e  ; c e l a  f a i t ,  u n e  

d é f o r m a t i o n  i n f i n i m e n t  p e b i t e  n o u s  p e r m e t t r a  t o u j o u r s  d ’ é v i -  

t e r  l e  p o i n t  o ) .

S o i t  Cn  u n  c y c l e  à  n  d i m e n s i o n s  s u r  K0 ( s ’ i l  e n  e x i s t e  

fo rm é  e n  p r e n a n t  p o u r .d o m a i n e  de  c o e f f i c i e n t s  u n  g r o u p e  a b é  — 

l i e n  q u e l c o n q u e  G ; s u p p o s o n s  q u ’ i l  s o i t  h o m o lo g u e  à  z é r o  

s u r  Sn + -*- ; a l o r s  , q u e l l e  q u e  s o i t  l a  r e p r é s e n t a t i o n  f  

de  Kn +  d a n s  s n  , o n  a u r a  f ( C n ) f\J O d a n s  Sn  a v e c  l e  

d e g r é  z é r o  ; c ’e s t  d o n c  l à  u n e  c o n d i t i o n  n é c e s s a i r e  à  l a q u e l 

l e  d o i t  s a t i s f a i r e  l a  f o n c t i o n  f., s u p p o s é e  d o n n é e  s u r  Eq , 

p o u r  p o u v o i r  ê t r e  p r o l o n g é e  à  ET1 1 ; s i  d 7 a i l l e u r s  Cn  e s t  

d é j à  r\/ 0  s u r  , l a  c o n d i t i o n  e s t  i d e n t i q u e m e n t  s a t i s f a i 

t e  . N o u s a l l o n s  d é m o n t r e r  l a  r é c i p r o q u e  , d ; a p r è s  H o p f ,  s o u s  

l a  fo rm e  s n i v a n  t e  ;
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T h éo rèm e  I I  . -  P o u r  q u e  l a  r e p r é s e n t a t i o n  f  de 

d a n s  Sn  p u i s s e  ê t r e  p r o l o n g é e  à  K114-1 , 11 s u f f i t  q u e  f ( C n )*AVQ 

s u r  Sn  q u e l  q u e  s o i t  l e  c y c l e  Cn  s u r  , fo rm é  s o i t  a v e c  

l ' a n n e a u  d e s  e n t i e r s  o r d i n a i r e s ,  s o i t  a v e c  1 Ta n n e a u  d e s  e n 

t i e r s  m od,m  . n o n  h o m o lo g u e  à  z é r o  s u r  K , m a is  h o m o lo g u e

. . „ n - r l  
à  z é r o  s u r  k______ .

On v a  s ' a p p u y e r  s u r  l e  lem m e s u i v a n t ,  q u i  v a u t  p o u r  t o u s

l e s  p r o b l è m e s  de p r o l o n g e m e n t  :

Lemme , S o i t  f ( K c ) u h e  r e p r é s e n t a t i o n  de K0 d a n s  u n

e s p a c e  q u e l c o n q u e  Q ; s i  l ' o n  p e u t  p r o l o n g e r  f  e n  u n e  r e -

p r é s e n t a t i o n  f ( K  ) d a n s  Q , l ' o n  p e u t  p r o l o n g e r  a u s s i  à

K114’3’ t o u t e  r e p r é s e n t a t i o n  g (K 0 ) h o m o to p e  à  f ( Z 0 ) .

E n  e f f e t ,  s o i t  Km l e  c o m p le x e  fo rm é  p a r  t o u s  l e s  é l é -  

m e n ts  de K q u i  s o n t  a u  p l u s  à  m d i m e n s i o n s  ; on  v a  d e -

m o n tr e  r  q u 'o n  p e u t  p r o l o n g e r  g  à  II s u c c e s s i v e m e n t  p o u r  

m = 0 ,  1 ,  2 . . . . . .  d * o ù  i l  r é s u l t e r a  l e  th é o r è m e  p o u r  m = n + l.

C ' e s t  é v i d e n t  p o u r  m=0 , i l  s u f f i t  de d é f i n i r  a r b i t r a i r e m e n t
» T

g  e n  t o u s  l e s  so m m e ts  de K q u i  n ' a p p a r t i e n n e n t  p a s  d é j à

à  K . S u p p o s o n s  d o n c  q u 'o n  a i t  d é f i n i  g  s u r  Km de f a ç o n
. m , , m % m+1

q u e  g ( £  + Kq ) s o i t  h o m o to p e  à  f ( K  + KQ ) ; s o i t  X

u n  s i m p l e x e  de K , à  m+1 d i m e n s i o n s ,  n 1a p p a r t e n a n t  p a s

à  KQ ; on  d é f i n i r a  g  d a n s  Xm+^ comme s u i t  . S o i t  o

u n  p o i n t  i n t é r i e u r  à  , X ,m+ 1 'h o m o t h é t i q u e  de

Xm+ d a n s  l 'h o m o t h é t i e  de c e n t r e  o e t  de r a p p o r t  l / 2  :
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, m+1 , , m+1
t i e ,  à  u n  p o i n t  x  de i  , o n  d é f i n i r a  g ,  d a n s  X 1 p a r

g ( x r ) =  f ( x )  ; g  s e  t r o u v e  a i n s i  d é t e r m i n é  s u r  l a  f r o n t i è r e

do Xm+^ -  X ‘m+ ; d ’ a i l l e u r s ,  g  é t a n t  h o m o to p e  à  f  s u r  TU?* ,

e t  e n  p a r t i c u l i e r  s u r  l a  f r o n t i è r e  de  Xm+^ , o n  p e u t  d é f i n i r

s u r  Xm+1 -  X ,m+ ( q u i  e s t  h o m éo m o rp h e  e u  p r o d u i t  t o p o l o g i q u e
_ j . i T

de l a  f r o n t i è r e  de  a  p a r  u n  s e g m e n t)  u n e  f o n c t i o n  s e  r é -
m «4rl

d u i s a n t  à  g  s u r  l a  f r o n t i è r e  de & , a  f  s u r  l a  f r o n -

t i è r e  de X1 ; n o u s  p r e n d r o n s  g  é g a l  à  c e t t e  f o n c t i o n

d a n s  Xm+^ -  x ,m +^ , G e s t  a i n s i  d é f i n i  d a n s  K01" ^  , c e  q u i  d é 

m o n tre  l e  lem m e p a r  r é c u r r e n c e  s u r  3a .

s o i t  x* l e  p o i n t  de X* c o r r e s p o n d a n t ,  d a n s  c e t t e  h o m o th é -

P a s s o n s  m a i n t e n a n t  a u  th é o r è m e  I I .  Au l i e u  de  Sn  , n o u a

r a i s o n n e r o n s ,  c e  q u i  r e v i e n t  a u  même, s u r  l a  f r o n t i è r e lin+1i
d 'u n  s i m p l e x e 2 n + 1 à  n + l  d im e n s i o n s  ; f  é t a n t  d o n n é e

s u r  K0t f  e s t  h o m o to p e  ( v o i r  e x p o s é  E h r e r m a r n )  à  l a  r e p r é 

s e n t a t i o n  s i  rare l i  c i a l e  , d a n s I i““11 , d ’ u n e  s u b d i v i s i o n

s u f f i s a m m e n t  f i n e  de E 0 ; d r a p r è s  l e  lem m e, i l  s u f f i t  de 

r a i s o n n e r  s u r  c e l l e - c i  , q u 'o n  a p p e l l e r a  de n o u v e a u  f  ; 

a u t r e m e n t  d i t ,  n o u s  s u p p o s o n s  q u e  f  e s t  u n e  r e p r é s e n t a t i o n

e i m p l i c i e l e  de EQ d a n s  I Xn + M  . S o i t  E® l 'e n s e m b l e  d e s  

é l é m e n t s  à  a u  p l u s  m d i m e n s i o n s  d e  Kn  : n o u s  d é f i n i r o n s  

i s u r  e n  f a i s a n t  c o r r e s p o n d r e  à  t o u t  som m et de  E n + *̂

u n  som m et a r b i t r a i r e  de  XAi+ , e t  e n  p r e n a n t  f  s i m p l i c l a l e  

s u r  E  .  S u p p o s o n s  u n  I n s t a n t  q u 'o n  a i t  p u  p r o l o n g e r  f



III.-G.-14

à  En  , e t  e s s a y o n s  de f a i r e  l e  p r o l o n g e m e n t  à  E11*  . P o u r
n+ 1  ,

c e l a ,  s o i t  x  u n  s im p le x e  à  n+ 1  d i m e n s i o n s  de E  : i l
| n

s ’ a g i r a  , f  é t a n t  d o n n é e  s u r  l a  f r o n t i è r e  de x  , de p r o l o n 

g e r  à  x 11 ; c e  p r o b lè m e  e s t  i d e n t i q u e  à  c e l u i  q u i  c o n s i s t e  

à  p r o l o n g e r  u n e  f o n c t i o n ,  d o n n é e  d a n s  u n e  s p h è r e  S 0n  , à  l a  

b o u l e  B0 , e t  q u i  a é t é  t r a i t é  d a n s  l a  p r e m i è r e  p a r t i e  ; 

i l  f a u t  e t  i l  s u f f i t ,  p o u r  q u e  c e  s o i t  p o s s i b l e ,  q u e

f ( x n + 1  ) f\J 0 s u r  . Le p r o b lè m e  e s t  d o n c  ra m e n é
^  1,

a u  s u i v a n t  : f  é t a n t  c o n n u e ,  s u r  E ~ e t  s u r  E 0 , d é f i n i r  f  

s u r  En  , de f a ç o n  q u e  l ’ o n  a i t  f ( x  ) r\j 0  q u e l  q u e  s o i t  

acn + ^ s u r  E n4’̂  ; o u  e n c o r e ,  z n  d é s i g n a n t  n ’ i m p o r t e  q u e l  

c o m p le x e  a l g é b r i q u e  à  n  d i m e n s i o n s  s u r  En + ^ , de f a ç o n  q u e  

f ( z n ) / v /  0 c h a q u e  f o i s  q u e  o  . P o u r  d é f i n i r  u n e  t e l l e

f o n c t i o n  f  ( s u p p o s é e  d o n n é e  s u r  E11 ^ +  E 0 ) c h o i s i s s o n s  u n  

s i m p l e x e  Y11 ( o r i e n t é )  s u r  1 Xn  l ; e t  s u p p o s o n s  q u ’ o n  s a c h e  

d é t e r m i n e r  u n e  f o n c t i o n  X ( x 11) d e s  s i m p l e x e  s  à  n  d im e n 

s i o n s  ( o r i e n t é s )  de En  , p r e n a n t  s e s  v a l e u r s  d e n s  l ’ a n 

n e a u  d e s  e n t i e r s  o r d i n a i r e s  , e t  s a t i s f a i s a n t  a u x  d e u x  c o n 

d i t i o n s  s u i v a n t e s  î

1 °  -  s i  x n  a p p a r t i e n t  à  E 0 . x  ( x n ) e s t  é g a l  a u  d e g r é  de 

f ( x n ) s u r  Yn ( c ' e s t - à - d i r e  p u i s q u e  f e s t  s i m p l i c i a l e  s u r  

E0 t (x n ) = + 1  , - 1  ou  0 s u i v a n t  q u e  f ( x n ) =  +  Yn  , 

- Y *  ou  ^ t Y n ) ,
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2 ° -  q u e l  q u e  s o i t  l e  c y c l e
n  \  _  nz =  c ± x ± ( f o r m é  a v e c  l ’ a n -

v> t |
n e  a u  d e s  e n t i e r s )  h o m o lo g u e  à  z é r o  s u r  K , o n  a î

X  * z n * =  ? '  "J c i  X  ( x i n ) =  0 
i

D ana c e s  c o n d i t i o n s ,  s o i t  x 11 u n  s i m p l e x e  d e  Kn +  à  n  d i 

m e n s i o n s ,  n  * a p p a r t e n a n t  p a s  à  Kc , e t  s o i t  ( x  ) = î k  , 

k  é t a n t  e n t i e r  e t  =  0 ; m a rq u o n s  , à  1* i n t é r i e u r  de  x n  , k  

p e t i t s  s i m p l e x e s  ( s a n s  p o i n t s  com m uns d e u x  à  d e u x ) ;  d a n s  c h a 

c u n  de c e u x - c i ,  d é f i n i s s o n s  f  comme u n e  r e p r é s e n t a t i o n  s i m -  

p l i c  l a i e  de c e  s i m p l e x e  s u r  Y , a v e c  u n e  o r i e n t a t i o n  p o s i t i 

v e  o u  n é g a t i v e  s u i v a n t  q u e  'X  ( x 11) e s t  A  o u  i- 0  ; d a n s  

t o u t  l e  r e s t e  d e  x n  , d é f i n i s s o n s  f  de  f a ç o n  q u ’ e l l e  n ’ y  

p r e n n e  q u e  d e s  v a l e u r s  a p p a r t e n a n t  à  ZAl -  YR ( c e  q u i  e s t  

t o u j o u r s  p o s s i b l e ,  ce  d e r n i e r  e n s e m b le  é t a n t  h o m é o m o rp h e  à  

l ’ i n t é r i e u r  de  l a  s p h è r e )  . La f o n c t i o n  f  a i n s i  d é f i n i e  s a t i s 

f a i t  a u x  c o n d i t i o n s  r e q u i s e s ,  c a r  s i  z n  e s t  u n  c y c l e  0 

s u r  Kn + 1  , l e  d e g r é  de  f ( zn ) d a n s  | Xn + M  e s t  é g a l  a u  d e 

g r é  l o c a l  e n  u n  p o i n t  i n t é r i e u r  de Y11 , e t  c e l u i - c i  n ' e s t  a u 

t r e  c h o s e  q u e  jC. ( z n ) =  0  .

T o u t  s e  t r o u v e  d o n c  ra m e n é  à  l a  d é t e r m i n a t i o n  de l a  

f o n c t i o n  ( x n ) , e t  i l  n e  r e s t e  p l u s  q u f à  f a i r e  v o i r  q u e

l e s  h y p o t h è s e s  de  l ’ é n o n c é  p e r m e t t e n t  de t r o u v e r  u n e  t e l l e  

f o n c t i o n  ; c ê a  h y p o t h è s e s  p e u v e n t  d ’ a i l l e u r s  s e  f o r m u l e r  a in -*  

s i :  q u e l  q u e  s o i t  l e  c y c l e  z n  s u r  KQ t / \ / 0  (m o d .m ) s u r  Kn
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o n  a a  ( z n ) =  0 (m o d .m ) : e t  c e l a ,  m é t a n t  0 o u  u n  e n t i e r  

n a t u r e l  q u e l c o n q u e  . On e s t  a i n s i  ra m e n é  à  u n e  q u e s t i o n  p u 

r e m e n t  a r i t h m é t i q u e ,  q u i  d ' a i l l e u r s  n e  p r é s e n t e  p a s  de  d i f f i 

c u l t é s ,  e t  au  s u j e t  de l a q u e l l e  n o u s  r e n v o y o n s  l e  l e c t e u r  à

H o p f - A l e x a n d r o f f  .

I l  e s t  i n t é r e s s a n t  d ' o b s e r v e r  q u 'a u  l i e u  de f a i r e  l ' h y 

p o t h è s e  de l ' é n o n c é  p o u r  l e  c a s  de l ' a n n e a u  d e s  e n t i e r s  o r 

d i n a i r e s  e t  p o u r  l e  c a s  de 1 ? a n n e a u  d e s  e n t i e r s  m od.m  q u e l  

q u e  s o i t  m , i l  r e v i e n t  a u  même de f a iu re  c e t t e  h y p o t h è s e  

p o u r  u n  s e u l  d o m a in e  de c o e f f i c i e n t s  , à  s a v o i r  l e  g r o u p e  d e s  

n o m b re s  r a t i o n n e l s  ( o u  d e s  n o m b re s  r é e l s )  m o d u lo  1 .

3èm e p a r t i e  . A pp3 - i c a t i o n  a u x  c l a s s e s  de

r e p  r é s e n t a t i o n s

P u i s q u e ,  p o u r  d é c i d e r  s i  d e u x  r e p r é s e n t a t i o n s  f ( K  ) 

f*  (K11) d 'u n  c o m p le x e  Kn  d a n s  l a  s p h è r e  Sn  a p p a r t i e n n e n t  

à  u n e  même c l a s s e  , i l  s u f f i t  de  r é s o u d r e  u n  p r o b lè m e  de p r o 

l o n g e m e n t  d a n s  l e  p r o d u i t  t o p o l o g i q u e  de K p a r  u n  s e g m e n t ,  

l e s  r é s u l t a t s  p r é c é d e n t s  s o n t  a p p l i c a b l e s  . S o i t  d o n c  Kn +  

l e  p r o d u i t  de Kn  p a r  l e  s e g m e n t  0  — t  — 1 ; s o i e n t  Kn  ,
y. | n

E ' n  l e s  c o m p le x e s  p a r t i e l s  de  K c o r r e s p o n d a n t  r e s p e c t i 

v e m e n t  à  t= 0  e t  à  t = l  ; i l  s ' a g i t  de s a v o i r  s i  l ' o n  p e u t  

d é t e r m i n e r  u n e  r e p r é s e n t a t i o n  de  Kn + "̂ d a n s  Sn  * s e
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r é d u i s a n t  à  f  s u r  K11 e t  à  f*  s u r  K ’ . S o i t  * u n  

c y c l e  s u r  K11 +  K ’ n  ; i l  s e r a  somme d ’ u n  c o m p le x e  a l g é b r i q u e  

- x 1*1 s u r  K , n  ; o n  d o i t  a v o i r  x 11 -  x ’ n  =  0  , d ’ o ù  p u i s q u e  K 

e t  K , n  s o n t  s a n s  p o i n t  com m un, x n  = x , n  = 0  , c ’ e s t - à - d i r e  q u e  

x n  0 -t x »n  s o n t  d e s  c y c l e s  ; o n  v é r i f i e  im m é d ia t e m e n t  q u e  p o u r  

q u e  zn  = x n  x ’ n  rsj 0  s u r  Kn + 1  , i l  f a u t  e t  i l  ane±£±± jçk® 

s u f f i t  q u e  x ’ n  , s u r  K ; n  , a p p a r t i e n n e  à  l a  c l a s s e  d ’ h o m o lo -  

g i e  q u i  c o r r e s p o n d  à  c e l l e  à  l a q u e l l e  a p p a r t i e n t  x n  s u r  Kn  ,

L Ta p p l i c a t i o n  d u  th é o r è m e  I I  d o n n e  a l o r s  :

T h é o rè m e  I I I  . -  P o u r  q u e  d e u x  r e p r é s e n t a t i o n s  f .  f T 

de Kn  d a n s  Sn  a p p a r t i e n n e n t  à  l a  në'me c l a u s e  . .11 f a u t  e t  1.1 

s u f f i t  q u e  l ’ o n  a i t  t q u e l  q u e  s o i t  l e  c y c l e  x n  p r i s  s u r  Kn  

p a r  r a p p o r t  à  1 7 a n n s a u  l e s  e n t i e r s  o r d i n a i r e s  o u  à  c e l u i  d e s  

e n t i e r s  mod„m , x ( (rx*1) s u r  Sn : o u .  a u t r e m e n t  â i . t  

q u e  t  o u t  c y  c l e x n  c o l t  r e p r é s e n t é , p a r  f  e t  p a r  f*  , a v e c  l e  

même d e g r é  t o p o l o g i q u e  s u r  Sn  .

On e x p r im e  ce  th é o r è m e  o n  d i s a n t  q u e ,  l o r s q u ’ i l  s ' a g i t
„  i« 

de r e p r é s e n t a t i o n s  d ’ u n  c o m p le x e  K à  n  d i m e n s i o n s  d a n s  S ,

l a  c l a s s e  d ’ u n e  r e p r é s e n t a t i o n  e s t  e n t i è r e m e n t  d é t e r m i n é e  p a r

s o n  t y p e  h o m o lo g iq u e  .

E n  p a r t i c u l i e r ,  l a  c l a s s e  d ’ u n e  r e p r é s e n t a t i o n  de Sn  

d a n s  Sn  e s t  c o m p lè t e m e n t  d é t e r m i n é e  p a r  s o n  d e g r é  .

E n  r e v a n c h e ,  l e  t y p e  h o m o lo g iq u e  n e  s u f f i t  n u l l e m e n t
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en g é n é r a l  p o u r  d é t e r m i n e r  l a  c l a s s e  d ’ u n e  r e p r é s e n t a t i o n ,  

e t  H o p f  a m o n t r é  q u e  l e s  r é s u l t a t s  de  l a  p r e m i è r e  p a r t i e  n e  

p e u v e n t  ê t r e  é t e n d u s  a u  c a s  d e  d e u x  s p h è r e s  d e  d i m e n s i o n s  

q u e l c o n q u e s  ; p l u s  p r é c i s é m e n t ,  i l  e x i s t e  u n e  r e p r é s e n t a t i o n  

n o n  h o m o to p e  à  z é r o  , d e  S4 n  ^  s u r  , q u e l  q u e  s o i t  n  :

o r ,  d a n s  u n e  t e l l e  r e p r é s e n t a t i o n  t o u t  c y c l e  à  2 n  d i m e n s i o n s  

s u r  S431“ 1 e s t  h o m o lo g u e  à  z é r o  s u r  S4 n  e t  e s t  d o n c  a f o r 

t i o r i  r e p r é s e n t é  s u r  a v e c  l e  d e g r é  z é r o  , do s o r t e  q u e  

l a  r e p r é s e n t a t i o n  a  même t y p e  h o m o lo g iq u e  q u ’ u n e  r e p r é s e n t a 

t i o n  h o m o to p o  à  z é r o  . D a n s  l e  c a s  n  =  1 , l a  r e p r é s e n t a t i o n  

do H o p f  p e u t  s e  d é f i n i r  d ’ u n e  m a n i è r e  t r è s  s i m p l e  : comme o n
3

s a i t ,  S e s t  u n  e s p a c e  de  g r o u p e ,  e t  à  t o u t  p o i n t  s  de S 

i l  e s t  p o s s i b l e  de  f a i r e  c o r r e s p o n d r e  u n e  r o t a t i o n  a u t o u r  de  

o d a n s  l ’ e s p a c e  o r d i n a i r e  R*̂  ; s o i t  A u n  p o i n t  f i x e  s u r  l a  

s p h è r e  S 2  de c o n t r e  o d a n s  R , P  s o n  t r a n s f o r m é  p a r  l a  

r o t a t i o n  s  : l a  t r a n s f o r m a t i o n  ( s  ----- } P ) c o n s t i t u e  u n e  r e 

p r é s e n t a t i o n  de d a n s  S 2 , e t  H o p f  d é m o n tr e  q u ’ e l l e  n ’ e s t  

p a s  h o m o to p e  à  z é r o  ( c e l a  r é s u l t e  d ’ a i l l e u r s  a u s s i  d ’ u n  t h é o 

rèm e  t r è s  g é n é r a l  do H u ro w ic z  , p r o v e n a n t  do s a  t h é o r i e  d e s  

g r o u p e s  d ’ h o m o to p ie  d ’ o r d r e  s u p é r i e u r  ) .
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