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I .- P r o p r i é t é s  des r a c i n e s  d * u n  g r o u p e  s e m i - s i m o l e  o u  s i m p l e .

O n a v u  d a n s  3 a  c o n f é r e n c e  p r é c é d e n t e  q u ’ u n e  a l g è b r e  

d e  L i e  Cri a d m e t  u n e  d é c o n p o s i  t i o n  e n  s o u s - e s p a c e s  v e c t o r i e l s

1 1 1 1  !  l ü w m

o ù  ° l o  :  è̂ èOfc d T a r r d r e  n  , e s t  s o u s - g r o u p e  n i l p o t e n t  m a x im u m  

e t  o ù  l e s  s o u s - e s p a c e s  U j  ^  s o n t  i n v a r i a n t s  p a r  t o u t  é l é ­

m e n t  d e  Oi, q . O n  p e u t  c h o i s i r  d a n s  b y  u n e  b a s e  (h - j  . . . , h n

u ^  , u T^  , u / i » u */3 * .............  ) t e l l e  q u e  l a  m a t r i c e

H c o r r e s p o n d a n t  ?■ u n  é l é m e n t  q u e l c o n q u e  h  =  A"* h j  d e  Cfi  ̂

d a n s  l a  r e p r é s e n t a t i o n  a d j o i n t e  s o i t  d e  l a  f o r m e

H =

0

' 9!

(A *  

o

X
X.

CK

0
[h X

o ft

l e s  r a c i n e s  o l é t a n t  d e s  f o r m e s  l i n é a i r e s  p a r  r a p p o r t  a ux A 1

<JL —  a^ X . l e s  v e c t e u r s u u s o n t  1 e s  v e c ­

t e u r s  d e  p o i d s  , A  ,

L a  c l a s s i f i c a t i o n  d e s  g r o u p e s  s i m p l e s ,  q u i  e s t  l ’ o b ­

j e t  e s s e n t i e l  d e  c e t t e  c o n f é r e n c e ,  r e p o s e  s u r  l e s  p r o p r i é t é s  

e u e  r î o s s è d e n t  c a s  r a c  J r ie s  l o r s q u e  C*t e s t  s e ra i - s i m p l e  o u
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• im p ie  „ Nous a l l o n s  l e s  d é d u ir e  du s e c o n d  c r i t è r e  de C a r t a n i  

^x j _  -^ r. x2  n ' e s t  pas d é g é n é r é e  où x  e s t  un  é lé m e n t
2

g é n é r a l  de CH •

-  =  * o  + 5  » * " * *  h i  ( T U ^ +  +

On 8 î

5 ,  (*) =  tr.X3 = tr.X* + T ~  t r . X s(X _ t4
«A

= 6  (X ) + H  ( ^ Ç ' ^ r . U ^ ^ ^ ^ t r . U ^ Ü ^

-  ai 7^0

c a r  t r . U ^ U  s i  oL + ¡b £  0  p u is q u e  U ^

t r a n s fo r m e  un  v e c t e u r  de Cj, e n  un  v e c t e u r  de ^  p + j  + ||

La fo rm e  q u a d r a t iq u e  S\-> n ’ é t a n t  p a s  d é g é n é r é e  c o n -
A#

t i e n t  e f f e c t i v e m e n t  l e s  r  v a r i a b l e s  ^  ^  » c e la  nou s  

donne ;

1 ) p u is q u e  ( à  ) e s t  l a  somme des c a r r é s  des r a c in e s

d, : i l  y a e x a c te m e n t  n  r a c in e s  o< l i n é a i re m e n t in d é p e n -
^ \1 _  

d a n tê s  . Ces r a c in e s  ne s ’ a n n u le n t  t o u t e s  que p o u r  ^ -  • • -  *

— \  n — n c T es t - à - d  i  r e  p o u r  h. — 0  . O r  on 8 v u  q u*  

e l l e s  s o n t  n u l l e s  p o u r  t o u t  é lé m e n t  de O j T ^ . On a donc  

Cw * = 0 : C j  e s t  a b é l i  en  .

u
(*

oo

«si
u

<À

+

0

t o

GT

• • • • )
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3) tou? les £ doivent firrurer , donc : - ^  est 

racine en nëme temps que d  , et les quantités tr.U^ U_ ̂  ,
J£.

tr.IJ , ITT ^  , .... ne sont pas toutes nulles : soit u-ot celui 

des élénenta de base de Oi, ^  tel que tr.U^ U ^  ^ 0 .

Pour nouvoi r donner le?? deux dernières propriétés des 

racines de. groupes se~ai-s innl es, à savoir : «X est racine 

simple, et rn dl_ { ou m est un nombre fixe * 1,0) n T est

pas racine, nous avons besoin de quelques propositions paré 1 i - 

minai res, oui seront d ’ailleurs f onda-nental es pour la suite • 

en particulier, 11 nous faut avoir la valeur de tr.U U_ ^ . 

?our cela, considérons une racine P différente de c* , et 

su^oosons que p - <* n ’est p a s ra c 1 ne mais que P + p ck. 

est racine pour p entier positif ou nul, jusqu’à une cer­

taine valeur P . L ’ensemble de ces racines sera appelé une 

su! te - ( ) .

Soit v = u le vecteur de poids ^ dans .

Formons la suite de vecteurs :

To * v 5 = C u  -¿vo] = ü.iTo .......... vp+3 = U o4Tp .......

SI v est un vecteur de poids A  , U t v est un vecteur 

de poids /\ + «< , ouisque :

H . U ^ v  = [h U^| v + U ^ H  v = ( <X + A  ) . U ^ v  

On a donc :

at

S
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Avant d ’ u t i l i s e r  ces fo rm u le s , nous devons rem arquer  

q u ’ e l le s  s u b s is te n t  à de t r è s  lé g è re s  m o d if ic a t io n s  p rè s , s i 

o n f e i t  le s  hypothèses :

t » )  H Yp  =  ( (» ♦  P «* ) Tp

*
A ppliquons à 18 tra n s fo rm a tio n  :

v p + i~  [u - V é -  v p1 ]  =  - [  u ot I vp  ^ 1 ]  - 1  t p  O * « * u  4 )

*  r  *  ~iou, en p o sa n t = j u ^ u  ^  J s

j“"" je

( s )  - j - * ^ p + i = |_ u «  Lu _** V I ]  -  t p

Mais voj ô ta n t  n u l ,  (3) s ’é c r i t  pour p = 0 s

U * v = -  E *  v = -  P *  ▼■* ois 11 O ' O

- r i  *
en d é s ig n a n t p a r  Ijj . l a  v a le u r  que p rend  p o u r h. — h ^  

une forme l i n é a i r e  11) ( A )

On en d é d u it  de p roche en proche :

(3) ^u.^u^v-j, = ^ p+1 vp

avec :

w  i  r >  '  ' t :  « , *

/[
s

t

1

p+3 : >
*►

p *

- I(p+1)(f
r *

U )

( 3) u_ «i Vp+1 u_ càU . v o< p r p+3 Vp

avec :

Tp-f-3

U, «a

t -  CH

H 34
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▼ — u* . {î ème vecteur de hase o
de

On a cette fois la congruence :

( 1 ’ } Hv = o < v  (mod u , )o o «*■

so it : E v̂  = oà v + k: u -vO — O VA

et on voit sans peine que :

( 1 ” ) H Vp = ( p+1 ) oi v pour p — 1

DT autre part, la relation (2) pour p = 0 donne ici , en

.v i eai un eieme ni n ■ ae vri qremarauant nue Q u  ^  , v J est un élément h* de G t

la congruence :

( 3T ) U . v_ = v = — oi v (mod u , )
-  O* 1 p i  O c* O oi

On a ensuite les é gai i té s :

(3") t J v p+1 =|^p+3 Vp = - .LEt?J±P_±3i^%p Pour p^l .

Revenons aux premières hypothèses . Soit — 0 

le plus p e tit entier tel que l ’on a it : sera

appelé la 1 on^ueur de la suite ( oi ) considérée . la  re­

lation ( 3 ) , pour p = , donne :

r’-'i+i = 0

r 9 OÍ

% o< )

V l = 0 9
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a • où *

t(5)

e t  s i /» = f + p ol e s t  une racine quelconque de l a  suite

¿ . j p  = . M =

on a *  
<* 

oC *
ot

O /V
Le nombre g . e a t  donc un e n t ie r  . De p lu s , le s  q u a n t ité s

*  A
/ i  — k kà où l ’ e n t i e r  k prend to u te s  le s  v a le u rs  compri -

X'
ses e n tre  0 e t  ~—fcLsL- sont des ra c in e s  : ce s o n t le s  ra c in e s

<x *oi
de le  s u i te  ( ol ) com prises e n tre  /3 » p + p e t

^  ♦ =  j» + ( l  -  p ) c* :

o  . ^  A p +  ' II------------ (-----  ■ ■ .................  ■ ■ -4 1

. *
D’ après  ( 3 ) .  la  t ra n s fo rm a t io n  3ai9s.e in ­

v a r ia n t  l ’ espace 5 K ,  = ( v Q , v^ . . . . . .  v • ) e t  sa tra c e

dans c e t  espace e s t  :

p=

On p e u t m a in te n a n t f a i r e  l e  même ra isonnem ent dans

1 ’ espace fa c te u r '  0^ / ; on aura  dsns c e t  espace (où
1

tr.
ft 3

U, dl
X

U,U

J

I? * p =i
£ ( * ~ P ± il CÀh

oí

X
■>H#

ai[si
Ì*'

I (£+■3 )(¿+2 )
6

p -i

f 4- I «/

ci

u u. at



l e s  p o id s  a o rit to u jo u r s  des r a c in e s  de Otr ) une n o u v e l le  s u i  

t e  { ci ) de lo n g u e u r  r — 0 .  e t  a in s i  de s u i t e  . On v o i t

s i ns 2 r ue
X

l )  l e s  p r o p r ié t é s  p ré c é d e n te s  des nom bres —-*• -  s o n t  v a -

l a b i é s  o o u r  to u t e  r a c in e  / J  ;
1 X

2 ) l a  t r a c e  de l a  t r a n s fo r m a  t i  on U_ ^  dans l ’ esp ace

l a  somma t i  on é t a n t  é te n d u e  aux s u i t e s  — ( «< ) c o n s id é ré e s

s u c c e s s iv e m e n t dans fjtj , (Jj, /  _ , e t c . . . .  Comme on a( tf

« j '

. *  /
*  0

Noue a l lo n s  en d é d u ir e  que l a  r a c in e  ol e s t  n é c e s ­

s a ir e m e n t  s i  mpl e . En e f f e t  s ’ i l  en  é t a i t  a u t r e m e n t ,  Ot ^  

a d m e t t r a i t  au m oins un d eu x ièm e v e c t e u r  de base u -4 0 

{ m o d .u ^  ) . La s u i t e  des v  fo rm é e  à p a r t i r  de v  =  u fo< 

nç c o m p re n d ra it  d ’ a p rè s  ( 3 " )  que des v e c te u r s  d i f f é r e n t s  de 0 

q u e l que s o i t  p \  0 , ce q u i e s t  a b s u rd e  . T o u te s  le s  r a ­

c in e s  s o n t  donc s im p le s ,  e t  on a :

IV.-J.- 7

Tr. U
*
*• Ok U E

ü ui -raême est :

I  ! I  + Î  ! ( I  ±3 )
Jl

13 v i e n t

Tr U U *  = Tr U j  U . p 0oi - - U  pt

>
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Enfin, si m oL , -m cA ( m — 2 } étaient racines,

mais non ( m+1 ) c* , -( m+3 ) o* , on pourrait construire 1 a

suite définie par 3 e vecteur v = u , ( ̂ 0 ) . Cetteo — m w  '

suite, puisque d  . ^ 0 serait de longueur 3m et 3e pre-g*. '

mier vecteur pouvant être nul serait v3m+l • Or vni+3 

étant de poids gJL , est un mu3tip3e de u ̂  et

Tm+3 = CU J- • v m + lJ  0 3 t  n u l  • 0 n  8 a o n c  :

2m + 3 — m + 2 c'est-à-dire m — 3

et aucun multiple entier de o< n ’est racine . 13 est 1 mpojs —

s i bl e d e p3us nue k <K soit racine, k étant un nombre fixe

que 3 conque - d i f fé rent de i 3 et de 0 . Si on avait en effet 

il = k: oC . 5 3  en résu3 terait

y
2k et devant être entiers et 2 o< , 2 / 3  n ’étant pas

racines, i3 reste 3a seule possibilité k = Î 3 .

En résumé, un groupe semi -si nrol e a une base de 3 a

f o rme

G = (ba ...... hn , ,u_ * ,u^ , u , ^ ...... )

et sa structure est définie par 3 es relations :

— ■ils*. =  2  k
c* Qk

2 °* A =  £

P  f- k

tf* Ì
= 0 . , *  . tr. U *  TJ_ *  = Í 0 < * * + < * £  0 .

;
Noi o<U
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r \ 1
Lh s h k l =0 • Lh  u * J  ~  v  -  *  *  ° i  *

l u u u -« ^ j  _ h «ik“ ' a h i  • Cu<* u / ^  p  u * + (*

{ n ^ <a=-N ^ , N <*/î -  0 s i o L + p  n 'e s t  pas ra c in e  )fh *

e t  on a

avec

$  (X  ) = £  j . 3 = g lk  X 1 A k

3 .  -  C la s s i f ic a t io n  des groupes s im p les  .

Chacun 4 e s  v e c te u rs  u ^  , u_ ^ *u a  * n ’ é ta n t

d & ± in l 3u và un fa c te u r  p rè s , on p o u rra  le s  norm er de m anière

à s i m p l i f i e r  le s  co n s ta n te s  N ^  * Nous c h o is iro n s  u ^

u , de m an ière  que l ’ on a i t— Ok

Nol = “ 3

JfÎLei e s t  a lo rs  n é g a t i f  e t  r a t i onnel . C e la  f a i t ,  on p o u rra  e n ­

core m u l t i p l i e r  u ^  p a r  un f a c te u r  a r b i t r a i r e  ^ con­

d i t io n  de m u l t i p l i e r  u_ , p a r  _-___ .
r

o±

o¿

N U N oL
/»

r 3 íx )  = 4> ( /\ )
N

4- /
CÂ fû

V )> —
N-  s  ç

K *  = T r . U ^ U _ Â  = 1
-£ ( ¿ + ] ) ( l  +2 )

ö
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X jG formo Q? _ étant invariante par 3e groupe adjoint,
&

on e pour tout x :

SI

x  =  * l h ’ + h ô ^ ^

ç r  p, ( T u  x *l , x } =  o^  \  W dk

O r

- cH N ‘ /». 8  H j -  u +  N £

p *

u  a t+  ( l

-  “ 07» ^ * = °
dl +  + ^ = 0  ' ' 7

d ’où les doux relations importantes :

(6) <S (a1 . X k > = g lk a3 X k= crf = ak X  k

\  I  v  Z1 >  t  _

ol +  ,'J+  X ^ 0
(7) = 0

Utilisons d fabord 3a première ; nous avons : 

ak = ^ik ||

de sorte auu les 8].- o_t 3 os a_____ sont 3 es composantes cova —
¿À «> j«

râân tos,, du morie vecteur (•<--_p ar rapport au tenseur fondamen—

O. de 1 1 espace à n dimensions quital_g. : ce vecteur---------- 2.-J £

ak

V
C*v+)

k
Xv

i
ai

4

ot

i
)X* 'i

J
XdlUï(2

ÇT

Qx
<*

ru
i.

co q u i donno
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c o r r e s p o n d  d ’ u n e  m a n iè r e  b iu n iv o q u e  à l a  r a c i n e  et =  8 j  A  ̂

s e r a  a p p e l 5 v e c t e u r - r a c i n e  . Comme h  =  — b h * , on

p e u t  é c r i  r e  :

o< =  -  a b 3 =  — { CL ) 
f l  1

( QL , ^ ) d é s ig n a n t  l e  p r o d u i t  s c a l a i r e  dos d eu x  v e c t e u r s  

(¡L e t  4  ; de l à  r é s u l t e  l a  p r o p r i é t é  de s y m é t r ie  f i  £  •

C o n s id é ro n s  m a in t e n a n t  n r a c in e s  l i n é a i r e m e n t  i n ­

d é p e n d a n te s  : ck  ̂ , . . . .  * c / (n )  d o n t  t o u t e  a u t r e  r a c in e  j® 

e s t  une c o m b in a is o n  l i n é a i r e

P =  r fc ^  <k )

( i  )
D é s ig n o n s  p a r  CL e t  r  l e s  v e c t e u r s - r a c i n e s  c o r r e s p o n d a n t  

/ 5 \ u. f n  ̂ ^  i
à a l '  ' e t  f i  , e t  p a r  cü . l ’ e n t i e r  3 -i——-----------------------L

1 1 ( a ( i )  o .  f i ) ,

on v o i t  f a c i l e m e n t  que l e  d-j t e r m in a n t  | co *" | e s t  d i f f é r e n t  

de z é r o  ; l e s  n c o e f f i c i e n t s  r .  p e u v e n t  se d é t e r m in e r  au  

m oyen des n r e l a t i o n s  :

3 ! £ dr ( 11 ) =  cv, k r
i i ) F7) i  *

( X  (X-[ t )
'• J ‘-i

e t  l e s  r  s o n t  r é e l s  e t  r a t i o n n e l s  . Nous p o u v o n s  donc  k -«*-««...... .

c h o i s i r  d an s  1 ’ e s p a c e  à n  d im e n s io n s  des v e c t e u r s  CL un  

s y s tè m e  de c o o rd o n n é e s  t e l  que t o u te s  l e s  r a s in e s  s o i e n t  

r é e l  l e s  : 1 a fo rm e  q u a d r a t iq u e  <jî> ( A ) =  ¿~ 2  =  ^ i k ^ 1 ^ k
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est s] ors réelle et déf Inle^poel tire , et la métrique définie 

par 1 e tenseur & \ y- est une métrique euclid ienne ordinaire .

On peu b achever de normer 3 es vecteurs debase û » 

du groupe Ol. de iaçon que les constantes N el 1 es—mêmes 

deviennent réelles . Pour établir ce point, on peut remarquer 

d’ abord que la relation (7) entraîne :

( 8 )
n /3 y  =  N y«* =  N* t a  d è 3 q u e  +  /3  +  /  = °  •

D'autre part, si A appartient à la suite ( o* ) s

p  -  3 ...............  Ä -  °* . /3 » ^  +  oí ................» / 9 + k c *

on a cl’ après (3)

[ u - « * & - V ) ]  = < * *  u / )

<3* où, en tenant compte de ( 8 ) :

(9) N N = R a
ot ft — c/ , — fb «* p

où la qu 8n t j té

r - _ £ ¿±11 j£ o l u
2 ■*

est rationnel 1 e et posi t i ve , d' s que + A est racine 

(k — 1} , ce oui entraîne N . .  ̂ 0 •
r

De plus, les racines étant des formes linéaires ré el - 

les, on peut les ordonner : cela permet de normer de proche 

en proche (en multipliant u^ et divisant u . par le même
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?6«t«ur 1 de manière fue l#on alt

» * . =  » .p -  . - /»

Alors, d f après 1 »équation (9 > . les constantes de structure

W sont réelles . On constate en outre que les nombres
- • jr

sont déterminés d'une manière unique par le système £__ n

des vecteurs—racines CL , ^ , .... - 13 en est évidemment 

de même de l ’ordre r du groupe (A puisque n se comP°*

se de r-n vecteurs .

Nous nous proposons maintenant d ’indiquer la méthode

qui permet de former tous les systèmes V _ n correspondant

aux groupes s i mol e s . D ’après les propriétés établies, ces

systèm es s a t is f o n t  aux q u a tre  c o n d it io n s  s u iv a n te s  :

1® - > c o n t ie n t  -  £L en même temps que OL , m ais  
c— n

non k OL ( k ^  O, -  1 ) .

2 °~ 2 ?--I = 3 est entier . Par conséquent,
( cl a.)

1 ( désigne 1 ’angle des deux vecteurs û- et v , q

cos 2 <f> * -- ULLI---- = 0 , i  , -  ,ou .¿or.
T ( a a ) ( H )  4 3 4

9 »n a

et ne peut être que = 90® . 60°. 45° , ou 30° (ou leurs

suppléments, mais, en remplaçant un des vecteurs par son op­

posé, on peut toujours se ramener au cas d ’un angle non obtus).

3 fi
cA«*

o*

( k + O, t 1) .
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l e s  d i f f é r e n t e s  p o s s i b i l i t é s ,  en  s u p p o s a n t  que CL e s t  l e  

p lu s  p e t i t  des d e u x  v e c t e u r s  , s o n t  d o n n ées  p a r  l e  t a b le a u  

i u l v a n t  :

(  a i  )  j  x a S _ L  (  U  )

Cf> (Ota) ( t V  (ota)

3 0 ° — — 3 
Z 3

45° 1 Ì  3

6 0 °  — — :
2  3

90° 0 0 q u e l co n q u e

De ce  t a b le a u  r é s u l t e  q u e , du r a p p o r t  des lo n g u e u r s  de d eu x  

r e c t e u r s  non  p e r p e n d i c u l a i r e s ,  on p e u t  d é d u ir e  l e u r  a n g le  .

3 ° /  c o n t i e n t  e n  meme tem ps que CL e t  i r  . to u s  

l e s  v e c t e u r s ______v  -  k: Q______ où 1 ; e n t i e r  k: p re n d  l e s  v a le u r s

_ ( cl t  )
. G e la  e n t r a i n e  l e s  c o n s é q u e n c e s  s u iv a n t e s :

( et CL)

1 ) 31 Ou e t  f o n t  un  a n g le  de 6 0 e . on s 3  -------- *■= 1
( a  a.)
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e  \

e%  \  -  Ou — C  a p p a r t i e n t  a u  s y s t è ­

me .  I n t r o d u i s a n t  3 e s  v e c t e u r s  o p ­

p o s é s «  o n  e  l e  s y s t è m e  

r a y o n s  <i# u n  h e x a g o n e  r é g u l i e r .

A d e s  s i s e  
2

- €  - c

S i  f lt  e t  Z  f o n t  u n  a n g l e  f lo  1 5 ° .  o n  a < « £  ) =  
t a 7c u

C  =  4  -  Cl,

— f — ? . '

#  -  a

3 )  S I  ¿ I  e t  41 f o n t  u n  a n ^ l  u d e  3 0 ° .  o n  s

' î x
$ . * , - V - . . V & -

*  **>*------~^«C --------< O,

-  «
H' /M /

e t  S e s  d e u x , r e c t e u r s  

oL =  ê  »  z  o l  a p p a r t i e n n e n t  a u  s y s ­

t è m e ,  c e  q u i  d o n n e ,  a v e c  l e s  v e c t e u r s  

o p p o s a s ,  u n  s j ’ s t è m e  B> d e  h u i t  v e c ­

t e u r s  ¡ f o r m a n t  l e s  d e m i « d  i  a g o n a l  e s  e t  

l e s  d e .n i -m é  d i  a t r i  c e s  d * u n  c a r r é  .

2 ( «-il  = 3

( 0 * a  )

ù * o ù  l e s  t r o i s  v e c t e u r s  :

C, =  4  -  OL ,  l  =  t  -  Z  CL , f  -  ê - 3  OU 

Comme 4  f a i t  a v e c  — £  u n  a & g l e  d e  

6 0 °  « n o u s  a v o n s  e n c o r e  n é c e s s a i r e ­

m e n t  l e  v e c t e u r  ot =  'v ^  c o m p lé ­

t a n t  l ’ h e x a g o n e .  O n  a d o n c  f i n a l e m e n t  

a v e c  CL e t  -v u n  s y s t è m e  Gp d e  1 2

v e c t e u r s  f o r m a n t  u n e  s o r t e  d ’ é t o i l e  o u i  r é s u l t e  d e  l a  r é u n i o n

d e  d e u x  h e x a g o n e s  d u  t y p e  A
2

a

d. c.
i

- i



4 *  t e  g ro u p e  Gfr é t a n t  s im p le , ne ao décom posa p a a

en  douz s s t è  mes p a r t i e l s  p e rr> e n d l c u l  a i  ro s  1 *u n  à l ’ a u t r e  , 

c a r  on v o i t  s a n s  d i f f i c u l t é  que l e  s o u s -o s p a c o  de Crt e n g e n d ré  

p a r  l e s  v e c t e u r s  u  , c o r r e s p o n d a n t  aux v e c t e u r s - r a c i n e s  O, 

d ’ un  des s y s tè m e s  p a r t i e l s ,  o t  p a r  l e s  c r o c h e ts  j^u u —¿tJ 

B o ir a i t  S Q uB fjg roupe i n v a r i a n t  de ( j t  .

Col a é t a n t ,  i  1 y  a u n  s e u l s y s tè m e  ^__  , c o n s t i t u é

p a r .d e u x  v e c t e u r s  o p p o s é s  î

-  Ol *------—---------- 2«---------------------* CL

l e  g ro u p e  s im p le  c o r r e s p o n d a n t  e s t  à t r o i s  p a r a m è t r e s  .

L o s  s y s tè m e s  )  -, p e u v e n t  ê t r e  c o n s t r u i t s  à  p a r t i r  

d 'u n  c o u p le  Ol- e t  Z  f a i s a n t  l ’ a n g le  m in im u m . CL é t a n t  l e  

p lu s  p e t i t  des v e c t e u r s  du c o u p le  . On o b t i e n t  a i n s i  , p o u r  

l e s  v a l e u r s  6 0 ° ,  4 5 ° ,  3 0 °  de l ’ a n g le  m in im u m , l e s  s y s tè m e s  

A-, , lu  , Gp , q u i s o n t  v i s ib l e m e n t  c o m p le ts  . L es  g ro u p e s
M M >«l

s im p le s  co r re s p o n d  an t s  o n t  ' 8 ,  10  e t  14 p a r a m é t r é s  .

V o y o n s  m a in t e n a n t  l e s  d i f f é r e n t s  s y s tè m e s  /  ^ 

p o s s ib le s ;  i l s  p r o v ie n n e n t  do G  ̂ , IL » ou À-> .
àm 4  ^

E x te n s io n  de Gr»

C h e rc h o n s  à a d jo in d r e  à G., u n  v e c t e u r  >C n ^ n  p e rp e n -us

d i  c u l a i r e  à so n  p la n  : n o u s  p o u v o n s  l e  s u p p o s e r  n on  p e r p e n d i-

I V . - J . -  1 6



I V , - J . -  1 7

c u l  a i r e  à  O L . ' £ 9 c . 0 o L m  O n  a  {  e n  p r e n a n t  Q ~  d e  l o n g u e u r  1 )

1 A -1 1  =  ( ) =  1 , 5 . 1 , 3  o u i  ,

[ a  a )  3  3

( *  f r i  =  J * * L  =  1 , 3 . 1  3  o u  1

\ Z  l  )  3  3  3

d ’ o ù  ( / C >t ) = 3  o u i .

/ V

1  )  (  * . )  =  3  e n t r a î n e  C L  H *  =  C  ^  *  3 0 °  •  

m a i s  l e s  c ô n e s  d e  r é v o l u t i o n  d ’ a x e s  C L  e t  C -  e t  d e  d e m i -  

a n g l e  a u  s o m m e t  3 0 ° ,  n ’ o n t  e n  c o m m u n  q u e  l e  l i g n e  d ’ a c t i o n  

d e  - g  .  C e  c a s  e s t  d o n c  i m p o s s i b l e  .

r ^ ~ -

3 )  (  )  = 1  e n t r a i n e  v  * L  =  C L ,  * L  —  3 0 °  ,  e t  c e  

c a s  e s t  i m p o s s i b l e  p o u r  l a  m ê m e  r a i s o n  .  D o n c  :

L e  s y s t è m e  G g  n ’ a d m e t  p a s  d ’ e x t e n s i o n  à .  p l u s  d e  d e u x  

d i m e n s i o n s  e t  a u c u n  s y s t è m e  V  r  p o u r  n  —  3  .  n e  c o n t i e n t  _ 

d ’ a n g l e  é g a l  à  3 0 °  .

E x t e n s i o n  d e  S g .

N o u s  a d j o i g n o n s  à  u n  v e c t e u r  'X »  q u e  n o u s  p o u v o n s

D

t o u j o u r s  s u p p o s e r  n o n  p e r p e n d i c u l a i r e  à  Q ~  e t  à  -<» ,  B e  

(  C L  d  )  = 1  ,  (  ^  )  =  3 ,  r é s u l  t e  (  H ,  }  =  3  o u  1  .

1 ° )  C a s  ? -*1 - * l )  -  3  .  O n  a  a l o r s  C L  -  4 5 °  .  \ , - €  —  6 0 °

n .  K

B
Z

» l

' t ' t
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y o

- K\ _____________ - - M ---------------
' f t  y ^ \

1 '  X  * : \\  -*/K » J . /  # • \

» -A J\  * b  £  ~ y S ~  '  ~ }Z ß & ^

: /  < L \ : /

_ _________ i « ^ _____ / T T 't ^ s /
- c  -« L

- • f / t e r - :

i

et 4L est la demi -d i agonaï o du carré construit sur CL dans

1 e ol an poroendi cuilire à B> (fifr.l) . "D© CL e t H* on dé -

du J t les vecteurs ■£ ̂  et /(, ; d e v et; ^  le vecteur
3 1

*C -> { d i sponal e du carré - C T -6 ̂  ) , de -c£ et ( ou de — C- 

et Jt ) 1 e vecteur ¡V . Avec les vecteurs opposés, on a un 

s ystème que nous appellerons . On ne peut adjoindre à ce

système aucun vecteur sans augmenter sa dimension, cat il 

contient déjà toutes les solutions du type ( 't /C- ) — 2 ,

et nous verrons qu*il ne peut contenir une solution du type 

( *t *  ) = 1  .

Si nous prenons dans l'espace à trois dimensions,

les vecteurs fondamentaux -ê-j— O.* e t  t* les

vecteurs de sont les vecteurs — e %
i

A
2° ) Cas ( K X ) = 1  . On a cette fois : 4L CL= 60° *

et *L es t la demi -d i aponal e du carré construit*L -C = 45°

TQ
3

i £Jt1

E
3

t i
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3

i

✓  I » N
'  ‘ x V

'  ' -j N

* 2  v ' i - - '  - \ ä ,* V '- /  %v -  - v 1,
'  ♦X '* *  ■Jjt'J / Jk¿9* / , ,  •v

- "  ' N ^ ' w « " 7  i e 3  X ;  ' v/  \  \  / / '  -> ' >J *. x
V v / /  J - * *  5- -

~ t /  .  -  - i  « -  

- k

f i g . 3

A

s u r  v" clans l e  p la n  p e r p e n d i c u l a i r e  à B ( f i  g .3  ) .
CaÊ

On en  d é d u i t  s u c c e s s iv e m e n t  l e s  d i f f é r e n t s  v e c t e u r s  

p o r t é s  s u r  1s f i g u r e  q u i , a v e c  l e s  v e c t e u r s  op '»osés, fo r m e n t  

u n  s y s tè m e  à t r o i s  d im e n s io n s  0^ . 13 e s t  im p o s s ib le  de com­

b i n e r  C3 8 7 c c  B3  , c a r  1 1 un  c o n t i e n t  un  v e c t e u r  t  de 

lo n g u e u r  \/3 p o r t é  p a r  l a  p e r p e n d i c u la i r e  au  p la n  l u  f 

t a n d is  que 1 T a u t r e  c o n t i e n t  u n  v e c t e u r  de lo n g u e u r  1 p o r t é  

o a r  l u  même d r o i t e  .

À31 on  r a p p o r t e  1 ’ e s p a c e  au x  v e c t e u r s  : €  =  _JL— t

JL -  l  3  ,
0 . l e s  v e c t e u r s  de C„ s o n t  to u s  l e sa  2 z  3  • 3

v e c t e u r s  :

c

t
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♦ 2 e *  et ± e- t e ,i ■* »!

E x te n s io n  de Ao

L T a n g le  m in im um  dp s y s tè m e  é t a n t  6 0 ° .  nous ne p o u r ­

ro n s  a v o i r  i c i  que des s n g ] es de 50° ou  9 0° . On a {0LCL)=1 , 

{ £  ) = 1  e t  n é c e s s a ire m e n t  { H.-) = 1  . S i , comme on 

p e u t  t o u jo u r s  l e  s u p p o s e r ,  *C n 'e s t  p e r p e n d ic u la i r e  n i  à Ou 

n i  à ^  , i l  fo rm e  a vec  ces v e c te u r s  u n  t é t r a è d r e  r é g u l i e r  

e t  i l  e s t  p e r p e n d ic u la i r e  à C- ( f  i  g . 3 1 . 3 n  a s s o c ia n t  à 

CL e t  à x> on  o b t i e n t  le s  n o u v e a u x  v e c te u r s  -j e t  4i> o •

Avec le s  v e c te u r s  o p p o sé s  * on  a u n  s y s tè m e  A q u i e s t  r e -

c* J>
" A

n m m  m m

! \  $  /  * f \  / I , /  i
* 1 » ______ \  V

A ¿ \  » /
3 -  N v  A  » A ^ V

_ OL ^ - V -----------------^ /s \ ^V ^ Í \  ^ \  ^

-  ^  - /  V -  g É à ® i
- , /  \ /  \  *

/  v¿  \  1• /  K  \  •
* /   ̂- ,L f V \  i

i ' v A  *

-  t  -  c

jpi - 3

t

c,

A3

«L

- C
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p r é s e n t é e  c i  • c o n t r e  p a r  s a  p r o j e c t i o n  s u r  h  p l a n  d e  

n o n  p l u s  e n  p e r s p e c t i v e ) .  C o m m e  a u t r e s  v e c t e u r s  p o s s i b l e s ,  

n o u s  n e  p o u r r i o n s  s v o i r  q u e  l e s  s y m é t r i q u e s  d e s  p r é c é d e n t s  

p a r  r a p p o r t  a u  p l a n  d e  A q  ;  à  e u x  s e u l s  c e s  v e c t e u r s  c o n s t i ­

t u e n t  u n  s y s t è m e  é q u i v a l e n t  à  M a i s  s i  l ’ o n  r e m a r q u e  q u e  

l e  s y m é t r i q u e  d e  -  X ,  p a r  e x e m p l e ,  f a i t  a v e c  ^  © t  * 0  ~  

d e s  a n g l e s  i n f é r i e u r s  à  X -  «  =  6 0 ° ,  o n  v o i t  q u ’ i l  e s t  

i m p o s s i b l e  d e  c o m b i n e r  l e s  d e u x  s y s t è m e s  .

P o u r  a v o i r  r e n c o n t r é  t o u t e s  l e s  c i r c o n s t a n c e s  r e m a r ­

q u a b l e s  q u i  s e  p r é s e n t e n t  d a n s  l e  c o n s t r u c t i o n  d e s  s y s t è m e s  

n ,  i l  n o u s  r e s t e  à  m e t t r e  e n  é v i d e n c e  l ’ e x i s t e n c e  d e  s u i  —  

t e s  i n f i n i e s  d e  s y s t è m e s  d ’ u n  m ê m e  t y p e  :  c ’ e s t  c e  q u e  n o u s

f e r o n s  p o u r  l e s  s y s t è m e s  B  .
v  n

S o i t  d o n c  B  l e  s y s t è m e  c o n s t i t u é  p a r  l e s  v e c t e u r s  

+  g , j  ,  ■ £  € .  j  i :  4 i  a  d a n s  u n  e s p a c e  e u c l i d i e n  à  n  d i m e n s i o n s  

r a p p o r t é  à  n  v e c t e u r s  u n i t a i r e s  r e c t a n g u l a i r e s  - C  .  N o u s  

a d j o i g n o n s  d a n s  l ’ e s p a c e  à  n + 1  d i m e n s i o n s  ,  u n  v e c t e u r

=  (  r 3  ,  r 2  . . . .  .  ,  r n + j  )  n o n  p e r p e n d i c u l a i r e  h  B n  ,  e t  n o n

c o n t e n u  d a n s  1  ’ h y p e r p l a n  B  .  O n  a  (  X  t . )  —  1  o u  3  ,  P r e ­

n o n s  (  X  X  )  = 3  .  O n  p e u t  t o u j o u r s  s u p p o s e r  q u e  X *  f a i t  u n  

a n g l e  a i g u  a v e c  ^  •  o n  a  a l o r s  (  X ,  ^  *  +  1  •

- A »  ,  .

X ,  e ,  —  4 5 °  .  O n  a  e n s u i t e  {  X .  £ j )  —  X *  ^  —  Q  p o u r

i  —  3 ,  . . . ,  n  „ c a r  a u t r e m e n t  X *  f e r a i t  a v e c  - 6 ^  e t  42 . ,  q u i

%

X ,
1

ie

3 *
A

K
1



s o n t  p e r p e n d ic u la i r e s ,  des a n g le s  de 4 5 °  ou 1 3 5 °  , donc s e ­

r s  i t  dans l e u r  p la n .  P a r  s u i t e ,  on s r n+ l  *** “* ^  1

m  — /t o +1) De ^  e t  ^  1 » ond*où, par exemple, Or - t * • . • * • •***<» » • J

d é d u i t

*  - * j  *  *n+l = (0,° ....... °'1 ’

e t

Æ - 2 e ^  = (-1,0...... o.i)

E n f in ,  'V p  ±  *  t  e a t  un ™ c * e u r  d0 £ L  n  Po u r  le< l u e l

{ ^  } -  o ; , q u i ne l u i  e s t  p as  p e r p e n d i c u la i r e ,  f a i t

avec un a n g le  de 60e , a *o ù  l e  v e c t e u r

r» f

— -T| <* ( o ......  - i. o* •, • • » o*  ̂)

e s t  l e  v e c t e u r  c o n s t r u i t  à p a r t i r  de -t  ̂ comme H, à p a r ­

t i r  de e  : to u te s  l e s  p o s s i b i l i t é s  s o n t  donc é p u is é e s  p o u r

le s  v e c te u r s  de c a r r é  3 ,  e t  l e  sys tèm e  Bn+1 o b te n u  se com po-

+  m •+ y, ± £
se l u i  a u s s i des v e c te u r s  — * ~ j  J

Le ces ( K  *t) =  1 ne p e u t  se p r é s e n t e r  que p o u r  

n = 4 e t  c o n d u it  à un  sys tèm e e x c e p t io n n e l  T4  , non prolon­

ge a b l e , (  comme G* } .

B o r n o n s - n o u s  m a in te n a n t  à  i n d iq u e r  l e s  r é s u l t a t s  

c o m p le ts  au moyen du ta b le a u  s u iv a n t  :

IV.-J.- 22



IV. -  J . -23

On a

«  Bj «  Ci

— r»

I  i
D4

A5

a 5 S 6
4>  ̂ ^ ___i
A.1J — j

i  I _  l 
A8 — / 3fi t ^ D8 
4 , " ^ * ^  l

Ag Dg
i  i

A

i  \
B

B

4

i

l

l

à

l

en o u tra le s  r e la t io n s  flttin e îu a lo n

F,

n B.n

Dn n

f a c i le s  à v é r i f i e r  s u r  

le s  f ig u r e s  pour n = 3

* ------------------*2

4

A5 = P3

Les cinq groupes excepti onnels correspondant; à G

S g , Ê  , E8 , ont respectivement 34,53, 78, 133 et

348 paramètres . Les groupes correspondant à An , Bĵ  , Cn

4D

r2G.

1A

2B,

4F 4C

}

c 3

4

* d 7

8

•̂ o

A8

AÔ

A5

A4 ,

4F
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D , ont respectivement n(n+d), n(ân+] ) , n(2n+3 ) , n(2n-l )

p a r a m è t r e s  , e t  on  p e u t  l e s  r é a l i s e r  de l e  m a n iè r e  s u iv a n t e  :

D o u r  A . on a l e  g ro u n e  p r o ? e c t i f  à  n  v a r i a b l e s  • p o u r
n  ' n

e t j 3 n , l e s  g ro u p e s  p r o j e c t i f s  d 'u n e  s u r f a c e  du se c o n d  d e g ré
r*

à 3 n  e t  ¿ n -1  v a r i a b l e s  ; p o u r  Ï3L , l e  g ro u p e  p r o j e c t i f  

d ’ u n  c o m p le x e  l i n o  a i r e  à 3 n - l  v a r i a b l e s  .

3 .  -  P ro p  r i i  té  s c o n c e rn a n t  l a  n a t u r e  du c o rp s  .

L e s  r é s u l t a t s  o b te n u s  J u s q u ’ à p r é s e n t  s u r  l e s  a lg è ­

b r e  s de L ie  s u p p o s e n t ,  comme i l  a é té  d i t ,  l e  c o rp s  K a l g é ­

b r iq u e m e n t  fe r m é ,  ce q u i  s p e r m is  de f a i r e  i n t e r v e n i r  t o u t e s  

l e s  r a c in e s  de l ’ é q u a t io n  c a r a c t é  r i  s t iq u e  . M a is  c e r t a in s  d es  

th é o rè m e s  é t a b l i s  dans l a  p r é c é d e n t e  c o n f é r e n c e ,  d o n t  l ’ é n o n ­

cé ne f a i t  p a s  i n t e r v e n i r  ce s  r a c i n e s ,  s ’ é t e n d e n t  f a c i l e m e n t  

au c a s  d ’ un c o rp s  q u e lc o n q u e  •

S o ie n t  : une a lg è b r e  de L i e  s u r  un  c o rp s  ET q u e l ­
*

conque , i l  l ’ e x t e n s io n  a lg é b r iq u e m e n t  fe rm é e  de K , Q^, l ’ a l ­

g è b r e  de L ie  , e x t e n s io n  de G t d a n s  S i -  , c ’ e s t - à - d i r e  l ’ a l ­

g è b r e  e n g e n d ré e  p a r  l e s  é lé m e n ts  de l a  fo rm e  ck a , o< t n  

a C C f  .  i f  ^  y f  s o n t  i n t é g r a b l e s  e n  même te m p s , c a r  

( CH ) ’ =  ( 0 \  T) . O n  v o i  t  a u s s i  q u ’ e l 1 es  s o n t  n i l p o -

t e n t e s  en  marne tem ps . Donc l e  th é o rè m e  de E n g e l e s t  v a l a b l e  

p o u r  un  c o rp s  q u e lc o n q u e  . Le p r e m ie r  c r i t è r e  de C s r t a n  s ’ é ­

te n d  d ’ uno m a n iè r e  a n a lo g u e  » t o u t  au m o in s  d an s  l e  c a s  d ’ un

H



c o rp s  i n f i n i  .

Le second e r i t è r e  de C 3 r ta n  r é s u l t e  du p r e m ie r  p a r  

des ra is o n n e m e n ts  r a t io n n e ls  : d o n c , i l  e s t  v a la b le  a u s s i  

p o u r  un c o rp s  q u e l conque ( i n f i n i ) .

Le second c r i t è r e  de C y r ta n  é t a n t  v a l a b l e ,  l a  s e m i-  

s i m p l i c i t é  e s t  in d é p e n d a n te  du c o rp s  : O i e t  s o n t s e m i-

s im p le s  en même temps . On ne p e u t  pas en  d i r e  a u ta n t  p o u r  

l e s  g ro u p e s  s im p le s  : i l  e s t  é v id e n t  que s i V f  adm et un s o u s -

g ro u p e  i n v a r i a n t  JCi , Of
*  5  *

adm et l e  s o u s -g ro u p e  i n v a r i a n t

: donc s i  O i e s t  s im p le ,  i l  en e s t  de même de O f  .
V f  —  /  ~ ------------------------------------------------------------------------à

Id a is  s i O i e s t  s im p le ,  Oj e s t  s o i t  s im p le ,  s o i t  s e m i-s im p le

C e t te  seconde c i r c o n s ta n c e  p e u t  e f f e c t iv e m e n t  se p r o d u ir e  :

s i  , p a r  e x e m p le , fr i  e s t  un g ro u p e  s im p le  à p a ra m è tre s  r é e l s ,

( j \  ej’ i l  n ’ e s t  pas s im p le ,  p e u t  ê t r e  e t  p e u t  s e u le m e n t ê t r e
6

l a  somme d i r e c t e  de deux g ro u p e s  s im p le s  im a g in a ir e s  c o n ju ­

gués :

i l  É l i i !
X  - fu t  ^Si l e  g ro u p e  s im p le   ̂ e s t  è. s p a r a m è t r e s ,  Uÿ e s t  à.

2 s p a r a m è t r e s ,  e t  i l  se d é d u i t  de Crt-  ̂ d ’ une m a n iè re  t r i -

v i  a i e .

Les re m a rq u e s  p ré c é d e n te s  c o n d u is e n t  à e x a m in e r  

deux c a t é g o r ie s  de p ro b lè m e s  b ie n  d i s t i n c t e s  . Sn p r e m ie r  

l i e u ,  i l  sem b le  do s i r s b l e , au p o in t  de vue a lg é b r iq u e ,  d T a —
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v o i r  p o u r  le s  th é o rè m e s  fo n d a m e n ta u x  des d é m o n s tra t io n s  r a -  

t l  onne] 3 es , c ’ e s t -? i-< î i  re  ne f a i s a n t  pas s o r t i r  du c o rp s  K : 

nous in d iq u e ro n s  à ce s u j e t  comment on p e u t  é t a b l i r  r a t i o n ­

n e ] 3 eraerlt l e  th é o rè m e  de E ngel , en u t i l i s a n t  l a  n o t io n  d ’ a l ­

g è b re  e n v e lo p p a n te .  En second l i e u ,  on p e u t  c h e r c h e r  à o b te ­

n i r ,  h p a r t i r  des c l a s .e s  de g ro u p e s  s im o le s  c o m p lexes  p r é ­

cédemment d é te r m in é e s ,  l es d i f f é r e n t e  ty p e s  p o s s ib le s  de 

g ro u p e s  s im p le s  r é e ls  .

1 .  D é m o n s tra t lo n s  r a t i o n n e l l e s .

On a l a  p r o p r ié t é  fo n d a m e n ta le  s u iv a n te  : s i  

e s t  une a lg è b r e  de m a t r ic e s  n i  1 f ,o te n te  11 en e s t  de même 

de l ’ a lg è b r e  e n v e lo p p a n te  CJt e t  in v e rs e m e n t  .

P a r  d é f i n i t i o n ,  une a lg è b r e  a s s o c ia t iv e  C e s t  d i t e  

n i l p o t e n t e  s ’ i l  e x i s t e  un e n t i e r  N t e l  eue O t  =  0 . 

c ’ e s t —à —d i r e  s i l e  p r o d u i t  de N é lé m e n ts  q u e lc o n q u e s  de ( X  

e s t  n u l . I l  f a u t  é v id e m m e n t p o u r  q u ’ i l  en s o i t  a in s i  que  

to u s  ses é lé m e n ts  s o ie n t  n i l p o t e n t s  - c ’ e s t  é g a le m e n t s u f f i ­

s a n t  c a r  une a lg è b r e  non n i l p o t e n t e  c o n t ie n t  , d ’ a p rè s  un th é o  

rème de W e d d e rb u m , un é lé m e n t id e m p o te n t  .

G e la  é t a n t ,  s i  ÇJu e s t  n i l p o t e n t e ,  to u te s  le s  r a c in e s  

de l ’ é q u a t io n  c a r a c t é r i s t i q u e  d ’ une m a t r ic e  A 4 u e ^conque de 

( J i  s o n t n u l le s  e t  iJ t  e s t  n i l p o t e n t  .
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r
Inversem ent, su’doosons que dans %ji toutes le s  ma­

t r ic e s  ont À n= 0 comme équation  c a ra c té r is t iq u e . Montrons 

que CX. es t n ilp o te n t  . I l  s u f f i t  pour cela de m ontrer que 

toutes le s  m atrices de ÇJt ont une trace  n u lle  , car s ’ i l  Hf en 

r é s u l t a i t  pas que 1K. es t n ilp o te n t ,  i l  e x is t e r a i t  dans A
O

une m atrice  U 7= 0 iderapotente ( Tj = U) n ui p o u rra it  se

m ettre  sous la  forme
\

0
0

/
\  °  J

dont la  trace  h e s t d if fé r e n te  de 0, d Toù c o n tra d ic tio n .

Or, un ca lcu l d ir e c t  e t  é lém en ta ire  permet de c i r ­

c u le r  pour un groupe in f in ité s im a l que]conque de m atrices la  

tra ce  d’ une m atrice  de l ’ algèbre enveloppante 01  en fo n c ti on 

des c o e ff ic ie n ts  de l ’ équation  c a ra c té r is t iq u e  -des éléments

ae H  ■ .
D’ abord le s  traces des m atrices A C OC sont 

connues a in s i que les  traces des m atrices A  ̂ en fonc­

t io n  ra t io n n e lle  des c o e ff ic ie n ts  de 1 ’ équation  c a ra c té r is ­

tiq u e  de A » On connaît par conséquent de même la  trace des

h

1
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m a t r ic e s  \  A , À , . . . .  A , où  in d iq u e  l a  somme
¿—  1z  ap *—

3 te n d u e  à t o u t e s  l e s  p e r m u t a t io n s  des i n d i c e s  i*j , 1g , . . .

~D
i  . c a r  c ’ e s t  3a  fo rm e  mu] t i  1 3 né a i  r e  a s s o c ié e  a t r  A" .

P
P o u r  c a l c u l e r  t r .  A y  ^  . . .  A , on  re m a rq u e  que : 

t r (  Aj Ag • • • -^ic-l Ak"+1 Ak Ak:4-3 • • • "̂ p -  A1 ^2 • • •  ^

=  t r . A j  . . .  Ak -1  L A k;+i Ak l  Ak + 2 ----- Ap

M ai s j^Ak:+l Ak i  e s t  un  a m e n t de 0 ^  . On a d on c au  seco n d

membre 3 a  t r a c e  d 'u n  p r o d u i t  de p —1 f a c t e u r s  s e u le m e n t  «

On a r r i v e  a i n s i  à u n e  r e l  a t i o n  de 3a  fo rm e  :

( 3 0 )  t r .  A-, A^ . . .  Ap =  l y  t r .  ^ A ^  Al g --------Ai p +

où e s t  u n e  somme de t r a c e s  de p r o d u i t s  de m o in s  de p

f a c t e u r s  . S i LM e s t  n i l - p o t e n t .  t r .  A^ = 0  , donc  
v—  *

t r *  )  A * A,- . . .  A i = 0  e t  comme t r . A *  = 0  , 3 a  f o r -
3 3 i Z i p 1

mu3e ( 1 0 )  m o n tre  p a r  r é c u r r e n c e  q u e  3a t r a c e  de t o u t e  m a t r i ­

ce de C/L e s t  n u 3 1 e , donc que OC e s t  n i3 p o t e n t e  .

On p e u t  d o n n e r  d ’ a u t r e  p a r t  p o u r  une a3¿?èbre de L ie  

une d e u x iè m e  d é f i n i t i o n  de n i l p o t e n t *  é q u iv a l e n t e  à  c e 3 1 e  de 

l a  p r é c é d e n te  c o n fé r e n c e ,  e t  q u i , é t a n t  a n a l oguo à c e l l e  des  

a lg è b r e s  a s s o c i a t i v e s ,  se t r o u v e  p lu s  m a n ia b le  d an s  l e s  d é ­

r



m o n s t r a t io n s  f a i s a n t  i n t e r v e n i r  l 'a lr r è b r e  e n v e lo p p a n te  .

A tte lo n s  \ £ , y  \ l ’ a lg èb re  de L ie  engendrée p a r le s  cro
i, é 1 4 Z J

cheta d ’ un é lém ent de v  ̂ avec un élém ent de ^  2» * / I
Z' /*>

e t  ÿ  ^ é ta n t  sous-groupes in v a r ia n ts  d ’ un meme grouoe L4 ê 

On peut d é f in i r  le s  puissances d ’ une a lg èb re  de L ie  p a r le s  

form ules s u iva n te s  :

/ !Ng — Î ; y» r. j _ (y. »
ï  L i  * ' f J 

l i l l i i i  i i

i l !

Une algèbre de Li e Ol sera alors dite ni 1 po tente ai une puis' 
. ® ksance de est nul 3 e : \J1 =0 : une telle algèbre est vi- 

J 3
siblement intégrable £

J(| *
Mais un élément générateur quelconque de sTé —

c r i t  :
I"“ - 1 i !
[_a i |_aa L ------  |®k—3 SjjJ . . .JJ I a j é lém ents quelconques

d e Ut
i
e t c e tte  q u a n tité  e s t  précisém ent ég a le  à

A1 ^2 ------  ak

où A. e s t la  m a tric e  de la  repré sente t i  on a d jo in te  c o rre s ­

pondant à a. ; ceci montre que s i une puissance de I ’ al -
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g è b r e  d e  l i e  e s t  n u l l e .  1 ’ a l g è b r e  e n v e l o p p a n t e  e s t  n i l p o t e n t e

e t  i n v e r s e m e n t  .  D e  c e c i  r é s u l t e  q u e  n o u s  a v o n s  m o n t r é  r a t i o n  

n e l l e m e n t  :  l )  l ’ é q u i v a l e n c e  d e s  d e u x  d é f i n i t i o n s  d e  n i l p o -  

t e n t ,

3 )  q u ’ u n e  a l g è b r e  n i l p o t e n t e  e s t  i n t é g r a b l e  .

P o u r  d é m o n t r e r  r a t i o n n e l l e m e n t  q u ’ i n v e r s e m e n t  l e  

p r e m i e r  d é r i v é  d ’ u n  g r o u p e  i n t é g r a b l e  e s t  n i l p o t e n t ,  o n  s ’ a p ­

p u i e  s u r  l e  t h é o r è m e  s u i v a n t  d o n t  n o u s  n e  d o n n e r o n s  p a s  l a  

d é m o n s t r a t i o n  :

J e  r a p p e l l e  d ’ a b o r d  q u ’ u n e  a l g è b r e  a s s o c i a t i v e  e s t  

d i t e  s e m i - s i m p l e  s i  e l l e  n e  c o n t i e n t  a u c u n e  s o u s - a l g è b r e  n i  1  —  

p o  t e n t e  i n v a r i a n t e  ^  0  .  S o i t  a l o r s  ( j i  u n e  a l g è b r e  d e  L i e  

d e  m a t r i c e a  *  1  s o n  s o u s - g r o u p e  I n t é g r a b l e  i n v a r i a n t  m a x i m u m  

C / C  l ’ a l g è b r e  e n v e l o p p a n t e  d e  O t -  .  S i  ( X ,  e s t  s e m i - s i m p l e

t }  -  r  &  %

o ù  1  e s t  a b é l i e n .

S u p p o s o n s  a l o r s  C j J  i n t é g r a b l e  :  C f t  =  L  .  S o i t  

C  l e  r a d i c a l ,  c ’ e s t - à - d i  r e  l a  s o u s — a l g è b r e  i n v a r i a n t e  n i l p o  

t e n t e  m a x i m a l e  d e  1  ’ a l g è b r e  e n v e l o p p a n t e  Ç / u  d e  .  L e s  c o n

g r u e n c e s  g ^  =  h ^  ( m o d ,  ~ J  ( .  )  ,  g 0  =  h « ,  ( m o d ,  j  £  )  e n ­

t r a î n e n t  |  g ^  g ^ j  =  j j h . }  h g j  ( m o d .  y f c .  )  .  L e s  é l é m e n t s  d e  

p r i s  m o d u l o  r i  f o r m e n t  d o n c  u n e  a l g è b r e  d e  L i e  ' q  h o m o  —
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m„ rp h e  à 0 }  . donc I n t é g r a l e .  d o n t 1 • . ï g è b »  e n v e lo p p a n te  

e s t  O t /  .  C e l l e - c i  e a t  s e m i-a im p le  .  donc d *e p re s  l e  th é o ­

rème p r é c é d e n t ,  f  e s t  » « l i e n  . On a donc p o u r to u t  c o u p le

a 'é lé m e n ta  g j e t  g^ de s

f « l  « i l  =  0 (m od- ’ c ' e s t - â - a i  re  G j. ' c l t

donc vil T e a t  n i l p o t e n t .

Le th éo rèm e s ’ é te n d  sans p e in e  à une a lg è b re  de Li.e

a b s t r a i t e  . S i O j e s t  in t é g r a b le ,  l a  r e p r é s e n t a t io n  a d jo in t e ,

e s t  en e f f e t  une a lg è b re  de L ie  de m a t r ic e s  d o n t l e  d é r iv é  e s t

contenu dans une algèbre nilpotente . Il existe donc t tel

que A3 A-2 ____ At  = 0  p o u r to u s  A i dans ; donc

p o u r to u t  x  de Q l  , on s Aa &z  -------At  x =  0 ; o r

c e c i s ’ é c r i t  en re v e n a n t  aux é lé m e n ts  de 1 T a lg è b re  a b s t r a i t e .

\ S l [  a2  . . .  La t  XJ - -3 ° U * en p r e n a n t  X danS V  **

( O r M t+1  = 0  C .Q .F .D .
0

Z # D é te r m in a t io n des g ro u pes  simpl_es ré e l jB.

D» a p rè s  ce qu i a é té  vu p récéd em m en t, l e  p ro b lèm e  

c o n s is te  à t r o u v e r  to u s  le s  g ro u p es  r é e l  s d» o rd re  ^  r  c o r r e s ­

p o n d a n t à chacun des g ro u p es  s im p le s  co m p lexes CjJ d o rd re  r  

d é te rm in é s  c i-d e s s u s  . O r l a  m éthode que nous avons u t i l i s é e
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dans c e t t e  d é t e r m in a t io n  nous e p e r m is ,  en n o rm a n t ôon^ena-*
•>+

b lâ m e n t le s  v e c te u r s  de b ase  de Cji- de d o n n e r à ce g ro u p e

une s t r u c t u r e  r é e l l e  , r é e l s )  e t  de m e t t r e  l a  fo rm e

q u a d r a t iq u e  G' sous l a  fo rm e  :
Z

__ 7 V y 04
= 4> ( A ) - ¿ _  |  £

 ̂ k
où ( A ) =  g j k e s t  d é f i n i e  p o s i t i v e  .

^ Jf
De l à  r é s u l t e  d é jà  q u ’ à (j4 c o r re s p o n d e n t  deux

9
g ro u p e s  r é e l s  s im p le s  é v id e n t s  :

D ’ a b o rd  l e  g ro u p e  o b te n u  en r e m p la ç a n t  l e s  p aram è—
.

t r è s  co m p lexes  de p a r  des p a ra m è tre s  r é e ls  ; p o u r  ce

g ro u p e  l a  fo rm e q u a d r a t iq u e  (5 c o n t ie n t  c e r ta in e m e n t  des
Z r

c a r r é s  p o s i t i f s  (p r o v e n a n t  de <p ) .

P u is ,  on p e u t  re m a rq u e r  que c o t t e  fo rm e  5̂  s e r a i t

d é f i n i e  n é g a t iv e  s i  on d o n n a it  aux À * des v a le u r s  im a g i—
«*. ■>.««*

n a i r e s  p u re s  e t  à r  , y  , des v a le u r s  im a g in a ir e s  c o n ju —
/  7

guées . O r on v é r i f i e  b ie n  a is é m e n t que l e  c r o c h e t  de deux
if

é lé m e n ts  de H  d o n t le s  c o o rd o n n é e s  s o n t  de c e t t e  ma t i r e , 

e s t  e n c o re  un é lé m e n t  de ce ty p e  » Gomme to u s  ces  é lé m e n ts  

s ’ e x p r im e n t  l in é a i r e m e n t  au moyen de 1 8 b ase  ( ih-j , . . . .

i h n , , i  ( u ^  -  u_ ^  ) , .............. ) avec  des param è t r è s

r é e l  s , l e u r  e n sem b le  e s t  un n o u veau  g ro u p e  s im p le  r é e l  0^- 

d é d u i t  de \J t e t  p o u r  le q u e l  l a  fo rm e q u a d r a t iq u e  £T ^

u <* •+- um' &

4 > X A
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(  2  )
e  a  t  d é f i n i e  n e g e t l v e  *

L e s  d e u x  g r o u p e s  a i n s i  o b t e n u s  s e  d i s t i n g u e n t  p a r  

l e u r  c a r a c  t è r e  S  ,  c ' e s t - à - d i r e  p a r  l a  d i f f é r e n c e  e n t r e  l e  

n o m b r e  d e s  c a r r é s  p o s i t i f  e t  l e  n o m b r e  d e s  c a r r é s  n é g a t i f s  

d  a n s

Z

L ’ e x i s t e n c e  d ' u n  g r o u p e  r é e l  s i m ó l e  p o u r  l e ç u e l  ^  ~  

e s t  d é f i n i e  n é g a t i v e  e n t r a i n e  d e s  c o n s é q u e n c e s  i m p o r t a n t e s ,  

m a i s  q u i  s o r t e n t  d u  p o i n t  d o  v u e  a l g é b r i q u e ,  q u i  f a i t  l ’ o b j e t  

d e  c e s  c o n f é r e n c e s  .  O n  p e u t  e n  e f f e t  m o n t r e r  d i r e c t e m e n t ,

-  ^  P
à  p a r t i r  d e  c e t t e  p r o p r i é t é ,  q u e  l e  g r o u p e  a d j o i n t  I  d u  

g r o u p e  c o n t i n u  J t  e n g e n d r é  p a r  l e  g r o u p e  i n f i n i t é s i m a l  c o n ­

s i d é r é  e s t  c l o s  *  O n  e n  d é d u i t  e n s u i t e  q u e  O t  l u i - m ê m e  e s t  

c l o s  e n  m o n t r a n t  q u ’ à  u n e  t r a n s f o r m a t i o n  d o  1  n e  c o r r e s ­

p o n d e n t  d a n s  O V  q u ’ u n  n o m b r e  f i n i  c l  ’ é l é m e n t s ,  c i r c o n s t a n c e  

d u e  e n c o r e  a u  f a i  t  e u e  G *  e s t  d é f i n i e

a

C e l a  é t a n t ,  r ' o n s i e u r  C a r t a n  a  m o n t r é  e n  o u t r e  q u ’ é  —

t a n t  d o n n é  u n  g r o u p e  s i m p l e  o u v e r t  à  p a r a m è t r e s  r é e l s ,  o n

p e u t  t o u j o u r s  t r o u v e r  u n  g r o u p e  c l  o s  d e  m ê m e  s t r u c t u r e  ,  f l t

L e s  r é s u l t a t s  s u r  l e s q u e l s  o n  s ’ a p p u i e  i c i  é t a n t  v a l a b l e s  

p o u r  u n  g r o u p e  s e m i - s i m p l e ,  o n  v o i t  q u ’ à  t o u t  g r o u p e  s e r a i  —  

s i m p l e  à  p a r a m è t r e s  c o m p l e x e s  c o r r e s p o n d  u n  g r o u p e  s e m i — s i m ­

p l e  à  p a r a m è t r e s  r é e l s  p o u r  l e q u e l  l a  f o r m e  G T  e s t  d é f i n i e  

n é g a t i v e  .  4 5

( 3 )
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la  recherche des groupes ré e l 3 o u v e rts  d ’ une s t ru c tu re  s im ple  

donnée r e v ie n t  à c e l le  des s u b s t itu t io n s  isom orphiques in v o -  

lu t iv e s  du groupe c lo s  Se la  s tru c tu re  donnée « Les d iffegpents  

types de groupes s im p les  ré e ls  a in s i obtenus se d is t in g u e n t  

le s  uns des a u tre s  p a r  le u r  c o rs c tè re  . E n f in  c 'e s t  â ce p ro ­

blème de la  dé te rm in â t!  on des d i f f é r e n te s  formes r é e l le s  

q u ' e s t  s u s c e p tib le  de prendre  un groupe sim ple de s tru c tu re  

complexe donnée que se ramène le  rech erche  des espaces de 

Riemann dont la  courbure e s t  conservée p a r  le  t ra n s p o r t  pa­

r a l l è l e  .
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