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l .- Propriétés des racines d*un groupe semi-simole ou simple.

On a vu dans 3a conférence précédente qu’une algébre

de Lie Cri admet une déconposition en sous-espaces vectoriels

w m
ou °lo : &elc dTarrdre n , est sous-groupe nilpotent maximum
et ou les sous-espaces Uj ~ sont invariants par tout élé -
ment de Oi, g . On peut choisir dans by une base (h-j ... ,hn
u”™ , uT | u /i»u*3 * ... ) telle que la m atrice
H correspondant 2 un élément quelconque h = A™ hj de Cfi »

dans la représentation adjointe soit de la forme

0
H = 'Ol
A * X
X
o X
[h X
0
o ft
les racines ol étant des formes linéaires par rapport aux Al
<1 - a™ X . les vecteurs u u sont les vec-
teurs de poids , A ,
La classification des groupes simples, qui est | "ob-
jet essentiel de cette conférence, repose sur les propriétés

eue riossedent cas rac Jries lorsque C*t =est serai-simple ou
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s impie , Nous allons les déduire du second critére de Cartani

GT X -Nr. x2 n'‘est pas dégénérée ou x est un élément
2

général de CH -

u N
- = %0 4+ 5 »*x"x* pj o (T U~ + A 4
On 8 1
5, (*) = tr.X3 = tr._X* + T~ tr Xs(X_#
«A
=6 (X ) + H (*¢C""rr.unrnrn~rnrtr . UnruUn
- ai 770
+.---)
car tr.u~U 0 Si a+ib £ 0 puisque un UG
transforme un vecteur de Cj, en un vecteur de ~ p+j + |l
La forme quadratique $ﬁ¢ n'étant pas dégénérée con-
tient effectivement les r variables 2 N~  » cela nous
donne ;
1) puisque (a) est la somme des carrés des racines
d : il y a exactement n racines o< linéairement indépen-
N \1
dantés . Ces racines ne s’annulent toutes que pour ~ = ee. *
— \' n —n cTest-a-d ire pour h —O0 Or on 8 vu qu*

elles sont nulles pour tout élément de O T On a donc

v * = 0 Cj

est abélien
0] (@]
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3) tou? les Eat doivent Tfirrurer , donc :©: - N est
racine en néme temps que d , et les quantités tr. U~ U_~" ,
tr.1J ,ITT™ , .... ne sont pas toutes nulles : soit uigtcelui
des élénenta de base de Oi, ~  tel que tr.U~U ~ 2~ 0 .

Pour nouvoi r donner [0e€?? deux dernieres propriétés des
racines de. groupes se-ai-sinnles, a savoir : «X est racine
simple, et md {ou m est un nombre TFTixe * 1,0) nTest
pas racine, nous avons besoin de quelques propositions paréli-
minail res, ouil seront d’ailleurs fonda-nental es pour la suite -
en particulier, 11 nous faut avoir la valeur de tr.U U_ 7 .
?our cela, considérons une racine P différente de c* , et
su”~oosons que p - < n’est pas raclne mais que P+ p &k
est racine pour p entier positif ou nul, jJusqu’a une cer-
taine valeur P . L’ensemble de ces racines sera appelé une
sutte -(C ) .

Soit v = u le vecteur de poids ~ dans .

Formons la suite de vecteurs :

To *v5 = (u —¢vo] = 0.1TO ... .. .... vp+3 = Uod4Tp -.--.-.
SI v est un vecteur de poids A , U tv est un vecteur

de poids N\ + < , ouisque :

H .UAV = [hUA]l Vv + UAH v=((X+A) .U~y

On a donc :
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t») HYp = ((®»¢+ P« ) Tp

Appliquons a Tp_f_3 18 transformation

U, @avp+i~ [u-V é- vpl]

[ uotlvp ~ 1] -1 tp O*«*u4)

ou, en posant o= fu"u *"j S
i Je
(s) jer ApHi = Lu« Lu_rr vl - Hgoep
Mais . - ®VOj Otant nul, (3) s’écrit pour p =0 s
UsieVgy = - EF Vg = - P* T4
— i *
en désignant par Ij]r! la valeur que prend pour h —h~
une forme linéaire meA)
On en déduit de proche en proche
) U_ gvp+sl U leWx¥p = :,\ p+3 VB
avec
( 1 *
U) S P x
W i > Lt « ¥ +1)(F - .
tre s CRED T

Avant d’utiliser ces formules, nous devons remarquer
qu’'elles subsistent a de tres légéres modifications prés, si

onfeit les hypotheses
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r 9 a ' " u* . {17 éme vecteur de hase
de % O<)
On a cette fois la congruence
(173} Hv, 3 = o<vg (mod u )
soit Evy =mavy + kuwy
et on voit sans peine que
p —1

(1) H\p = (ptl) o v pour

DTautre part, la relation (2) pour p =0 donne ici , en
remarauant nue Qu ~ w d esaf un élEmemi b de #iq

la congruence

(37 U oV = 0i Vo = — 0l Vg (nod u )
On a ensuite les égaiités
(3 tJ v ptl =|"pt3 \p = - .LEt?IJ+P_=3i™%p Pour p~l .
Revenons aux premieres hypotheéeses Soit —0
le plus petit entier tel que |’on ait V| =0 9 sera
appelé la lon™ueur de la suite (o ) considérée . la re-

lation (3) , pour p = , donne

r-"iti = 0
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a *ou *
i
©) t e
et si /» = T+ p ol est une racine quelconque de la suite
on a *
_ <*
& -dp = - M=
CC(I
O IV . s
Le nombre g. eat donc un entier . De plus, les quantitées
* A
I —k ka ou | "entier k prend toutes les valeurs compri-
X
ses entre 0 et ~:)f(d7_ksl_- sont des racines : ce sont les racines
ol
de le suite (o) comprises entre I3 » p+ pdi et
~e=por (1-p)
S e U A 4 ?'H'I«/ L
. *
D’apres (3). la transformation u gtu 3ai9s.e in-
variant | 'espace 5K, = (vQ ,v™ ...... Ve ) et sa trace

dans cet espace est

~

J ™

X
tr. U:XdU,U £(*~Pil Ghoi i ¢

G | @) (+2)
ft3 p= 1?7 p=i e 6

On peut maintenant faire le méme raisonnement dans

1’ espace facteur' 0™/ ; on aura dsns cet espace (ou
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les poids aorit toujours des racines de Otr ) une nouvelle sui

te {ci) de longueur r —0. et ainsi de suite . On voit
ins2 r
sins ue X
) les propriétés précédentes des nombres —%- sont va-
labiés oour toute racine /) ;
1 X
2) la trace de la transformati on u ~ dans | espace
dui -raéme est :
i I v +1 1 (1 £3)
P o+1! +
Tr. Uy U S c 1
la sommati on étant étendue aux suites — («< ) considérées
successivement dans fitj @F/ _ , etc.... Comme on a
« j '
~ n
Tr Uin_ = Tr U-L—J Upt’ p O
13 vient
A4
* 0

Noue allons en déduire que la racine ol est néces-

sairement simple . En effet s’il en était autrement, Ot~"
adm ettrait au moins un deuxiéme vecteur de base u 4 0
{mod.u” ) . La suite des v formée a partir de v = ufo<

ng comprendrait d’apres (3") que des vecteurs différents de O

quel que soit p\ O , ce qui est absurde . Toutes les ra-

cines sont donc simples, et on a
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tf* i ‘|
U =0.,* _tr. U* T3 * = Ngj 1T 0 o< <EXL<KE O .

Enfin, si moL , -mAA (m — 2} étaient racines,

mais non (m+l )c* , —-(m+3 )o* , On pourrait construire la

suite définie par 3e vecteur Vo = U_nq w> (*0) . Cette
suite, puisque dg*-/'\ O serait de longueur 3m et 3e pre-
mier vecteur pouvant étre nul serait v3m+1 e Or vni+3

étant de poids gl , est un mu3tip3e de u” et

Tm+3 = QJJ evm+lI1J 03t nul <« On 8 aonc

2m + 3 — m + 2 c"est-a-dire m — 3
et aucun multiple entier de o< n’est racine . 13 est 1mpojs-—
sibl e de p3us nue k <K soit racine, k étant un nombre fixe

que 3conque -différent de 1 3 et de O . Si on avait en effet

il = k oC .53 en résu3d terait
— ils*. = 2 Kk 27A = £
*
¢ & Pf K
2k et y devant étre entiers et 2 o< ,2/3 n’étant pas
racines, 13 reste 3a seule possibilité k =T 3 .

En résumé, un groupe semi-sinrole a une base de 3a

forme

et sa structure est définie par 3es relations



Iv.-J.- 9

r \ 1
Lhs hkl=0 e« Lh u*J ~ vV - * ox oo *
luu u-«~j _ h «k*“"a hi . Cu<*u /" p u *+(*
{n’\<a:-N’\1,n . N<1 -0 Si oL+p n‘est pas racine )
et on a
N V
] 4
r3 ix) = > () éi\f(j N- s ¢
K*:TF-UAU_A: 1 £(¢+])(I +2)
o]
avec
$ (X ) =£ j.3=glk X1 Ak
3.- Classification des groupes simples

Chacun 4es vecteurs u”™ ,u_” *ua * n’étant

d&+inl 3uva un facteur pres, on pourra les normer de maniére

a simplifier les constantes N7y Ng * Nous choisirons u”
U_x de maniere que | ’on ait >

Nol = *3
Jilei est alors négatif et rationnel . Cela fait, on pourra en-
core multiplier u” par un facteur arbitraire aF N con-
dition de multiplier u_ , par -

r @
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Xjc formo Q? 2 étant invariante par 3e groupe adjoint,
on e pour tout X
Sl
X = *1h "’ +h o0 ~ A
CrpR (TVV dkx*I , X} = o0
Or
_d_| . 3
I’il:1<*XQ .8 Hj - u + N N £ 5 u at+ (I
p*
cCoO qui donno
. ot i k ak
CT U X J*X ia v X )t Qv
2 (i%d"J . i “Q7» A % = o
( ) I 4 Vv dl + FA=0 07» . -
d’ou les doux relations importantes
(6) <S (al. Xk> = glk a3 Xk= af = ak X k
\ I v >t
) =0
ol + )'JJ+ X "0
Utilisons dfabord 3a premiére ; nous avons
ak = ~ik ||
de sorte auu les 8- ot 3o0s a sont 3es composantes cova-
A &

. & .
raantos,, du morie vecteur (< par rapport au tenseur fTondamen-

tal__opgf : ce vecteur O. de llespace a n dimensions qui
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correspond d’une maniere biunivoque a la racine et = 8] AN

sera appel5 vecteur-racine . Comme h = — Db h* , on

peut écrire

< = - a b3 = —{cCL )
I 1

(@, ) désignant le produit scalaire dos deux vecteurs
(L et 4 ; de la résulte la propriété de symeétrie fi £ o
Considérons maintenant n racines linéairement in-

dépendantes : ck~ , .... * c/(n) dont toute autre racine j®

est une combinaison linéaire

. [ .
Désignons par CL( )et r les vecteurs-racines correspondant
/5)\ . u. ) f n "N i
al* et fi , et par cu . | "entier 3 -—-

1 1 (a (1) o.fi),
on voit facilement que le d-jterminant | co *| est difféerent
de zéro ; les n coefficients r. peuvent se déterminer au
moyen des n relations

3 £ dr(11) = o, k r

i) 7 i *
(x ' T
*J3 .
et les re sont réels et ratj (nnels . Nous pouvons donc

choisir dans 1’espace a n dimensions des vecteurs CL un
systeme de coordonnées tel que toutes les rasines soient

réelles : 1a forme quadratique 9> (A) = ¢~ 2 = NiknM1 MKk



I1.-3.-12

est s]jors réeelle et déefinle™poel tire, et la meéetrique deéfinie

par le tenseur &\y est une Mmeétrique euclidie nrne ordinaire
On peu b achever de normer 3es vecteurs debase U™

du groupe Ol. de ilacon que les constantes N el les—+wénes

deviennent réelles . Pour établir ce point, on peut remarquer

d abord gque la relation ) entraine

(8) n/3y = Ny«* = N*ta  de3 que F3 0+ =0

D'autre part, si A appartient a la suite (o ) s
P - 3 A - °* 3 » N+ 0l » [/9+kc*

on a d apres (3)

[U-« *& -V )] = < ok ul/)
<Zou, en tenant conpte de (8)

(®) Nt Mo - T Rep
ou la quantj té
r - _ E£¢x113F olu
2 ¥
est rationnel 1le et positive , d s gue + A est racine
(k —1} , Cce oul entraine N.. 7O -

r
e plus, les racines étant des formes linéaires réel -

les, on peut les ordonner : cela permet de normer de proche

en proche (en multipliant u™ et divisant u . par le nmare
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?6«t«Uur 1 de maniere fue I1#on alt

* -
» p=- » . %

Alors, dfapres 1»équation (9> . les constantes de structure

W sont réelles . On constate en outre que les nombres .
—_ ° Jr

sont déterminés d"une maniere unique par le systéme £ n

des vecteurs-racines cL ,»~ , .... - 13 en est évidemment

de méme de I1’ordre r du groupe (A puisque n se compP°*

se de r-n vecteurs

Nous nous proposons maintenant d’indiquer la méthode

qui permet de former tous les systémes V _n correspondant

aux groupes simoles . D’aprés les propriétés établies, ces

systemes satisfont aux quatre conditions suivantes

1®- contient - £L en méme temps que OL , mais

>
G n
non k o (k+ 0, t 1) . k ~ O, - 1)

2°~ 2 77—l = 33 fio est entier .

Par conséquent,
(cl a) A

ol ( désigne 1 ’angle des deux vecteurs (0- et v , g”h a

cos 2 * —ULLI-——— =0 , 1 , - ,0u .cor.
T (aa) (H) 4 3 4
et ne peut étre que = 90® . 60°. 45° , ou 30° (ou leurs

suppléments, mais, en remplacant un des vecteurs par son op-

posé, on peut toujours se ramener au cas d’un angle non obtus).
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les différentes possibilités, en supposant que CL est le

plus petit des deux vecteurs , sont données par le tableau

iulvant
[0 ) oo bl (U )

c> (0ta) (tv (ota)
30° — — 3

Z 3
45° 1 I 3
60° — —

2 3
90° 0 0 quel conque

De ce tableau résulte que, du rapport des longueurs de deux

recteurs non perpendiculaires, on peut déduire leur angle

3° 1/ contient en meme temps que CL et ir . tous
les vecteurs v - kQ ou l;entier k prend les valeurs
_ (clt ) : ] .
Gela entraine les conséquences suivantes:
(etC)
1) 31 Qu et font un angle de 60e. on s 3 1= 1
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e% \ - Ou— C appartient au syste-
e \ me Introduisant 3es vecteurs op-
posés« on e le systéme A2 des sise
rayons <i#un hexagone régulier.
-£€ -C
Si flt et Z font un angle flo 15°. on a <«£ ) =
ta 7cu
et Ses deux, recteurs c = 4 - Q,
d. ¢ i
; 5 ) oL = é& » z ol appartiennent au sys-
teme, ce qui donne, avec les vecteurs
# - a a . R .
opposas, un sj'stéme B> de huit vec-
teurs jformant les demi«diagonales et
-
les de.ni-mé diatrices d*un carré
3) Sl ¢l et 41 font un an~lu de 30°. on s 2 («-11 =3
(0*a )
u*ou les trois vecteurs
C, = 4 - OL |l = t - zZzcCL ,f - é&-3 QU
"TX )
$.*,-V-. . V&- Comme 4 fa it avec — £ un a&gle de
60° « nNnous avons encore nécessaire-
* okksSk POPAY d oY — < O,
ment le vecteur ot = 'v n complé-
-« " tant | "hexagone. On a donc finalement
M/
avec CL et -v un systeme Gp de 12
vecteurs formant une sorte d’'étoile oui résulte de la réunion
de deux hexagones du type A2
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4* te groupe Gfr étant simple, ne ao décomposa paa
en douz s stéemes partiels perr>endlculairos 1*un a | "autre ,
car on voit sans difficulté que le sous-ospaco de Crt engendré
par les vecteurs u , correspondant aux vecteurs-racines O,
d’un des systémes partiels, ot par les crochets j~u u—¢td
Boirait SQuBfjgroupe invariant de (jt

Cola étant, il y a un seul systeme ™ , constitué

par.deux vecteurs opposés i

B¢ R — L — * CL

le groupe simple correspondant est a trois parametres

Los systemes ) - peuvent étre construits a partir
d'un couple O et Z faisant |’ angle minimum. CL étant le
plus petit des vecteurs du couple . On obtient ainsi , pour
les valeurs 60°, 45°, 30° de | "angle minimum, les systémes
AR’/I : |l|{/| : %)l , qui sont visiblement complets . Les groupes

simples correspondants ont '8, 10 et 14 paramétrés
Voyons maintenant les différents systemes / N
possibles; ils proviennent do Gh, Il » ou A>

Extension de G»

Cherchons a adjoindre a Gu; un vecteur >C n”™n perpen-

diculaire a son plan : nous pouvons le supposer non perpendi-



c ul a ir e
1A -1
[ a a
(Gl f
\Vz |
d * o u
1
m a is le s
a n g le a
d e -g
3 )
c as e s t
d im e n s io
d " an g le
to u jo u r
(cL d )
1 °)

I3

o

[¢]
= (
/ C >t
n . K (
c 6 n e

I3

u c
3 0
io
d j

? *1

o

ig

D)

0 o L
1, 5 . 1
3 3
1,3
3
o u i
3
v o lu
n ' o

n o n s

p o

com m un

s s ib le
v *L =
e rais o
p as d -’
r p o u
u n v e c
ic u la ire
t e [¢
a a lo r s

cL

q u

a n t Q ~
c ~

e t C -

I e lig

*L — 3

D o n c

e n s io n
n — 3

r "X » q
Q — e t
} = 3

cL - 4

'3

I

e

lo n g
3 0 ~° -
d e d
d * a c
) e t
p lu s
e c o n

n o u s

—<»

7

e u r 1)
e m i-
tio n

c e
d e d e u x

p O uvons



Iv.-J. -18

y O
\ - B Y [R— K
Yf t y M\
\ *K » 3L A
R » Al *b £ ~yS~ ' ~}ZR&N gyl
/ < L\ :/
-ef/ter-: _ f« N ITT't™ s/
-C -« L

et 4. est la demi -diagonato du carré construit sur CL dans

le ol an poroendi cuilire a B> (fifr.1) . '® C et H* on dé-

duJdt les vecteurs iié\ et /(,1 ; de v et N le vecteur
*C > {disponale du carre -CT 67~) , de -cE et (ou de -G
et Jd ) le vecteur jV . Avec les vecteurs opposés, on a un
systéme que nous appellerons . On ne peut adjoindre a ce
systéme aucun vecteur sans augmenter sa dimension, cat il
contient déja toutes les solutions du type et/ -2,
et nous verrons qu*il ne peut contenir une solution du type
(t* ) =1 .

Si nous prenons dans l"espace a trois dimensions,

les vecteurs fondamentaux -&3 0* et t* les
vecteurs de E3 sont les vecteurs - t 3 €% ;
i A
2°) Cas (K X ) =1 . On a cette fois : 4 CL= 60° *

. -C = 4b° et * est la demi -diaponal e du carré construit
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Ol » N _
, 1 [1 )(' -VN flg.3
3 ]
* 1 M __l_ -~
2 Wy L R !
toXE* ujtd /1 Jke9* [, , w
;N R W T T e Ry Ty
Vv/I | J-**5- -
i A
~t / - -0 «-
- k
sur V' clans le plan perpendiculaire a B@ (fig.3).

On en déduit successivement les différents vecteurs
portés sur 1s figure qui, avec les vecteurs op '»osés, forment
un systéme a trois dimensions O~ . 13 est impossible de com-
biner C3 87cc B3 , car 1lun contient un vecteur t de
longueur \/3 porté par la perpendiculaire au plan lu f

tandis que 1 Tautre contient un vecteur de longueur 1 porté
oar lu méme droite

31 on rapporte l1l’espace aux vecteurs . € = _ﬁl_—t

JL - 3
0] ) les vecteurs de C sont tous les
a 2 z 3 ¢ 3

vecteurs
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02e*i et + e—.rt e 4

Extension de Ao

L Tangle minimum dp systéme étant 60°. nous ne pour-
rons avoir ici que des sng]es de 50° ou 90° . On a {0LCL)=1,
{ £ ) =1 et nécessairement { H-)y =1 . Si , comme on

peut toujours le supposer, *C n'est perpendiculaire ni a Ou

ni a ~ , il forme avec ces vecteurs un tétraedre régulier
et il est perpendiculaire a C (fig.31. 3n associant a
QL et a »x»» on obtient les nouveaux vecteurs i et 4>0 -

Avec les vecteurs opposés* on a un systeme A qui est re-

—_
—
—
x>
-~
—

*1'»—\\\/ » jpi -3

«L

>
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présentée ci *con tre p ar s a p ro je c tio n s ur h p lan de %
non p lu s en p ers pective). Comme au tre s vecteurs p o s s ib le s,
nous ne p O urrion s s v o ir que le s sym étrigues des précédents
p ar rapop ort au p lan de Ag ; a e u X s euls ces vecteurs c o n s ti-
tu e n t un system e é q uivalen t a A3* M ais s i I 7 on rem arque que
le sym étrique de - X, p ar exem ple, fa it avec K ’l‘ © t *0 o~
des angles in fé rie u rs a X - « = 6 0 °, on v o it qu il e s t
im p o s sib le de com biner le s deux system es
P our a v o ir rencontré to u te s le s circonstances rem ar-

quables q u i s e p ré s entent dans le construwction des system es

n il nous re s te a m e ttre en é vidence I e x istence de s u i —
te s in fin ie s de systéem es d " un mém e ty p e c e st ce que nous
feron s pour le s system es B

\% n
S o it donec B l e system e con s titu é p ar le s vecteurs

+ g,lj s 1£E €. i 41 a dans un espace e u c lid ie n a n dim ensions
rapporté a n vVvecteurs u n ita ire s rectangulaire s -C N ous
adjoignons dans I "espace a n+1 dim ensions s un vectewur

= (r3 , r2 , rn +j ) non p erpendiculaire h B n s e t n o
contenu dans 1 "h yperplan B O n a ( X t.) — 1 ou 3 s P re -
nons ( X X ) = 3 O n p eut to u jo u rs Ssupposer-r que X * fa it un
angle aig u avec ~ . on a alo rs ( X, n * + 1 .

-A» s .

X, e, — 4 5° O n a en s uite { X. £ j) — X,*’l‘ — Q p our

i — 3, , n ” car autrem ent X * fe ra it avec -6~ e t 42. , q u i
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sont perpendiculaires, des angles de 45° ou 135° , donc se-

rsit dans leur plan. Par suite, on s rn+l Hh A |

d*ou, par exemple, Or= ka0 _oxoukd), . De 7~ et 7~ J» on
déduit

* *J * *n+l — (O,o ------- o'l,
et
E-2e”™ = (-1,0...... 0.1)
Enfin, 'Vp + * t eat un ™ c*eur dO £L n Pour le<luel
{ ~} - o ; , qui ne lui est pas perpendiculaire, fait
avec un angle de 60e, a*ou le vecteur

— < (0 ...... - 1. O* =

, ee» 0* )

mfest le vecteur construit a partir de -t~ comme H a par-

tir de e : toutes les possibilités sont donc épuisées pour

les vecteurs de carré 3, et le systeme Bn+l obtenu se compo-

. . + m “+ vy, * £

se lui aussi des vecteurs — * o~ yj J
Le ces (K *) = 1 ne peut se présenter que pour

n =4 et conduit a un systeme exceptionnel T4 , non prolon-

ge able,( comme G*}.

Bornons-nous maintenant a indiquer les résultats

complets au moyen du tableau suivant
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A1 « Bj « Ci

% K e *2 % _ b)
4 ! |
5 = 3 3
| | | \ |
A4, D4 B4 F4 &G
26 B' a
AD S6 |

4 A A M

A_‘L>J—j _’!d7
i I |
A8— /73fit~D8

4 LLERVANEE VAN I
%9 Dg
i i
On a en outra les relations flttineiualon
D4 F,
n Bn faciles a vérifier sur
Dn n } les figures pour n = 3

Les cingq groupes excepti onnels correspondant; a G

F4q S , B, BB, ont respectivement 34,53, 78, 133 et

348 parametres . Les groupes correspondant a A, B, (1
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D , ont respectivement n(n+d), n(an+]1 ) , n(2n+3 ), n(2n-1)
parameétres , et on peut les réaliser de le maniére suivante

Dour An' on a le groune pro?ectif a n variables =+« pour

etj3n , les groupes projectifs d'une surface du second degré
r*

a 3n et ¢n-1 variables ; pour 3L , le groupe projectif

d’un complexe lino aire a 3n-I variables

3.- Propriités concernant la nature du corps

Les résultats obtenus Jusqu’a présent sur les alge-
bres de Lie supposent, comme il a été dit, le corps K algé-
briguement fermé, ce qui s permis de faire intervenir toutes
les racines de | ’équation caractéristique . Mais certains des
théoremes établis dans la précédente conférence, dont | ’énon-
cé ne fait pas intervenir ces racines, s’étendent facilement

au cas d’un corps quelconque -

Soient : ’ une algebre de Lie sur un corps ElT quel-
conque , il 1 ’extension algébriguement fermée de K, Q’\T Il "al-
gébre de Lie , extension de Gt dans Si- , c’est-a-dire | ’al-
gebre engendrée par les éléments de la forme ck a , O<tn
accft . it~ y f sont intégrables en méme temps, car
( CH )’ = ( 0\ T .On voit aussi qu’elles sont nilpo-
tentes en marne temps . Donc le théoréme de Engel est valable
pour un corps quelconque . Le premier critére de Csrtan s’é-

tend d’uno maniére analogue » tout au moins dans le cas d’un
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corps infini

Le second eritére de C3rtan résulte du premier par
des raisonnements rationnels : donc, il est valable aussi
pour un corps quelconque (infini).

Le second critere de Cyrtan étant valable, la semi-

simplicité est indépendante du corps : Oi et sont semi-
simples en méme temps . On ne peut pas en dire autant pour

les groupes simples : il est évident que si Vf admet un sous-
groupe invariant Jd , Of admet le sous-groupe invariant
Vf* : donc si B/i* est simple, il en est de méme deaOf

Idais si Oi est simple, Oj est soit simple, soit semi-simple
Cette seconde circonstance peut effectivement se produire
si, par exemple, fri est un groupe simple a parametres réels,
(J\ ej’il n’est pas simple, peut étre et peut seulement étre

la somme directe de deux groupes simples imaginaires conju-

gués
i 1 E I i i !
Si le groupe simple est & s parametres, w est a
2 s parametres, et il se déduit de Ot~ d’une maniére tri-
viaie.
Les remarques précédentes conduisent a examiner
deux catégories de problemes bien distinctes . Sn premier

lieu, il semble dosirsble, au point de vue algébrique, dTa—
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voir pour les théoremes fondamentaux des démonstrations ra-
tl onne] 3es , c’est-?i-<lire ne faisant pas sortir du corps K

nous indiquerons a ce sujet comment on peut établir ration-
ne] 3eraerlt le théoréme de Engel , en utilisant la notion d’al-
géebre enveloppante. En second lieu, on peut chercher a obte-
nir, h partir des clas.es de groupes simoles complexes pré-
cédemment déterminées, les différente types possibles de

groupes simples réels

1. Démonstratlons rationnelles.
s . . Z
On a la propriété fondamentale suivante : si
est une algebre de matrices nilf,otente 11 en est de méme

de | "algebre enveloppante CJt et inversement

Par définition, une algebre associative C e st dite

nilpotente s’il existe un entier N tel eue Otl\I =0

c'’est—a—dire si le produit de N éléments quelconques de (X

est nul . Il faut évidemment pour qu’il en soit ainsi que
tous ses éléments soient nilpotents -c’est également su ffi-
sant car une algeébre non nilpotente contient , d’aprés un théo

reme de Wedderbum, un élément idempotent
Gela étant, si CJu est nilpotente, toutes les racines
de | "équation caractéristigue d’une matrice A 4ue”~conque de

(Ji sont nulles et iJt est nilpotent
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Inversement, su’doosons que dans g/q'i toutes les ma-
trices ont A n= 0 comme équation caractéristique. Montrons
que CX. est nilpotent . Il suffit pour cela de montrer que
toutes les matrices de CJt ont une trace nulle , car s’il Hfen
résultait pas que 1K. est nilpotent, il existerait dans A
une matrice U # 0 iderapotente ('I]O = U) nui pourrait se

mettre sous la forme

dont la trace h est différente de O, dTou contradiction.

Or, un calcul direct et elémentaire permet de cir-
culer pour un groupe infinitésimal que]Jconque de matrices la
trace d’une matrice de | "algebre enveloppante 01 en foncti on
des coefficients de |’ ’équation caractéristique -des éléments
ae H 1 :

D’abord les traces des matrices A C OC sont
connues ainsi que les traces des matrices A" en fonc-
tion rationnelle des coefficients de 1’équation caractéris-

tigue de A » On connait par conséquent de méme la trace des
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m atrices \ A, A, .. A, ou indique la somme
— 1z ap e
3tendue a toutes les permutations des indices i*j , 1g ,

: : L . n
i . car c’est 3a forme mu]ti 13néaire associéee a tr A"

i Pour calculer tr. Ay » .. A , Oon remarque que
tr( Aj Ag eee-Nic-l AK+1LAK Akd3eee™p - Al N2 eee n
= tr.Aj ... Ak-1 L AK;+i Akl Ak + 2 —-- Ap
Mai s JMAk:+l Akl o est un ament de 0~ . On a donc au second
membre 3a trace d'un produit de p—1 facteurs seulement «

On arrive ainsi a une rel ation de 3a forme

(30) tr. A, A~ ... Ap =1y tr. ~ AN Alg -——-- Aip +
r
ou est une somme de traces de produits de moins de p
facteurs . Si LM est nil-potent. tr. A~ =0 , donc
\/— *
tr* ) A*  A- ... Ai =0 et comme trrA* =0 , 3a for-
33 1 Z ip 1

mu3e (10) montre par récurrence que 3a trace de toute m atri-
ce de C/L est nu3le, donc que OC &est ni3potente

On peut donner d’autre part pour une a3¢;?ebre de Lie
une deuxieme définition de nilpotent* équivalente a ce3le de
la précédente conférence, et qui , étant analoguo a celle des

algébres associatives, se trouve plus maniable dans les dé-
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monstrations faisant intervenir I'alrrébre enveloppante

Attelons \|,gl’ ij | algébre de Lie engendrée par les cro
cheta d’un élément de v~ avec un élément de ™~ 2 * /|

et yZ N étant sous-groupes invariants d’un meme grouoe ﬁé

On peut définir les puissances d’une algebre de Lie par les

formules suivantes

/Ng —Tp r.j L »
i L7 **FJ

Vioe - Lov jktl) iyl 1K
Ue algebre cke Lie Ol sera alors dite ni lJpotente ai ue puis'

sance e 3 est nul :\%l))lk =0 - ue telle algebre est vi-
siblement intéegrable £
*
Mais un élément générateur qquelconque de 1 sle—

T
e 1i1

[ai |aa L -—-- |®k—-3SjjJ . . .JJ | aj éléments quelconques

de Ut

et cette quantité est précisément égale a

Al "2 - ak-1 ak
ou A. est la matrice de la repré sentetion adjointe corres-

pondant a a. ; ceci montre que si une puissance de |’ al -
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m,,rphe a 0} . donc Intégrale. dont le.igeb» enveloppante
est Ot/ . Celle-ci eat semi-aimple . donc d*epres le théo-
reme préceédent, fl, est »«lien On a donc pour tout couple
a'‘élémenta gj et g™ de S

f«l «il = 0 (mod- Y€ c'est-a-aire Gj.'c It

donc vilT eat nilpotent.

Le théoréme s’étend sans peine a une algebre de Li.e

abstraite . Si O] est intégrable, la représentation adjointe,

est en effet une algébre de Lie de matrices dont le dérivé est

contenu dans une algébre nilpotente . Il existe donc t tel

que A3 A2 At =0 pour tous Ai dans ; donc

pour tout x de QI , on s Aa & ------- At x = 0 : or
ceci s’écrit en revenant aux éléments de 1lTalgébre abstraite.

\SI[a2 ... Lat XJ --3 °U* en prenant X danS V *
(OrMt+l1 =0 C.Q.F.D.
0

Z# Détermination des groupes simpl_es réeljB.

D»aprés ce qui a éeté vu précédemment, le probleme

consiste a trouver tous

les groupes réels d»ordre”™ r corres-

pondant a chacun des groupes simples complexes gJ

d ordre r
déterminés ci-dessus

Or la meéthode que nous avons utilisée
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dans cette détermination nous e permis, en normant 6on”ena-*
ot

blament les vecteurs de base de (- de donner a ce groupe

une structure réelle N reels) et de mettre la forme

quadratique G'Z sous la forme

. 7 V o
= 4> (A) - ¢_ Y £
n k
ou as>(0 A) = gjk x A est definie positive
N
De la résulte déja qu’a (j4 correspondent deux
9

groupes réels simples évidents

D’ abord le groupe obtenu en remplagcant les parame—
tres complexes de par des parametres réels ; pour ce
groupe la forme quadratique (SZrcontient certainement des
carrés positifs (provenant de <p )

Puis, on peut remarquer que cotte forme serait

définie négative si on donnait aux A * des valeurs imagi—

. . <&, > ««* . . . .
naires pures et a 7 % , des valeurs imaginaires conju—
guées . Or on veérifie bien aisément que le crochet de deux

if
éléments de H dont les coordonnées sont de cette matire,

est encore un élément de ce type » Gomme tous ces éléments

s’expriment linéairement au moyen de 18 base (ih-j
ihn, Uy st Umpg P(u™ - u_"N ), ) avec des parametres
réels , leur ensemble est un nouveau groupe simple réel O0/-

déduit de \Jt et pour lequel la forme quadratique £T2
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la recherche des groupes réel3 ouverts d’une structure simple
donnée revient a celle des substitutions isomorphiques invo-
lutives du groupe clos Se la structure donnée « Les diffegpents
types de groupes simples réels ainsi obtenus se distinguent
les uns des autres par leur corsctere . Enfin c'est & ce pro-
bléeme de la déterminat! on des différentes formes réelles
qu'est susceptible de prendre un groupe simple de structure
complexe donnée que se rameéne le recherche des espaces de
Riemann dont la courbure est conservée par le transport pa-

rallele
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