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0& 4ésfgner» 4sns ee qui au! t par k un corps algé- 

%#Ique fermé de caractéristique O et par cAô une algèbre de 

Xle sur k.

Rappelons qu’on appelle représentation de une ho*“ 

monio r Dh i e do <Jl? avec une al gèbre de Lie composé e de transie*" 

ifia ti ons linéaires d’un espace linéaire YifC par rapport à k .

s ’ op r-el 1 e espace de représentation ; sa d i mens ions* appel «

le dejrré de la représentation .

7* étant un élément de JfC , nous désignerons en 

général par X 'ë* l’élément qui s’en déduit par application 

de lu transformation linéaire qui correspond à l’élément X 

de c/fc • autrement dit, nous donnons le même nom eux éléments 

de et aux transformations linéaires qui leur corresponden

Si on choisit dans YÏC une base minima, les trans

formations linéaires de *C/ se représentent par des matrices 
et on obtient une représentation de (Jh par des matrices .

L’ensemble ffa des éléments <3e *.Jh> qui sont repré

sentés par la transformation 0 constitue une sous-algèbre 

invariante de <.fh> . On dit que B  , ou tout élément de ,

ou toute partie de B , est annul é par la représentation^ «

S i  B  =  | 0 J , la représentation est dite fi d è 1 e .

Dais le cas général, la représentation fournit une représen
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t a t i o n  f i d è l o  do A/B

Un sous-espaco IV «e KTC ost ait Invariant 3l .pour
tout X fc Jb , on a X 70 CVt. Il en est notamment ainsi ai

pour tout X t « . o» a X K = H  •auquel °a8 on Slt ,US 
tl ou tout élément ae i t . est annul£ par la représentation .

L'espace âe représentation ï ï l  ( ou la représentation 

elle-même) est dire irréductible s’il n ’y a pas d'autre sous-

espaces invariants que \ 0 ̂ et 7*0 .

Yt, étant un sous-espaoo Invariant, et /
sont évidemment de nouveaux espaces ae représentation . On 

aémontre qu’on peut toujours choisir une chaîne YL0= \ O^CTÇ 
yr (, ^ — Y fi, de sous-espaces invariants tels

que "les espaces Ytj+i /Mi soient irréductibles . Le t h é o 

rème de J o r d a n - E o l  der s’applique à ces chai ne s : deux d entre 

elles ont la même longueur h et les espaces quotients 

Tf£ qu’elles fournissent sont les mêmes, à l’ordre

près .
L ’espace de représentation ~YYl/ (ou la représenta 

tien elle-même) est dite complètement réductible si T/l est 
une somme directe de sous-espaces invariants irréductibles .

Il est facile de voir que la condition nécessaire et suffi

sante pour qu'il en soit ainsi est qu'à tout sous-espace in

variant Y t on puisse en faire correspondre un autre YL tel
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q u e  m  = yt ©  te  .

Thé o rème 1

s o i t  yt l a  p l u s  g r a n d e  s o u s  a l g è b r e  i n v a r i a n t e  r é -  

s o l u b l e  de Jb . e t  s o i t  J T  l ' a l g o b r e  d é r l v é e _ d e  Jt .

T o u te  r e p r é s e n t a t i o n  1 r r é d u c t i  1~ 1 e de iJ% a n n u l e  C\ •
En e f f e t ,  X .  é t a n t  r é s o l u b l e  , i l  e x i s t e  d a n s  TTC

u n  v e c t e u r  ë *  t e l  q u e  . p o u r  t o u t  E t OC . on  a i  t

H ê*  = X e"' où  X TT e s t  u n e  f o n c t i o n  de H à v a l e u r s  d a n s  
A o H o  H
K . S o i t  n  1 * e s p a c e  e n g e n d r é  p a r  l e s  v e c t e u r s  e  j o u i  8 *  

3 8 n t  de l a  p r o p r i é t é  s u i v a n t e  : i l  e x i s t e  p o u r  c h a c u n  d ’ e u x

u n  e n t i e r  N t e l  q u e

( E -  XH ) N “ë* = 0 |

On v o i t  f a c i l e m e n t  q u e  e s t  i n v a r i a n t  : d o n c  "ITC ̂ ~YliCr .

S i d e s t  l a  d im e n s io n  de TfL . l a  t r a c e  de l a  t r a n s f o r m a 

t i o n  l i n é a i r e  f o u r n i e  p a r  E e s t  d o n c  d E ‘ ° r  c e t t e  

t r a c e  e s t  n u l l e  s i  E 6  ; on  a ,  d a n s  c e  c a s ,  A ^ — 0  .

I ’ e s p a c e  n  j  d e s  é l é m e n t s  d e r/t q u i  s o n t  a n n u lé s  p a r  

t o u s  l e s  é l é m e n t s  d e A é t a n t  é v id e m m e n t  i n v a r i a n t

e t  c o n t e n a n t  e^ , o n  a i = ~YYC » c e  q u i d é m o n tr e  l e
o 1

th é o r è m e  ,

I l  e n  r é s u l t e  q u e ,  s  M l e x i s t e  u n e  r e p r é s e n t a t i o n  

f i d è l e  c o m p lè t e m e n t  r é d u c t i b l e  de A  , o n  a H n  A '  =  { o } î

A . e s t  somme d i r e c t e  de A ' .  Qui e s t  s e m i— s i m p l e ,  e t  d * u n e
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a l g è b r e  c o m r a u ta t iv e ,  d o n t  les é l é m e n t s  s o n t  b a i l l e u r s  r e p r é 

s e n t é s  p a r  d e s  m u l t i p l e s  de l a  t r a n s f o r m a t i o n  u n i t é  ( G a r t a n ) .  

C e c i d é m o n t r e . e n  p a r t i c u l i e r ,  l e  th é o r è m e  de J e c o b s o n  é n o n c é

dans 1 T exposé procèdent .

I n v e r s e m e n t ,  u n e a l g è b r e  q u i e s t  somme d i r e c t e  d ’ u n e  

a l g è b r e  s e m i - s i m p l e  e t  d ’ u n e a l g è b r e  c o m m u t a t i v e  a d m et é v id e m 

m en t des r e p r é s e n t a t i o n s  f i d è l e s  c o m p lè t e m e n t  r é d u c t i b l e s  . 

M a is  e n  g é n é r a l ,  e l l e  a d m et a u s s i  d e s  r e p r é s e n t a t i o n s  n o n  com -

p l  è t  em o n t r é d u c t i b l e s  .

P a r  c o n t r e ,  n o u s  a l l o n s  m a in t e n a n t  d é m o n tr e r  l e  t h é o 

rèm e s u i v a n t  ,

Théorème S .

T o u te  r e p r é s e n t a t i o n  d ’ u n e  a l g è b r e  a e m i- a im p le  e s t

c o m p lè t e m e n t  r é d u c t i  o l e  .

é t a n t  u n  e s p a c e  d e  r e p r é s e n t a t i o n  a e  Jt , c h o i 

s i s s o n s  u n e b a s e  m in im a  ( X j ,  X ^, . . . .  X r  ) a e  t / t  , e t  f o r  

m ons l e  a é t e m i n a n t  | S ^ U i X j H  . o ù  3 ^  r e p r é s e n t e  l a  

t r a c e  ae l a  t r a n s f o r m a t i o n  l i n é a i r e  a e  M . Ce a é t e n n i n e n t

s’appelle le di scriminant de la représentation . 

lemme 1_.

T,e discriminant a ’une représentation l r r é a u c t l b l e ,

s L ° _  d ’ u n e  a l g è b r e  s im p le  e s t  y  0  .

S i  c e  d i s c r i m i n a n t  é t a i t  n u l .  i l  y  a u r a i t  u n  X ^ O
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tel que, pour tout Y t  A , on ait s m (XYî “ 0 • Les X
jouissant de cette propriété formeraient une sous-algèbre in

variante de c/fc , donc égale à v/t . Il nous suffit donc de 

démontrer qu’il existe un X et un Y tels que Syy^fXYjfO 

Nous mettrons 1 ’ algèbre -.ft, sous forme réduite par 

rapport à une sous-algèbre commuta 15 ve maxiraa C  . Soient .

— <X , ....  les racines ^  0  et soit E ^ un élément ap

partenant à. la racine c* .

Nous dirons qu’un vecteur "ê  possède un poids /V

s’il existe une forme linéaire jf\ = A  (H) de fi nie sur » 

à valeurs dons k , telle que , pour tout H £ % on ait

jj q~* = X . Il existe au moins un vecteur ^ O qui pos—
H w a __ —̂

sède un poids , De plus, si e possède le poids J. - , E e

possède le poids L\ + <* . il en résulte que l’espace 73^ est 

engendré par des vecteurs qui ont des poids .

e"*' étant un vecteur différent de O ayant un poids 

on peut évidemment l’indérer dans une suite iinie e' , ê  , 

.... de vecteurs ^ 0 tels que :

1) E - x  e o =  0

2 ) e i+l =E  x  ej ( i —0,1, « • • t ï

3) Sx .eh = 0

On voit facilement par récurrence sur i que

E-<* E *  <4 = -  ( A j + I- *4  ) 'S*!
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ou /V  o a t  1« p o id a  do e c  Qt • *  iV a  o% Ax et Xxr e p r é s e n 

t o n s  l e a  r â l e u r s  p r ia e a  p a r  ^  o t  Po r  P<>u * h=h*=[e*.b_^

D* où

iV-o. + I ** - °

et
r, T* -  ( a+1 ) ( h - a )  w  H* a s  “5 * «  ©*_s ^ o * j---a

0 r  ( a+1 ) (h -a )  Q 3t un nombre r a t io n n e l  ^ 0 .  q u i  B*o s t

i „ r* * où E 5* = 0 « Gomme o( p o • e tn u l que s i  n «  a .  g ou xĵ  « ^ ^

q u ’ i l  o x i a t e  au m oina un e^ t e l  que E x  o ^ 0  » on  a

s  / g  2  ) £ 0 • eo  q u i dém ontre l e  lemmo * 
ïït -* *

Lemmo 3 I d e  l i ïh i te h e a d )

é t a n t  u n  e s p a c e  de  r e p r é s e n t a t i o n  d ’ u n e  a l g è b r e , .

a i m p l e .  f a i s o n s  c o r r e s p o n d r e  à  c h a q u e  X C A u n  é l é m e n t

ft a TTŸT L e s  c o n d i t i o n s  n é n R H a a ! re a  e t  a u f f i s a n t e s  p o u r  
X ' .» —̂

q u ’ i l  e x i s t e  u n  v e c t e u r  ~ë* t e l  q u e , p o u r  t o u t  X e ^  - e

s o n t  q u e  :

1) l a  c o r r e s p o n d a n c e  X — * e '  so  i t  1 i  né  a  i  re_
~ A

Z ) o n  a i  t

e CXY] = X °Y * Y °X

L e s  c o n d i t i o n s  s o n t  é v id e m m e n t  n é c e s s a i r e s  . P o u r  

m o n t r e r  q u ’ e l l e s  s o n t  s u f f i s a n t e s  . e n v i s a g e o n s  p l u s i e u r s  

c a s  :
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}) I#a représentation donnée par IPfC est la représen
tation O . Dans ce cas, on a °rxYj = ^ gâtant simple, 

donc égale à sa dérivée, on a e X  = O , et *ê"x = O est

une solution .

3 ) la reorésentation donnée par Tic est irréducti

ble et ^ 0 .Soit d son derré . Prenons une base minime

(Xj. X3 ..... Xr ) de J t  . Le discriminant | S^tXjXj)!
j 2

étant ^0 , il existe une base "compléraentoi re" (X ,X 

X r) telle que l’on ait

1 si i » i
(XjXj) =

TTC 0 si 1 £ i
Par suite, X étant un élément quelconque de u t , on a

„ n_.
X = ̂  S (X X ) Xj

L___ n e
i=l

Posons u = x.x*
T=T 1

X étant un élément quelconque de

<Jk on a
fx .ü l = ETlx.Xjî X 1 + ^ _  Xj [ x .x 5] =
V ^

5 “  3 (tX.Xj-JX*) XjX* + 3 (tX.X^Xj) XjXJ = 0
j i  1 ▼  9 w  4  n  •  ^

comme il résulte tout de suite des propriétés des traces .

D ’autre part, on a S^^fU) = r ^ 0 ; il en résul

te , l’espace étant irréductible, que U = 1 , où 1 re
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«réaante la t r a n s fo r m a t io n  linéaire unité . On voit alors

tout de suite que *  - ) «X.
donne la solution

cherchée .

3) Dans le cas général, nous procéderons par récur

rence sur la dimension d de /Ï6. Le 1 emme étant déjà démon

tré pour les représentations de degrés <1 d , supposons l’es- 

paee 1TL réductible ; 11 admet un aous-espace Invariant ÏC 
de dlmenalon d> <£ d ; W- jyt- est espace de représenta- 

tion de dimension d - d* ¿1 d .11 existe donc un vec

teur e*’ toi que

~e* = X e» (mod. Y &  ) 
X

Posons e"i = e X  ' x ^  • lea secteurs ~e£ de YC satis
font encore aux conditions 1), 2). du lemme . Il existe donc 

dans YC un vecteur ë* tel que e*^ = X e*' .Le vec

teur ê* = e' + e’M fournit une solution .

Le lomme de V/Mteheod est encore valable pour les 

alfeèbres semi-simples . Nous le démontrerons par récur

rence sur l’ordre r de J t  . Supposons-le vrai pour toutes 

les algèbre3 semi-simples d’ordres ^  r . Soit Y/C un espa
ce de représentation de . Choisissons dans une sous 

algèbre inveriante simple J t  ̂ . Il existe une algèbre inva- 

ri ant© serai ~ 3 impie ^ telle que CZ-) 2 

Il existe dans TfC un vecteur e* tel que ez  ̂ = X3 e 

si X- C. k/L î 8* nous posons e?x = &X “ ^ ° * noUS
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tenons de nouveau* vecteurs satisfaisant encore sus condi

tions du lemme . De plus, si Xj t ‘-Æj . 2g fe 2 • on 

a [ x j ï a l  = 0 . d’où Xj \  = o ; les %  sont dsns

le sous-espaee invariant Tt de Y K  qui est annulé par j t y  

or, yt est espace do représentation do J t  g ; il existe

—  ̂ v/y . „n t?» — Xr> cTt . Le vecteur
donc un e7 f *e tcl qu 2

+ "¿S fournit alors une solution du problème .

Nous pouvons maintenant démontrer le theorème 3 .

Soit HÎO un espace de représentation de l'algèbre

semi-simple J ï , et soit ï t  un sous-espace invariant . ^

Déterminons un espace linéaire YTJ tel q-UQ ^ © * &

q* étant un élément de J)X_ . posons X ë - e + vx ̂

où üx e" e >t . Vx cT t l V  . UX et VX sont des ap

plications linéaires de KÏC dans /t et dans YL

On a ti — 0 ot

% ,  Y j = U x  U Y - UY U X  + U X  V Y - U Y  V X

▼ r ,  vi = xx vy - %
Or los applications linéaires TJ de Y /l «ans ÏC forment 

elles-raCmos un espace linéaire *UL ; on posant X(TJ)-UxU-UTj 

on fait correspondre à chaque X t Jt »ne transformation 

linéaire de IX  . et on voit facilement que cette correspon

dance est une représentation . En vertu des formules qu'on
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▼ l e n t  d * é c r î r e  . o n  e

UtX.Y} = S <V * * (UX>
P e r  0uite ? e n  v e r t u  du  lem m e d e  ’/h i  t e h e a d , il e x i s t e  u n  élé

m e n t TJ0 ^  ‘I X  t e l  q u e ,  p o u r  t o u t  X , Ux  =  X (U0 ) . On e n  tire 

X{ ë -  -  U e * )  -  Vx  e ^ - U  (V x ô * )  . I l  o n  r é s u l t e  q u e  l e s
O

v e c t e u r s  e* -  UQ "o* , p o u r  ey t  JC . f o r m e n t  u n  s o u s -  

e s p a c e  i n v a r i a n t  t e l  q u e  Y/C — ICC 'Yt* c e

q u i  d é m o n t r e  l e  t h é o r è m e  Z .

On p e u t  d é d u i r e  d e  l à  u n e  g é n é r a l i s a t i o n  d u  lem m e 1 .  

é t a n t  u n e  a l g è b r e  s i m p l e ,  s o i t  YÏC =  YYĈ  Q) YYC% GD • •

(+ )  YYCu u n  e s p a c e  d e  r e p r é s e n t a t i o n  d e  l ïC  , l e s  îT tj  

é t a n t  d e s  e s p a c e s  d e  r e p r é s e n t a t i o n  i r r é d u c t i b l e s  . On a

S  y y ^ ( S - < 4  E ^  ) -  3  y y q  ( B . . c <  3  < *  ) ^ -----  f i  » 1 6 8  f i

é t a n t  d e s  n o m b r e s  r a t i o n n e l s  -  O , e t  f3 j n  é t a n t  n u l  

q u e  s i  Y/C j, d o n n e  l a  r e p r é s e n t a t i o n  0  . On e n  d é d u i t  q u e  le 

d i s c r i m i n a n t  d ’ u n e  r e p r é s e n t a t i o n  £ 0 d ’ u n e  a l g è b r e  simple 

e s t  7É 0  . On e n  c o n c l u t  f a c i l e m e n t  q u e  :

L e d i s e  r i mi n o n t  d ’ u n e  r e p r é s e n t a t i o n  f i d è l e  d * u n e

a l g è b r e  s e m i - g jm p l e  e s t  £ O .
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D é t e r m in a t io n  d e s  r e p r é a e n t a t l o n s  I r r é d u c t i b l e s  

d * u n e  a l g è b r e  s im p le

C o n s id é r o n s  u n e  a l g è b r e  s im p le  ■it q u e  n o u s  m e t 

t r o n s  s o u s  fo rm e  r é d u i t e  p a r  r a p p o r t  à u n e  s o u s - a l g è b r e  com -  

m u t a t i v c  m axim e fo . . . . . .  d é s i g n a n t  l e s  r a c i n e s ,

o n  p e u t  s u p p o s e r  q u e l e s  n o m b re s  ^  . s o n t  r a t i o n n e l s  .

S o i t  u n  e s p a c e  de r e p r é s e n t a t i o n  i r r é d u c t i b l e  . I l  r é s u l 

t e  d e  l a  f o r m u le  ( 1 )  q u e p o u r  t o u t  p o i d s  / V  , l e s  n o m b re s  

J\ s o n t  r a t i o n n e l s  . P r e n o n s  n  r a c i n e s  l i n é a i r e m e n t  i n —
* CF'

d é p e n d a n t e s  , d , # . . . . ,  0 1  • n  é t a n t  l a  d im e n s io n  d e
i ^ **

# p o u r r a  ê t r e  c o n s i d é r é  comme u n e  c o m b in a is o n  l i n é a i r e

\  p ^  cio c e s  r a c i n e s  . Sn  v e r t u  d e c e  q u e n o u s  v e n o n s
/ 1 i i

do d i r e ,  l e s  c o e f f i c i e n t s  f* . s o n t  n é c e s s a i r e m e n t  r a t i o n -

■n î * T «

C e c i  v a  n o u s  p e r m e t t r e  de d é f i n i r  u n e  n o t i o n  d * o r d r e  

d a n s  1* e n s e m b le  f i n i  d e s  p o i d s  .  S o i e n t  / V  =  /  P j  »
J\* = \  ^  d eu x  p o i d s  . N ous d i r o n s  que A. e s t  s u —

C—  ' a  i
p é r i e u r  à A . s i  , a é t a n t  l e  p lu s  p e t i t  in d i c e  t e l  que  

p» ^ p , on 8a '  >  Pa * Comme 13 n *y 8 Qu tu n  nom" 

b re  f i n i  de p o i d s ,  i l  y  en  aura u n , f\. , o u i s e r a  p lu s

grand  q u e t o u s  l e s  a u t r e s  . I l  s * a p p e l l e  l e  p o i d s  d o m in a n t  .

C e c i  p o s é ,  M .C a r ta n  a d é m o n tr é  l e  th é o r è m e  s u i v a n t :
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Théorème 3 .

ünQ r e n r é a e n t a t l o n  i r r é d u c t i b l e  e s t  e n t i è r e m e n t  d é -  

te rmi né e (_è une iaomorphie près) par s o n p o i d s  dominant .

La démonstration sT appui e sur les considérations 

suivantes : cÆ étant une algèbre de Lie, prenons-y une b a se  

{Xn , Xg ..... Xr) et considérons les Xj comme des varia

bles avec lesquelles on construit des polynomes non-commute- 

tifs <f (X ) Les CJ, j,k étant les constantês de s t r u c 

ture , considérons 1 »ensemble linéaire engendré par to u s

les polynomes de la forme B (XjX^-Xj^i“ ci,j,k^k^ ^

Il est clair que tout polynome peut se mettre sous l a

forme 3 + ^ 3  où Cp a  É et où ( f 3 est un polynom e

dont tous les monomes sont de la forme a Xj X* ••• Xj^ , 

Q V 6 C  1 ^ • • • • ^ ni *

gi KYts est un espace d e r e p r é s e n t a t i o n  de , e t

ai 'o> est un vecteur de lOft* % on définit im m é d ia te m e n t  l e  

vecteur Cp e* . On a (p ̂  11* = 0, si (p g -ut , d • où

Cp ê* = 4>n i*

étant supposée semi-simple, et mise s o u s  fo rm e  

réduite par rapport à une sous-algèbre commutative m axim e V  

nous rangerons les éléments d'une base minima d e  ¿ffc e n  m e t 

tant d'abord les E ̂  qui correspondent à des r a c i n e s
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c* C 0, put s ceux qui correspondent à. des ^  7 0 { puis les

éléments d M m e  base minima H} , H g ..... Hn de . Nous

appellerons poids d'un monome la somme des racines qui figu

rent; en indices dans les facteurs de ce monome . Nous dirons 

au'un polynome tp est isobare do poids 3F si tous ses mono- 

mes sont de poids & . Si e* est un vecteur de poids A  d ’un 

espace de représentation, ost alors nul ou de poids

J \  + ~ Ç j si on met de la manière indiquée plus haut, ip sous 

fca forme ip3 + <f2 , <f S ^  et ^  sont isoba

res en même temps que Cp et de même poids que lui ,

Ceci posé, prenons un espace de représentation i f L ,  

et un vecteur e^ de poids dominant •**,o * lemm©

suivant :

lemme : Cp étant un polynome isobare de poids 0,

on a (f ë* = p , où p est un élément de k qui

ne dépend que du polynome ^

Mettons (f souela forme ^ 1  + ^ 2  lndi<luée P lus

haut . On a ^  ®o ® ^o • Ün monome de 1 eat de 

la forme a B ^  .....E ̂  .... Ej^ avec

o( + A + ......+ A = 0 , o( é jb é ...... é à m

3 i le monome contient au moins un B ^  , on a A ^  0 . Le

vecteur K j H.» .... Ej eat hul ou de poids /V0 ;
1 1 x z  s °

A  + À n'étant pas un poids, on a B > Hi H* • • »^i«, Q o==̂
o A a2 * 3 s
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On en conclut que p est la valeur prise par 3 en y  rem

plaçant les par 0 et les Hj par les nombres A 0(Hj)

ce qui démontre le lemme .

Nous pouvons maintenant démontrer le théorème 3 .

Soient YYC YYt' » deux espaces de représentation irréducti

bles admettant le même poids dominant A Q . Prenons-y des

vecteurs ë* , e* de poids A  Q . W  étant irréductible, 
O O

est évidemment identique à l ’ensemble des vecteurs y  e Q . 

Considérons tous les polynomes tels que if eQ = O .
Les vecteurs e^ forment évidemment un sous-espace inva

riant YV de ¡fïC . Montrons que êj Î  K  * En effet* 

si on avait <f * O . Tf ÎJ = ^  .les mêmes formules 

seraient vraies en remplaçant <f par la somme if de c e u x  

de ses monomes qui sont de poids 0 . Mais on aurait alors en

vertu du lemmo f  f *£ . 9  ^o = f ^  , * °6 qUl

est impossible . YYC' étant irréductible, on a YC \ Oj.
TTC et yVC* jouant des rôles symétriques , on voit que la

c o r r e sp o n d a n c e  <f <f& ° s t  un0 i s ° “ °r P h l e  a°  Y ï t '

et de If 3 C , ce qui démontre le théorème de M.Gartan .

Il résulte de 1 à que la rechercho des représenta

tions irréductibles d’une algèbre simple est ramenée au x  pro

blèmes suivants : trouver tous les poids dominants possibles 

- trouver pour chaque poids dominant une représentation ir

réductible l ’admettent . Ces problèmes ont été entièrement
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r é s o l u s  p a r  M .C a r te n  p o u r  c h a c u n  d e s  t y p e s  d ’ a l g è b r e s  s i m p l e s .  

Nous n o u s c o n t e n t e r o n s  de d o n n e r  q u e lq u e s  I n d i c a t i o n s  r a p id e s

s u r  l a  s o l u t i o n  .

L es q u a n t i t é s  ck . s o n t  c o n n u e s  d è s  q u ’ on  c o n n a î t  l a  
-*■ o * -

s t r u c t u r e  àe 1 T a lg è b r e  s e m i - s im p le  . D’ a u t r e  p a r t ,  s i  A  e s t  

un p o id s  d o m in a n t e t  s i  c* e s t  u n e r a c in e  >  0  , on d o i t  

a v o i r ,  en  t e n a n t  com pte de c e  que /V + o( n ’ e s t  p lu s  un  

p o i d s ,  A  = è  o( . , h  é t a n t  un e n t i e r  ^ 0 . M .C a rta n
# \

a d ém on tré  q u e l e s  fo r m e s  1 in S a i  r e s  A  q u i s a t i s f o n t  à  c e t 

t e  c o n d i t i o n  s o n t  t o u t e s  l e s  c o m b in a is o n s  l i n é a i r e s  à  c o e f 

f i c i e n t s  e n t i e r s  — 0 de n d ’ e n t r e  e l l e s  , — i  * ^^2*

J\_ q u ’ o n  p e u t  a p p e le r  l e s  p o id s  d o m in a n ts  fo n d a m e n ta u x  .

I l  a é g a le m e n t  m on tré  q u e , d a n s ch a q u e  c a s ,  ch a c u n  de c e s  

p o id s  d o m in a n ts  fo n d a m e n ta u x  e s t  e f f e c t i v e m e n t  l e  p o id s  d o 

m in a n t  d ’ une r e p r é s e n t a t i o n  i r r é d u c t i b l e  q u ’ i l  a c o n s t r u i t e  .

D’ a u t r e  p a r t ,  on  p e u t  m o n tr e r  que :

S i. A  e t  /V  a n n t  l G S p o id s  d o m in a n ts  de d eu x  r e 

p r é s e n t â t !  o n s  i r r é d u c t i b l e s  , A  + A * e s t  l e  p o id s  d om i^  

n a n t  d ’ une n o u v e l l e  r e p r é s e n t a t i on  i r r é d u c t i b l e. .

S o i e n t  , e n  e f f e t ,  ï > *  e t  Y t  d e s  e s p a c e s  de r e -  

p r é s e n t a t i o n  c o m p o r ta n t  l e s  p o i d s  d o m in a n ts  A- » /Y

Prenons dos bases n i ni ma ( o'̂ , o^, ...»•* a^

t f* \ do ftC  e t  de T C  , c o m p o sé e s  de v e c -i i . . . .  » n ‘
t o u r s  a y a n t  d o s  p o id s  , é t a n t  do p o id s  -A- o t  f 3 do
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poids A* . Posons X ê  = a1A (X) et
___  a . 4)

■j \ -b (x) f  . Prenons un espace 1 inéai re «C de
3 ' i» r

dimension mn admettant une base g. . ( 1 — i=ni» ' -1 — 3 —

v « — \  « v> «T* . <JL> devient , auet posons X g - /_ a3 A jM,

moyen do ces formules , espace de représentation do c/L ; le  

représentation ainsi obtenue est appelée produit krofeeckerien 

des représentations fournies par TÎl et par ÏÏC  . Le vec

teur ?  est de poids dominant A  + /V ; en prenant le  

plus petit espace invariant contenant ce vecteur, on obtient 

un espace de représentation satisfaisant eux conditions impo

sées .
13 en résulte que toute combinaison linéaire à. coef 

ficients entiers = O des poids dominants fondamentaux, est  

3e poids a omirent d’une représentation irréductible, et qu’on 

obtient ainsi toutes les représentations irréductibles .

Théorème de Lévi .

Des méthodes analogues à celles qui lui ont servi 

à démontrer la complète réduetlbll lté dea représentations d e s  

algèbrea seml-simples ont pemla à M.Whitehead de donner une 

démonstration du très important théorème suivant dû à levi ; 

Thé orème 4

vÆ étant une algèbre de Lie. X  aa plus grande.
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s o u s - a l g è b r e  l n v a r l a n t e  r é s o l u b l e  # dh c o n t i e n t  u n e  s o u s -  

a3 g è b r e  i  s o c io r p h e  à  v t- f
Lfa d é m o n s t r e t i o n  s ’ a p p u ie  s u r  l e  lem m e s u i v a n t :  

Lemme : S_o_i f/C u n  e s p a c e  d e  r e p r é s e n t a t i o n  

d ’ u n e  a l g è b r e  s e m i - s i  mpl e  Jt. A c h  a q u e  c o u p l e  (X ,Y )  

d ’ é lé m en  t s  de ¡jrt. , f a f s  o n s  c o r r e s p  o n d r e  u n  v e c t e u r

— ^  ✓ -v- ¿r
Y ^ « /C  . L e s  c o n d i t i o n s  n é c e s s a i r e s  e t  s u f f i s a n t e s

p o u r  q u e  c e s  v e c t e u r s  p u i s s e n t  s e  m e t t r e  s o u s  l a  fo r m e

f ^  =  X è'' -  Y e" -  &*,- i • o ù  l e s  eT s o i e n t  d e s  
X , Y Y X (X, Y| -------------  X ------------------------

v e c t e u r s  d? P e n d a n t  l i n é o i r e m e n t  d e  X . s o n t  q u e  :
\  — V

1 ) f.,, .;r do p e n d e  l i n é a i r e m e n t  de X e t  d e  Y ;

2 ) on  *3i_t

fX,Y + * Y ,X  ~  0  Z^X,Y+ X*Y.Z+ YfZ,X“ f  £X, Y] ,X

+ f f ï . z ] , X + f &.X] , Y

On v o i t  t o u t  d e s u i t e  q u e  c e s  c o n d i t i o n s  s o n t  

n é c e s s a i r e s  . I n v e r s e m e n t ,  s u p p o s o n s - l e s  r e m p l i e s  .

N o u s  a l l o n s  e n v i s a g e r  d i v e r s  c a s  :

l )  La r e p r é s e n t a t i o n  d o n n é e  p a r  7*1  e s t  l a  r e p r é s e n 

t a t i o n  O # F o r m o n s  u n  e s p a c e  l i n é a i r e  R  d o n t  l e s  é l é 

m e n t s  s o n t  e n  c o r r e s p o n d a n c e  b i —u n iv o q u e  a v e c  c e u x  d e  

e t  fo r m o n s  l ’ e s p a c e  ÏÏZ, ©  / C  , g ^  é t a n t  l ’ é l é m e n t

de ,?C q u i c o r r e s p o n d  à  Y, p o s o n s
X «Y =  f X .Y  +  « f e . - a
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et X ? =  0 si r  e m  On obtient une représentation 

de *"l dans laquelle est sous espace invar 1 an b , Il exis

te donc an a” ere soun- espaco inversant /C ¿e lfY£-G>lfÎ tel 
que )Ty' 0 >G = ÏÏL& fC2 .Soit g^ 3 ‘élément as T t 3

qui e s t  congru (mod, TfÙ- ) * >̂n 0 ^ é‘Ÿ — Sy —

*X . Y + « '(X , Y] t  î donC f X .Y  =  « V .Y |  " % , Y l  n e  d é _

pend que du crochet |X,y ] , ce qui démontre le lemme dans 

ce cas .

2) Supposons que n e  donne une représentation irréducti

ble fidèle . Dans ce cas», le discriminant de la représenta

tion est 7= 0 . Prononr. une baso ( Z-, , Zr» , . » • » 

c/t * et la baso ccmpj émunta i re ( Z“ , Z , ..... Z ) . On
i

voit corame plus haut que la transformation linéaire _ Z^Z

est égalo à 1 , si d est le degré de 1 areprésentati on.

Posons :

■a ̂ — d \ 2  ̂ f ̂G —  _  ) ¿J r? y
X r __ Zj.x

La condition 3 ) donno

ï x , Y  =  X © y “  Y o £  -  e p c .Y f  [Y ,Z j ] ,X -  CZ f Z j ,2 ^

+  f  1 f" [z . ,x ]  . y  Lz  1 • XJ

Or, s i nous posons I" y ,Z .Ì = ^  b. S t nous avons* L. 3 -ï *-- i , j ^
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*>. . = sv„( C'ï.zJ z3) = sw  ( îzj.y] z.) . a'où [z l .v \ =
1, J $ -TC 3 "•'* *

b Z , do a o r t e  q u e  l e s  d o u x  t e m e s  e n t r o  a c c o la d e s  
--  3i i
sont nuls, ce q u i  d é m o n tre  l e  lem m e d an s  c e  c a s  .

3 )  S u p p o s o n s  m a i n t e n a n t  s e u le m e n t  dTL i r r é d u c t i b l e  . On 

a j S l  =  (+} Jî , é t a n t  a n n u lé  p a r  1Q T e t  i î f 6

f o u r n i s s a n t  u n e  r e p r é s e n t a t i o n  i r r é d u c t i b l e  f i d è l e  d e  ‘=>oÆ .&
I l  e n  r é s u l t e  q u 'o n  p e u t  t r o u v e r  d e s  v e c t e u r s  e_. , t e l s  q u e  

1 ' é g a l  i  t é  f ^  y  =  X  ë y  -  Y  è j  -  o Yj  s o i t  v r a i e  q u a n d

X  e t  Y  s o n t  à l a  f o i s  c o n te n u s  d a n s  • o u  d a n s  .

P o s o n s  £jjT y  =  Y  -  X ^ + Y é x +  ^ Î X . Y ]  * C e3 nouveau3C  

vecteurs v é r i f i e n t  e n c o r e  l e s  c o n d i t i o n s  d u  le m m e  . P r e n a n t  

X ,Y  i * A 2 , e t  Z (: Jlg  . i l  v i e n t  ^ ÿ .Y j  , Z  =  0  •

I .  ' algèbre yj\, é t a n t  s a  p r o p r e  d é r i v é e ,  o n  a f j ^  y  =  0

n  - i  —— X

p o u r  X  f- , Z t  iJt~ , d o n c  f v  y  ~  0  q u e ls  q u ei C, i

s o i e n t  X ,  Y  .  Le 1 omrae e s t  e n c o r e  d é m o n tré  dans ce c a s  .

4 )  On p a s s e  a u  c a s  g é n é r a l  e n  p r o c é d a n t  p a r  r é c u r r e n c e  

sur le degré, de l a  r e p r é s e n t a t i o n  e x a c t e m e n t  comme p o u r  l e  

premier lem m e de Wh i  tehe ad .

Nous pouvons maintenant d é m o n t r e r  l e  th é o rè m e  de  

î>évi . Nous le ferons par récurrence s u r  1 'o r d r e  r  de <yt, .



IV.- K.- 20

Supposons lo théorème démontré pour toutes les algèbros d ’or

dres •i£. r . Si l’algèbre dérivée do est ^ f'-H » 

est d’ordre ^ r , donc contient une algèbre '-l/lC 

isomorphe à ^/"tf, • Comme X  / X  , JCj est d’ordre 

< r  ot contient par suite une sous-algèbre isomorphe à 

^l/v^' et à  v A /}£, . Supposons donc ht* - ^0} : ¿H!'' est 

commutative et constitue un espace do représentation de l ’al

gèbre semi -oimpl o . J t contient un espace linéa^.reot
tul aue J t -- -j-fc (+) J t*  et il existe une correspondance 11-

Æ- / . H ̂
né a ire bi univoque X <■---> X ontro 1 ' G ‘ *

P o s o n s  Hx y = Tx* .Y**] - \x.y]* . l e s  é lé m e n t s  Hx ï

ainsi détermines satisfont aux conditions du lemme . Il 

existe donc des éléments Hx (* dépendant linéairement

de X tel s que

hx,y = [x * -®y1 * [Y* • Hx] " H [x.YJ

13 en résulte qpo les éléments X - H x  forment une sous-

algèbre de >jfc , isomorphe à A / H

Reprélaentation linéaire des, algèbros de X*le 

quel conçues

M. Ado a tout ré comment démontré le théorème suivant: 

Théorème 5

Toxypv al^c-bre do Lie possède une représentation 1 i-_
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né a i re fi dò'io .

La démonstration dû ce théorèmo étant fort longue 

ot compliquée, et étant protablornent susceptible Ce simpli

fications importantes , nous ne ferons ou1 en indiquer quel

ques aspects .
A-

j si noua considérons d'abord une algebre de 

rang O (nilpotente) on démontre qu'on peut construire une

al gèbre -7̂  {également de ran«r 0) telle que soit isomorphe
Ü  ¡g 

à l'algèbre quotient de par une sous-algèbre invariante b

qui contient 3e contre de . Gommo la représentation

adjointe do JJ est une représentation fidèle de W ,

on voit que <ft est isomorphe à une algèbre quotient ( *  ¡te )
v

/ ( 'tj / r* ) d'une algèbre qui possède une représentation fidèle. 
?

L'oxist-ence d'uns repré senta ti on fidèle pour une algèbro de 

rang 0 se déduit alors du 1 emme suivant:

Lemme : Toute algèbre quotient d'une algèbre de Llo 

qui admet une représentation fidèle admet aussi une repré seri - 

tation fidèle .
•ite j  -La construction de 1 'algèbre dont nous venons ae 

parler se fait par extensions central es successives ; les ex- 

tensione centrales étant définies de la manière suivante : 

on appelle extension centrale d'une algèbre <OX. une nouvelle 
algèbre • n telle que soit isomorphe au quotient de
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p a r  une s ^ u a - a lg è b r e  de A 3 q u i f a s s e  p a r t i e  à 3a  f o i s  du 

c e n t r e  e t  do 1* a lg è b r e  d é r i v é e  de J tj . M. Ado d ém o n tre  q u ’ 

u n e a lg è b r e  de ra n g  0 adm et t o u j o u r s  une e x t e n s i o n  c o n t r a i e  

n on  triviale . q u i e s t  e n c o r e  de rang 0 , e t  que 1 * on  Pe i t
*

former à partir de J t une chaîne Jt » ’- ^ 3 ...... » ^

d* algèbros do Lio dont chacune est extension centrale do 3a |j 

précédente . et dont la dernière jouit des propriétés énon

cées plus haut .

Quant au lemme , le principe de 30 démonstration est

le suivant : considérons une algèbre de Lie Jt composée de 

substitutions linéaires portant sur n variables x3 , Xg , . .

x . On voit facilement que les polynomes en les x^ de 
degrés bornés par un nombre d forment encoro un espace de 

r e p r é sontation de A  . Soit maintenant % une sous-algèbre 

invariante de Jt dont or. atropcee d*i^crd qu'elle est de rang 

0 et contenue dans l’algèbre dérivée de J l . M.Ado montre alors
que, si d est assez grand, on peut trouver une famille 11-g 

néaire do polynomes qui soient annulés par tous les éléments 

de îs) et par ceux-là seulement . Cette famille de p o ly n o m e s  

fournit alors un espace de représentation fidèle de </t/^ . 

Ceci fait, il est assez facile de généraliser pour une s o u s -  

algèbre invariante quelconque, et de démontrer ainsi le lemme
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2 )  M*Ado d ém o n tre  q u e ,  d a n s  t o u t e  a lg è b r e  de L ie  cTlJ 

existe u n e  sous-algèbre invariante L de rang 0 maxima (q u i  

contient toutes les autres ) . Les éléments de J t  définis

sent alors des automorphies de i  . Par extensions central e s  

sjiccessives, on passe de L à une nouvelle algèbre de rang 0

P  , qui permet de construire une représentation l i n é a i r e  de
1 * p  - 

P . Or on démontre que toute automorphie de i peut etre

prolongée par une automor p h ie  de !  ̂ . On en déduit qu'on 

peut fabriquer une algèbre tJt composée de transformations 

linéaires contenant i comme sous—algèbre invariante, e t  

telle que toute automorphie de L puisse être engendrée par 

un élément de . De cette manière se trouve établie une

correspondance entre les éléments de , considérés comme

p r o d u i s a n t  des automorphies de L * et certains éléments de 

, qui engendrent une algèbre • i n'est pas en

général isomorphe à J t  ; mais on montre qu'on peut par un a r 

tifice déduire de une algèbre isomorphe à qui ad 

mette une représentation fidèle .


