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SJBEXNAXRB DH MA TH SM A T I Q U E S

Qua t r i  èrae année — 1936-57

N0MBRE3 TRANSCENDANTS

Ixpoaé» f a l t i  par M.O.»I1IOCi ,

leo S4. &8. e t Z 6  Mei 1937 
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On appelle algébrique tout noml»re qui e s t  

racine d’une équation à. coe ff ic ien ts  en tie rs  . Tout nombre 

qui n*eat pae algébrique ee t appelé traneoendant ,

existence (e t  autel une mô thode de oonatruetlon) dee nom- 

bree transoendanta a é té montrée t rè s  simplement par Oentor 

^  1674» lo r s q u 'i l  s démontré que l vsneemble des nombres 

slgébrlquss e s t  dénombrsbls tandis que l*ensemble des nom* 

bres rée ls  s une puissance aupérlsure au dénombrsbls 

Msls déjà auparavant, i lo u v i l l s  ( z  ) sn 1644 a r a l t  co n s tru it  

effso tlT soent dss nombres transcendants à l valde ds ls u r  

développement sn frac tio n  continus , Sn 1873» Hermite 

s démontré que s* é t a i t  transcendant s i  s  e s t  ra tionnel. 

Snsuite Llndemann i e n  1882 étend ce r é s u l ta t  à toute 

Teleur algébrique ds i  m Donc n e s t  aussi transcendant, 

sinon e^*71 * 1  le  s s r a l t  . Hl lber t  ^5 ̂  a posé s lo rs  

en 1900, le  problème suivant s

s é tan t  un nombre slgébrlqus d ls t ln o t  ds 0 

e t  de 1 , e t  b un nombre elgébrlque ir ra t io n n e l 9 s^ e s t -  

11 transcendant ? l e  démonstrstlon sn s été donnés sn 1034 

P®r  Gelfond e t  peu de temps eprès par Aobnelder  ̂^̂  (oe

dernier se besent sur une idée que dès lttàS siegel av a it  

appliqué eux fonctions ds Bssssl .

a l  l ’on désigne per B(x) le  fonction

V  (-1)® / *  ï 3n
m̂ Ô n }  l5~/ qul aussi l 'éq u e tlo n  dlfféren*
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t i e l 1© s B" -f 1  B* + B * O , « t a é ta n t  un Boabrt 

algébrique non nul, B(a) a a t  trsnseenâsnt e t  e s t  a lgébri

quement Indépendant de B*(a) . Sn particu lie r»  le  râ leu r  

de la  f rac tion  continue i  + r- ■ 1 , 1 1 x• • • r • • • •a* u
e s t  transcendant« pour z ■  a car c e t te  râ le u r  aa t

_m.a% 2
•* —“—-------- • De même, lea racines de B(x) » 0  sont

(fis
aussi des nombres transosndanta , Sn 1936» Schneider a 

( 9 )
montre que la  râ le u r  4s toute in tégra le  e l l ip t iq u e  ds

première e t  dsuxlèms espèce, à coeff ic ien ts  slgébrlquss, 

p r ls s  entre  des l im ites  slgébrlquss ea t transcendante s i  

2 ? in tégral e Indéfin is  correspondante ne ss rédu it psg à 

uns fonction algébrique . Sa p a r t ic u l ie r ,  la  périmètre 

dvuns e l l ip s e  aat un nombre transcendant, al lea  «xss 4s 

1 »ellipse sont algébriques , Ovs s t  os tbéorèms que nous a l 

lons maintenant démontrer .

So it jr m J~p(x) . où P(x) eat un polpnSm« 

du quatrlèms degré sans racines multiples e t  R(x,y) uns 

fonction ra tionne lle  queleonqus , £a surfaos ds Ri smsnn cor

respondante s deux f e u i l l e t s  e t  quatre points ds rsm lflos-

tlon . on appslls rs  alors s l l lp t lq u s  1f in tégral © /  R(x,y) da
O

p rise  l s  long dvuns courbe C tracée sur l s  surface ds

Rlemann J au rolslnage^d’un pSls 4s 1s frac tion  ra tionne lle

t on psut dérsloppsr jr sa s é r l s  ds Taylsr sn 

1 1

»- £ "  ”  vISTf • •* ? est “n «• «»»Ifio.tlon .
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LT in tég ra tion  j  R(x#j r )  dx paat a lo rs  ln tro d u lre daa
a

logarlthmaa . Sana ea ose, 19 Intégrale aat dits ds trolslèms 

espèce . Dans le osa contraire, l 'in tégra is ss t dits ds dsu- 

siëme ou ds première espèce fulvsnt qu’elle s dss polss ou 

non . Supposons le poljmSms P(x) £l cosalo lents sigé bri

quée ds même que ls  fraction rationnelle R(x»jr) , et 1 * in

tégrale J R(*»y) dx ds 1ère ou 2-èiae espèce , Ls théorèas 

qus nous sllons déoontrsr s'énonce alors s 

Thé o rftas
_ f

La valeur / dx . l ' i n t é g r a i s  é tan t^  - -----------------------
|PP

p rise  le  long d*une sourte traoés sur la  su rfass  ds t l f « «  

s s t  tranaosndants s i  I s s  nombres c/-, cy0 s sn t  s i gé b ri  qus s

Le théorème res te  v ra i s i  # o 's e t -

à d irs  s i  O e s t  uns courbe fermés , à condition tou tefo is  

qus O ns puisse %tr s  ramené à un po in t par déférmatlon 

continue aur la  surface de Slamami „ Ainsi la  longueur du 

périmètre d'une o lllp ee  de demi-axes A e t  B e s t

-  «»-jr > ■*
A I -----------------% ----------- «X

4  V » - ?

Uns transformation bl —rationnai 1 s ramène la  

courbe aT ~ *(ar) à la  foxme ^  « 4 x3 -  g2 x -  g3 # e t

s i  Is s  coefficients ds P(x) sont slgébrlquss . 11 an a a t

de même de ceux de la  tranafezaatloa  s t  ds s  s t  a
* 2  * 3  •
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Poeona alors :^(x) mj ~  s t  - ^  (*)

L 'In tégra l*  la  plue général» ds 1ère e t  da îième espèce peul

alora se mettra aoua la  forme 1  3 j(x) + B ^ ( * )  ♦  8 (2 , 7 )

où A a t  B sont daa constantes a t  4 (2 , 7 ) una frac tion

ra t ionne lle  . SI lee coefficient® da P(x) e t  da ft(x#y)

aont algébriques, a  e t  B e t  ceux da S (x ,j)  la  aaront

auael . I l  s u f f i t  dono de démontrer le  thé o rème pour 1 • in—

tégra la  /  ft- ft. >* dx , x, , x, , s , b é t m t
I l 7  * *

algébriques .

Posons I ^  » t  , alora x “ -p ( t )
c/>o

y » /j»(t) a t  3j|(*) * J j! ( t )  d t  - -  ̂ ( t )

( t ( t  ) a t  ( t )  aont lea  fonctions in troduites  p s r  WSiera- 

t r s s s  dsns 1*étude des fsnstlons e l1ip tiquea) .

Soit encore Xj » -r ( t  ) , \  * H  % )

•Ion  x

» j  * ~ às = a (%g — ) -  1s ^  " S ̂ 1  * ) 
* 1  *  ' ' '

Dtf signons maintenant par 4(t) la fonction at • b  ̂(t)

•* Po»on» - ts - *j . y3 - ^ M t j l  . W z - ( *3 ) .

Le théorème d'aAAltlon de la fonetloa 11 [ t ) Sonne s

- f g( t i ) +  ç' ( tg)
'$ <*!*“ 'S <V$ ( t j  -  $* , )

•t -f » q (*0) . i. El * *z
*  * i  ~ * z
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Or Sj étant algébrlquee, i l  an aat da m8me da

b 7i + JT̂
y., jl , at par auita da l ’expression — ~ s? •
1* 2 g *1 x3

loua allons démontrer la théorème da schneider par 1 * absurde 

an 8uppoaant q(*0) algébrique „ 3>faprèa le théorème d*ed— 

dition pour la fonction , p (t) , on voit alors que ^  ( tQ) 

et per euite s p  *(t_) . eet algébrique, de eorte que lee 

aept quanti té e a, b, j  ( tQ) q { t Q# aont toutes

algébriquee , Oee quantitée déterminent un corpe elgô brique 

K et noua déelgnerone par • eon degré . Soient X. , ...Ka

lea m corpe conjuguée de K , 31 ^  eet un nombre elgébrl— 

que quelconque de K , aéra la aonjugué de ¡^> dans le

corpe L , Houe déelgnone par la notatâen f̂ ~l la plua 

grande des quanti té a & = 1,2, , . . fs « On dit  que

ju j eat un entier algébrique a911 aat racine d’une âquetlen 

h. coefficients entiera , le coefficient du terne de plua 

h.aut degré étant 1 . On démontre que la aomme et le pro

du it de deux entiers algébriques eat encore un entier al

gébrique , et dans tout corpe K de degré • t i l  exiate 

au moins un ayatème  ̂j ,  de s entiers algébriques

tels que tout entier elgébrlque ^ de X  pulaae se mettre 

aoua la forme “ *1 / ̂  1 ** * • • • + *e A# • *•* *1 * • • •

étant daa entiera ratlounela déterminée unlToquement 

Per . Oe ayatème s ’appelle une beee dee entier© de K ,

Dana la suite, noue déelgnerone per a ,f e ,. „
A jS
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o, ».a. des entiers rationnais poaitlfa dépendant unique

ment du oorpe I , Avant de commencer la démonatratlon du 

théorème de Schneider, noua allone montrer le lemme suivant

£ » •  2 i
Soient (k*1 .2 ... .m)

<? » 1

m formes à 2 m variable« x ̂  , lea ^ étant dea entles 

d'un corps Z. taie que [<*̂  — A , a étant un entier ra

tionnel poeltlf . XI existe alore une solution dee équations 

y^ * 0 {k=l ,S, . . #m) en entiers X j .... non tous

nuls du corps K . et l ,on a faT̂ TI ^ Oj m A .

Soit d’abord K le corps dea nombrae ration

nels, alors Iss entiers ^ et s ̂  sont des entiers 

ordinaires . Soit g un sntlsr rationnel quelconque et 

donnons à Xj,... , les veleurs O. - 1 g ; 

on obtient elnel (Sg -f 1 ) systèmes ,.. . dif

férents . Les nombres y-j , . . . , oorreepondants sont en—

tiers et 1 'on s c gl>-
1 yk I ~ / l<*k * I* ~ 2 m A g 1 « 1 _ _

Il 7  i (4 m A g + 1 ) systèmes ds nombres entier« Xi,• . . 

ym différents, qui V 5r îfleixt osa inégalités # Si alors 

(3 g + l)2* >* (4 m A g «*• 1 )* 11 y s dtux systèmes

**2 a *"1 * • • • **"3 * différents donnent le même sy s téme

* 1 .... entiers * * f£ * **£ ( *£-* »...2 m)

na sont pas tous nuls et vérifiant la ayattma o x

«=ï k-e *
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s t de plus Is n | -4 3  g , jsn prencnt alors g * m A 

en s Mon (2b A *#■ l ) 2“ >  (4 s 8  A* + l ) B st le 

lesene ss t démontré avec la constants Sj = 2 »

Sens le cas général, nous déslgnsrons par 

2  uns base des entiers du eorps K . Alors

* 1  m  * - e . i  r %  + ••• + * £ . .  / * ■  lo s  * ¿ . 1  »•••*

étant dss entiers rstlonnsls , Lms quanti tés £ / ^

sont dss sntlsrs algébriques ds I  , on s sussi

z4* “ V f . t . 1  A »  +* " +/  •  k ^ . r . .  /* •

les ^9r 0i » • * - 5 ak̂ > r s  étant des sntlsrs rationnais.

On s dono
2a 2m a s _

le, Z —  s k . ^ , r . u  , r  /^m
-£ *1 £ =1 r*l u*l

fin écrivant slors = O (k=l. . . .  ,sa) on obtient ls système

z i i r - f c , . , . . * . , - .  ( “ .....■ )
^ b} r=l ' ® 1  • • • • * ® '

ds ma équations à 2ms inconnues r  sntlsrs ration

nels , D'après os que nous venons ds voir, on peut dé termi

ner un *y 8 tèms ds solutions non tota tes nuli ss ts l ls s  que 

j*  ̂ r | ^ 2ms Aj ( ¿2 étant ls  plus grand dss sntlsrs

| ak, £» r, u | • °r  5 dé s i gnent Iss conjugués

*• ^ » / i f  dana ls  oorps , on s sussi t

i<*> (h) (h) 

k.« / " V A * . iA »  +— ♦  mk . é .
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arroo h * 1 , ... • • •

On s slnsl s dqustlons à. o Inoonnuso s*. / _ 5 x
. .  {h»..

r m  at la détsrmlnsnt || aat r O .

Laa aw r _ „ a<int dona doo forao* linéaires dont loo
(b)

eoofflolonts ns dépendent que do K , doo qusntltdo u  ^  f 

st psr sulto A] * o> A . Mous srons dono |ar ̂ SMOgA 

ot psr sulto a I x ̂ I ^ m a .

Reprenons Iss sspt nasbraa a. b, ^  ,

^ (t0 ) , ^  *(t0) . q {tQ } qui déterminent la aarpo K do 

dogré s . tooong /» 18 1 . Soit n un entier pool-

tlí dlrlslblo par . noua poaarona ¿  ■ r at
S |

= h , da oorto quo 1 von o s / r * fe . {tQ) oot un 

nombro algébrique flnlt dveprèo oa définition . Goama 

aat un polo do ÿ ( t) t tQ n'oot paa une période da |! ( t) ,

91 parmi laa multiples do l0 ( t0  , StQ....  8 / » 0  . 12 y

o dea périodes, dcslsmons par g  l ’entier la plua petit 

toi quo g  t oalt période . Toutes loo périodes faisant 

partie doo quantités t ..... s / t _  oont eloro ami tipleo
©  O

do g  % . Or g  — a t 11 y e done su mo 1ns £  quanti téa a

.... u ̂  multlploo do -% qui ns sont paa pérlodoo ot

per oonoéquont oont finios . Désignons por u l'un« quoi* 

conque de 0 0 0  rol euro u^ »...*u^ .

•()f(n) , q(u) oont sloro doo nombres



ds K . ( u )  e t  . ' ( u )  s o n t  e n  e f f e t  d e s  f o n c t i o n s  r a 

t i o n n e l l e s  de J? ( t 0 ) , xj * {t 0 ) . %  » • D *autre  p a r t ,

l a  f o n c t i o n  q( t )  a l e  t h é o r è m e  d 9e d d l t l o n  s u i v a n t  I

«i*g) -  «(tj) * «(t -*j) + i  î  j*8* -  * ***•
* 1 * 1 * | i v  - f ih »

q u i  montre  que q (u )  e s t  e u t a i  un nom bre  du c o r p s  K .

C o n s i d é r o n s  l e s  * h p r o d u i t e  ^  A {t )  q,JJ ( t )  

( *  *  0 , 1 , . , , n - l )  e t  d é s ig n o n s  l e a  p a r  {t ) f h [ t )  ; 

f ( t )  s e r a  l ' u n  queloonque  d ' e n t r e  eux . Meus s i I o n s  d é t e r 

m in e r  h  e n t i e r s  a l géb r i q u e s  (° de t  t e l s  que l s  fo n c 

t i o n  y  ( t )  H (° i  f j ( t )  + . . . +  P ^  % { t )  s l t  une r a c i n e  

d ' o r d r e  r  a u  moins en oheeun des p o i n t s  t * u j , . . . , u  .

f  e n t i e r s  pea  n é o e e a a l r e m e n t f e lg é b r lq u e e  . Bn e f f e t ,  l ' o n  a :

V — s i --------
/  ». t a. »fr. » -h t L------  * 1  •  • • •  • •  0 pJ»

•l+..* A * r»

Or q » ( t )  «  a + h |  ( t )  , 1 1  s u f f î t  dono d ' a v o i r  l e e  d é r i -

J aî ) m  («) 

1  l t ) " í
.«'VI»

I l  f  s u  t  p o u r  c e l e  que <f ^  ( t )  =  ( t )  + . . t )

#V> 1
s ' a n n u l e  p o u r  t  * u  e t  * * 0 , 1 , . . . , r -1  , ( f '  ( t )  dé 

s ig n e  l s  d é r i v é s  v  lème de f (  t )  p a r  r a p p o r t  à  t )  . on a 

r  é q u a t io n s  homogènes p o u r  d é t e r m i n e r  l e s  h  * Z r ^  en 

t i e r s  f  l ' * * * '  Tk  on P°u r r s  a p p l i q u e r  l e  lemme .

(v ). .
Les z (u ;  Bont d ss  nombres du oorps  T ,  m a i s  n e  s o n t
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Supposons là. ?rsie Jasqa'à la valeur g • en Aârirant «t 

on remplaçant ^ "(t) par (6 (t) -  ) on obtient s

(*■►1) \T  /  mCfc J-1 + H l

1 ' s A,t ' * n n  (t¥ (t,f’ (t)(6^s(t)Æ>j

v~ /S
“ /  ® . ( - — ) ^ 2(t) ^  * 1(t)

¿— ° Í W * 1  2 1 <3

area 2 2 h- 3 /aì  + 4 = 3 + 3/> ♦  4/* ♦  ì  « (g-M) ♦  2

•* I • / 1« . „
I 04j  * / i 2  * ^  I * c*»^#y

4  f  <3*+3/vM,y)£l)a^ ^ 4 S (* + l> (9 « )* ^  [ s (g+1 ) ] S+1

Ri
Gatta faxnula montre qua f  (u) a a t  un 

uoabra algébrique du oorpa K

S 's u t ra  p a r t ,  a l  a a t  un a n t l a r  ra t io n n a i

positif tel que o^a , o^b . • *2 . o ^(u) . • rM»),
■»■, i 2 ® H o

®2q(») ao lan t toua e n t ie ra  algébriques du oorpa K (u*u3 

• • *£  ^  *• « o r t r a  ®2 *** a a t  un a n t l a r  du oorpa

vaes sucesslveg de ÿ(%) Dàaontrone par râeurrtno« qu©

f (sS{4! = Z Z  Y ( * ) 'ì ' A { % )
2 « + 3 fi+4X * * g + Z  a

•* 2  I r> V 1 • I»» relation est vraie si g*0 .
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atra un entier Au oorpa K . X»« nombra

ti* > («) o •l+1+- .+eA+l+l>I+l+. -+V +1
2

eat dono entier  elgébrlque du oorpa K *

Or a_+ 1 . ♦  b̂ Hh 1  ■  V ♦  î\+ jvo ^ >> + fin

dono 0 ) (u ) est entier  du oorpe K . D’autre pert

les nombre a  ̂ (u) t  ̂* (»■) • y=- • étant donnée, on peut

dono écrire Le>^^ (u) | ~ (®*)* » oar ^  | a<*#/Â * ̂  CSgi"'9

e t  <* -e- /S -s- Y  ̂ {f+1 # e t de même (u) | ^ (#*)*•

e t  per eu lte  s
I « v 1 1 / o ^ \>42i
|f (u)| *» C A ♦[<->) ( 0 N> ) 0 3

en e f f e t  Y \  -----^ *■■■ ■■ « ( A + (̂ >)  ̂ e t  « ^ v
— e * a •

!•• * V

Se même on a s

| i (V,(») | A <o4 * ) ^

en e f f e t  V  ^ r e t  n * V  2  / r

(o) . . V48B
gn multiplient elora lee  fonction© (t) per on

pourra appliquer le  laauae e t  on eura dee entiera f. » • . .  1

te le  que s
3

I f I  ̂ ° i  r i (o r ) 2

imm fonctions Cp (%> ainsi fl<it---

K 9 en effet « ♦/»♦V ~ g+1 . »• même le noabrt o f V ^ u í
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na pauTant paa Stra Idantlquamant nullae. alnon on aurait 

una ralatlon algébrique an tra j-(t) at q( t) oa qui aat 

Impossible, q(t) n*étant paa una fonction doublornant pé— 

rlodlqua ,

Houe alloua maintenant démontrer à l*alde da 

l fintégrale da Oauchy. qua l 'on peut oholalr n t o*aat-4— 

dira auaal r > assez grand pour qua . a l  <-f (t) admet la  

raolna n arto 1 ♦ordrt da wultlpllolté v>  ̂ y , alla ad— 

mette ***** -atma raalna srce 3 »ordrt >> ♦ 1 . Oaol on t rai

na ra qua la fonotlon te (t) aat Idantlquamant nulla. d*où 

la  contradiction cberohéo. qui na paut Stro larda qutan fa i 

sant 1fhypothèse qm l*una au moina daa aapt quantité» a. b.

3̂1 |  ( ô̂  • f ' ( % >  • 4 ( t0) aat tranaoanlant# .

Noua supposerons dono dona la aulta » v m

Gomme if>*V*(u) « +. . ♦  f ( n  )

loa limitatíona préoédentee noua donnant :

f v T  TI/ , iT  ,  3v><f (») * h «jri (o^r)- (2n) (5») o3 o - \>

•n effet * 4  ot # On a de

mSme : i" >?+2n (o)" 71 / a o
jCl . («) j i . . /

3 olt alora O la oourba forafa aulranta s 

on ooneldére daña la plan daa t ooaplasaa, la oarlla
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. . 1  - 
aur laquai |t| ■ ^ 6  , Soit dveutra part, 6~.la modula da

la plua patita péfrlode da | ( t) at conatruiaona autour da

obaqua pSle da ^ (t) coanae centra un oerole da rayon ¿
9 3

Oea aarolaa j seront deux a deux aana point oonavn .

O aera la oourba foxaéa par laa aroa da JT extérieurs aux

aarolaa ) s complétée chaque foia par le plua pati t dea

deux aras déooupée par F  ^dans un cercla r  . O aat tout

entière dana la  région \> 6 — ü  5" 4 |%| im \? + 3 ~

i
aa longueur eat inférieure à V  . Z  n  »  et la die tance

dea pointa da O aux pSlaa de  ̂ (t) eet aupérleuro ou 

égale à £  . De plua ^  (t) étant périodique» aur toute

la oourba O , on aura J t) | ^ o^ , et comme

I
q*(t) * a -r b /^(t) , on a aussi aur O s |q(t)| ¿ e^ >)̂  

dûiln, le nombre dea polea de j' (t) Intérieure II O

est Inférieur à o
9

Béalgnone par Q(t) at S( t) lea polynômes

suivants : <*(t) » (t • u*)0 « l a  produit étant
u ^ u  K

étendu à toutes laa valeur* e. , sauf à l»une 

d*entre ellea u t R( t) * Tt ( t  •» ot)3® 9 ^  prea ent 

toutes lea valeure intérieures à 0 pour leaquellee ^ (t) 

a un pôle , La fonction s
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^ {%)  .  Y

(t-u)V Q(t)

aat alora holosorpht dana O , ai noua auppoeona n sssss

grand pour qua tout laa pointa u_ , , . . , u p soient lnté —

rieurs à O . Sn affat f(t) * «f * (t) qr ft) a pour

t = ot un p6l a d* ordre 3 ̂  ^ 3 n , de no (p (t) s 

pour t « un pole à fordre inférieur à 3n . D*autre

part, pour t  ■ u^ ••••» u^ , <f (t) a une raelna d*ordre

V • l'intégrale de Oauehj donne

u, <») - _ k _  f  ÜJUÜ «»
3 1  n. J e . * ~ n

et par aulta

lu) (u) I — ~ — .  n • £  ^  » 6 m ax 1 — I 
I T • £  ti o  * t —u  '

Or aur O s
1 3 V 1 a

|(ç ( t)  rfl ( Oe N> 5) ’ ■C. S Cj V i ( •4v)ïr c? <oe <?)

l  1
I .1 /I *<t)| Î  <o1 0 v } 9

JL .
1 \ ) 4 . î  » t v  O  ô  ' t V + l
| ( t-u) a( t) J ^  ( —  )

si nous supposons n sssss grand pour que la diotsnee da

O  au plus proolis dea points ttn,..,uf aolt plua grande
1 L

que la moitié du rayon v ̂  de T . an tenant alors 

eompte ds os qus n ^ \jü  -t v il vient t
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. ,  ^ f - i "
|l*> (u)| fe oia \> "

Or on développant ‘f(t) on aérlo do Taylor autour do 

t «■ u qui oat raolno d*ordro v , on a s

Cf{t) ,0 , ( t) + .......
 ̂#

donc

w (1=) - a i i i s lL u i  «. (t-u) r . . . . ]
tj(*) v; L J

•t , I»)
. . R(») H '<«>

- -

i «»> i-  « i i ^  ”. ? > (,»î >

Mais v J = v * jft(u)| ^ Ojg oar laa u^ , . . ., u^ aont 

doa oonatantaa ; ot )r(u)| à ©l3 oar 11 n«y a qu’un

nombre borné do pôles << dana lo voisinage da la Talaur u ( 

Nous avons donc s

, t*) . 9  >? t# -  4 )v 
K  (m)K ®14 v » *

ot par aulto l’entier algébrique o^^*1 (u) oat toi

' * *  * t »  -k î u  { ^  ) T 1 /  v  -  l ) v
|°2 - <*> I 4 °is 9 â 6

Su combinant ootto Inégalité avec celle obtenue préoédemment 

pour les conjugués do oot entier, on obtient

/ _ /  ^+rvi. (»'), a \ /  v ( | -  j v  xs-» * o
("(•■fe T iu )̂p °,ç v  ̂ ° i é  v
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oar -€ * 18 a , N(t) désignant la  norme du nombre a

c 'e s t-à -d ire  le  produit de a par toue aea conjuguée .

La norme d'un en tie r  algébrique eet un en tie r  ordintf re , 

qui ne peut Stre nul que ei le nombre algébrique l*eat lu i —
•

même . Or ei l 'o n  ofcolait n eeees grand pour que r  > o
16

l ' in é g a l i té  obtenue montre que pour tout ^ ^ r  en a
O

V> •  7  ( ^ J
e v ¿1 1 , donc Lp (u) — o » d9où le  oontredlo-
16 J

tion annoncé e ,

Sn pertieu lerieen t lea valeurs dee eonetentee 

dane 1 * in té grêle étudiée, ofc obtient divers résulta ts  . 

Prenons par exemple • ■  it t b » O , t Q * »  , co étant

une période de la fonction j1 (t)  dont lee invariants ^  

g3 sont algébriques , ^  é tant auppoeé non période, ^  (— )

eat racine de 1»équation r  — g«* — g3 = O 9 dono eet

algébrique, e t  ^r'( — ) * O . I l  en résulte que q( ~  ) =* 60
o % 8

eat transcendent -

Le méthode précédente permet égelement de 

démontrer le  théorème suivant : Soient ( t)  e t  "  ( t)

lee fenctlona de Weleretrees correspondant au» invariante 

algébrlquoe «a • • *3 * de plus, supposons

|  (t) e t  ~ (t) cl géb ri guenon t  indépendante (o 'e e t-  

dire 11 ng existe aucune rele tlon  algébrique à coe^floiente 

conatant» entre  ̂ ( t)  e t  J  (t) qui co lt Identiquement
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nulla) . ai alora t aat un a valeur quelconque . non pé — 

rloda da ^ (t) , ni da ^  (t) , l*una au moine daa quanti

té a ^  ( t0 ) et "  (t©) aat tranacandanta ,

On fara jouer, dans la démonetretlon précéden

te, à  le fonction J  (t) le rôle de q(t) . Ooneldéxona

al ara la fonction module Ire 3
Z

“  s r -------------------------2
% ■  ST «a

g , f étant laa invariants d'une fonotion ^  ( t) pour 2 d
CO

s * 1 1 # 6o «t ^  étant deux pé ri odes A« ^ ( t) .
«Ê

Co m
Si a * —  aat algébrique* J(a) aat algébrique al a 

40 1

eat une irretionnel ité du Sème degré » et J(a) eat trana- 

cendent al la deicré de a dépeaae a . In effet, aoit J 

un nombre algébrique quelconque, posons g^ = 1 ,

g « \/i---i . g_ et g aont donc algébriques . 91 ^
® * 37 1

et ^  eent deux périodea de la fonotion ^ (t) oorraa-

CO aa
pondante, on aura J(t) * J . Supposons --- non Irré

e l
tlonnel du Sème degré et aoit (t) « j> (i2. t) . ^ (t) et

«— t o 2
(t) aont algébriquement lndé pend ente, eer — — n'est 

d ¡¡¡2
ni retlonnel, ni irretionnel du Sème degré, et on a

•mm ( O t t  — CO O

«s“ (—  > S  «a “ l~  * «a
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t l )  ■  « É  ; : '• ■ 1 a, /,;■ ' ü  i. ■ ' ’ fiL
Donc s i ■-— es t  algébrique , 11 en eet de même pour t  e t

U> * 23»

1
CO  «e

g.„ , Prenons t Q * ------- , alors ^  ( t Q) eet algébrique

e t  ^  ( t Q) * ( — ■ --) l*ee t eues! , 11 y e donc contredis—

CO a
tlon  qui montre que — — « s eet traneCendant ,

.

On retxouTcrelt aussi par la  même méthode lee 

réeu lte te  ds HeTraite e t  de llndeaann . a é tan t  un nombre 

algébrique, el e é t e l t  ©gaiement elgébrlçue, 11 en e e re l t  

alnel de e®* e t  de toutee lee dérl*réee de e e* pour 

t  = 1 » n 9 . . .  ; e t  toutes oee re  leurs appartien

dra ien t eu eerpe contenant e e t  a . Bn prenant lee 

fonctions t  e t  e** eu l ie u  de ^ ( t )  e t  q( t)  on ob

t i e n t  le  oontredlotien cherchée .

(8)
fonetiona de B189BI

Pane le  méthode précédente la  propriété earae— 

té r i  a tiqua eet le  théorème d’addition de le  fonction ç ( t )  . 

Pane lee recherches suivantes, on oonsldère dee fonctions 

en tiè res  B(x) v é r i f ie n t  une équetlon d i f fé re n t ie l le  2i — 

né a i re dont lee coeffic ien ts  eont dee polynSmes en x , l s

dé-rsloppement de l(x) « c + o, £  jfL ♦  . . . .
1 nî

eyant lee tro le  proprldtée suivantes s

nombres sQ. B j , , . . *  ca sont rationnels
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2 °) plus p e t i t  oowiun dénominateur de o
o “ • • *

°m reste en r â le u r  abaolue in fé r ieu r  à (n* }f où £ > O.

3°) ie  numérateur de cn reste  en re leu r  absolus 

in fé r ieu r  à fnj )^

g ( M ) . , . ( K + n - l )  x»
------- A ( A+l) • . . ( A+n-l) nj ***

pour K e t  A rationnels e t non en tie rs  uogs t l f  ou nul #

£nfln la  fonction s

— A TV? M
r  (¿+d ( f  ) »A (*) - \  — L -.ii_____ (i)an

— (A +1}.. . (A+n)n* 2
s*0

pour à rationnel non e n t ie r  n éga tif  , eat encore une fonc

tion 3(x) . B (*) e s t  ic i  la  fonction de Bessal r é r l f l a n t  

l'équatsion diffé ren t ie l l  e : 3 « (x) 1. ® * (*)+(1- îL.)B (x)

* O .

Moua aliéna donner l ’ idée générale de la  mtf-

•x sst- une fonction 3fx) . De même la fonc

t i  0X1

J  -  i  + —2----+ . . . ♦ ----------¿ ______ ♦
o * A{A*1) A ( A+I), . . (A+n)

p o u r  r a t i o n n e l  e t  d i f f é r e n t  d ’ u n  a n  M e r  c é g a t i i  o u  n u l

Il en aat encore «inai de la fonction s

XIe - 1 i i - s ) A -*-* «t3C* t » ,  + r  *_ +

X ( i - t ) * *K*1 fit * 1 •
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thode daña le  cea p articu lier  da la  fonotlon

B(x) « *(x) « N>
° / __  (n*)s S

n= o

«t l ’ sppliquer au nomor© "b » ■■ t a étant algébrl —
Bf (a)

q*e •

tomona lea 11 produíta f_(x) = Bf (*)»••

... fk(x) ** lW W  B*k-k(x) , ...» t¿(x) - B^'tx) .

Oes produ 1 ts T ér ií ien t un aya téma d lfféren tie l  du premiar 

ordra l in e a l  re . *n e f f e t

*fk(x) * (k-1) Bk*'e B,lx~k'#'1+ (li-k) ( - B - Í B ' )

dono s

f»k(x) - (k-1) fk_j(x) - (H-Ic) *k+1<x) - ik(x)

flolent aloro Pa ( x ) , .  . . ,Pfc(x) , to polynSmea en x *. 

ooefflo lenta «atiera , poaona i

X(x) -  gj(») tj (x) + . . .  + gfe(») ^h(x)

Alora 3 —■ft'—

I»(x) « 2 . ___ Pfk(x) *k(x) ♦  * (*> *Tk(* í

k*l L ^

• t  par aulte

x !»(*)  « Ql<*> *i(*> ♦  •••  ♦  <t(*)

lea G¿ (x) , . . . »  Q, (x) étant anoore dea polynSmea en x
J»

á ooefflo lenta antiera . XTonératlon x ±L- transforme dono
dx

l»(x) an une expreaalon du mema typa g e t  de plua, al L(x)
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a une raolne d*ordre r  pour x»0 , 11 en aere de même 

pour l , expreeelon obtenue par 1 * applloatl on de 1Topération

« A -
dac

Supposons alore lee polynSmea F^(z) . , , ,

K (x) de degré an—1 , les  ooefflolente é tan t dee Inconnues 

I»(x) e s t  alors uns forme l in é a ire  Homogène en oee 2nb in 

connues . Oherohoas à lee d<Sterminer de fyçon que le  déve

loppement de I(») en sé rîe  de Taylor oomroenoe par un te iae  

en Jt*1 ; c*eat-à«dlre que les ooefflo lents  ds , . . .

x eont nuls, ou encore que I (x )  a pour * = O une

reolne d’ordre lin . Nous aurona dono nli équetlone l ln é a l  — 

e t  homogfenee pour déterminer le s  ooefflolents de (* )» . . .

(*) • Le dé velopp estent de B(x) ayant dea coeffle lente  

rationnels, oee équations auront dee ooefflolenta ra tionnels . 

J6n oaloulsnt dee bornea pour lee plus p e t i t s  commune dé nom 1— 

nateurs e t  pour lee  numérateurs de oee coeffic ien ts  , on 

pourrs appliquer le  lemme qui foum lrs  en même temps une 

borne eupérleure pour le s  ooefflolents eherehés dee poly

nômes P1 (x) .................

«1 si ors l e  nombre b = -ü l  üi eet alsréferl-
B* (•>

4**» • ^ déterminent un corps algébrique K . on eurs

i^(s)  » s) t dono le  nombre

** K «) « Pa (s) + b Pâ (a) + . . . ♦  bh"X Pk (s)
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est algébrique et appartient à X , 3n général, ee nombre 

ne aera paa entier Au corps K . Or» soit o un entier ra

tionnel tel que oa et ob aolent entiers algébriques ,

Le nombre ** 9Sn+îi-s L(e) eet alors entier

algébrique , F*n remplaçant L(a) par son développement qui 

commence par un terne en r 1® on peut montrer que le nombre 

c* devient très petit si h et n sont assez grands »

Sn calculant encore dea bornes pour les valeurs abaoluss 

dea conjugués ds v on pourra démontrer que pour h et

n suffisammsnt grands j N( } I 1 , donc ^ ■ 0 et

1»(s) =■ O ,

31 l’on peut slors montrer que l’on peut

construire une fonction L(x)___ qui n*s paa la raclns

x « i . on aura une contradiction . G'est là la difficulté 

principale ds la démonstration . Le principe ds ostts démons— 

trstion sat la suivant §

On calculera les sxpressions l

j ( z )  *j(*) ■*•...+ *„(*>

où J»(*)(x) est la dérivée r ikss ds L(x) . Les ? . (x )
* • *■

(k*lt<,,k) sont des polynômes en x à coefficients entiers 

pour la  valeur abaolue desquels on peut calculer des bornes 

supérieures , -Solt alors A (x) * |ï^ |,(x)(l le détermi

nant formé par les coefficients ï. w(z) (k=l..,.,b) dss 

fonctions f (x) dsns & expressions x*^ (x)

xTir i* )  -  j (z )  *j(*) ■*•...+ *„(*>

où est la 44rlréo r  ième de L(x) . 2»as P . (x )
*  • * ■

(k*lt<,,k) sont daa polynômes an x à eoefficlents entiers 

pour la valour absolue desquels on peut calculer daa bornaa 

supérieures , 3olt alora A (z) * |ï^ ac) ( ) le dé termi

nant formé per les coefficients ï. w(z) (k=l. . . . ,ïi) dss 

fonctions f (z) dans & expressions x*^ (x)
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( -t = l , . . . tlx) dl*iérentes . A (x) eat un polynôme on 

x et on peut montrer que l von peut trouver doa r^ tala 

que A (s) ^ 0 ; I l  y a donc au moins une txprtaaion

i(^ ){ x )  qui n*est paa nulle pour x * a et o*oat

à cette expression que l ’on fer* jouer le rOlo do I(x) do 

tout à l ’heure ,

On déduit de oe théorème que pour tout 

x jfc O algébrique, la érection continue s

«  »21 \

X -4- 1 -----1 ♦  t -----1 4-a . . ♦  1 ----1 ♦ .  .  . »  -  i  ----
•ax ' 3x ' mx g« (SJL)

eat t r ans e end an te ,

Pour étudier la tranaoondanca de B{©} i l  

faut généraliser la problème . On montrera que laa nombres 

B(a) et B f(a) sont algébriquement lbdépendanjfca , oveat -à 

dire quvl l  n* existe aucune équation à coeffl clanta rfe 1Ü on- 

nel â entre B(a) et p*(a) , Sn particu lier B(a) eat 

transcendant .



-24-

BIBLIOGAPHIE

CANTOR J.Orelle TT (18T4) p.258

(2)
LIOUVILLE C.R.AC.SC.Paris 18 (1844) p.883 at p.910 

J.Liouvllle 16 (1851) p.133
(3)

HERMITE Oeuvres III p.135 . p.146 . p.150

Rep.Brit.Assco.Avane.sc.Trans.43th  meeting 
1873 , p.22

J.Crelle 76 (1873) p.342 

(4) C.R. AC. SC. Paris 77 (1873.) p.18. 74, 226» 285

LINDEMANN Math. Ann.20 ( 1882 ) p.213

sitz.Ber. Pr.Ak.wlss.Berlin (1882) p.679 

C.R. AC.SC.Parls 95 (1882) p.72
(5)

HIDBERT Nach.Ges.Wiss.Götti n gen (1900) p.253

(8)
GELFOND C.R. AC. SC.U.R.S.S. (1934 ) —II p.l 

C.R. AC. SC.Paris 199(1934) p.259
(7)

SCHNEIDER J.Orelle 172 (1934) p.65
(8)

SIG E L ABH. Ak.Wiss.Berlin (1929) N°1

SCHINEIDER Math , Ann. 113 (1938) p.l

( 1 )

( 9 )


