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On appelle systeme de Pfaff. tout systeme obtenu «n

eégalant a zéro un nombre Ffini de formes différentielles a

r variables, x-,....*r (y compris des formes de degré zéro

c’est-a-dire dos fonctions des variables). La théorie de

M.Cartan, qui a été développée dans le cas ou les formes

données sont de degré ?éro ou un (systemes de Pfaff propre-

ment dits) s"étend aux formes de degré quelconque ; nous

verrons d’ailleurs que 1Tintégration d"un systeme quelcon-
que peut toujours se ramener a celle d“un systéme de Pfaff
proprement dit ( Voir I1lléme partie de cet exposé).

Les formes différentielles étant supposées définies

au voisinage d"un point (&) = (X)° , on se propose de dé-

terminer, au voisinage de ce point, toutes les variétés” in-

tégrales™, c’est-a-dire les variétés a 1.3....p.— dimen-

sions sur lesquelles 3os formes données s’annulent (voir
plus loin les définitions précises).
chaque variéeté

La détermination de

intégrale se fait par résolutions successives
de problémes do Cauoay-iroval cwskii

me de Cauchy-Zovat onski consiste
d"équations

) ¢ ~ 1\
(3) ;DZ: IJJ(a*.,y.zJ O)Z(;LI\)

a déterminer les fonctions zjJ des variables

. Rappelons que le proble-

, étant donné un systeme

XN ety
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qui. pour Yy=0 . se réduisent a des fonctions aonnéos
variables x«*

«0S
- /( Bn-fsl ty- Jans les—ayotémee que- nan m«-—

L r t -emlseger. -les— ——seront” 1iInéai"res par mappo-r* a €

*

I>71 \ = or 1-oxistonco et ITunicité locales do la solution
fsont démontrées dans le cas ou toutes los donnéos sont ana

lytiques , et elles peuvent se trouver en defaut dans le

cas contraire . Par exemple , le systéme

£ z1 _  "dZg J? NNz
Ny ’ <y ">X
n» admet pas de solution lorsque les fonctions données.

z (X,0 , =, (X,0) ne sont pas analytiques

Nous supposerons donc dorénavant que toutes les

fonctions qui iInterviennent sont analytiqueg . La théorie

qui va €tre exposée pourra néenmoins srappliquer, ne serait-

ce qu’en partio, a certains systemes de Pfaff particuliers,

non analytiques, ceux dont 1»intégration se raméne a des

résolutions successives de systemes différentiels ordinaires

Z«
(fonctions T indépendantes des ).
" 1

Par exemple , la
) o XJl
théorie des systemes complétement iIntégrables vaut lorsqulon
suppose simplement que les formes données ont leurs coef~

ficients contindment différentiables.

I#- yariétos araly tiques.

Commencons par étudier le cas d’un systeme de Pfaff
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dont toutes les formes sont de degré zéro.

Soit doSic un nombre quelconque de fonctions fT_09.

holomorphea au voisinage d’un point que nous prenons
comme origlna? x=0 . be systeme d’équations
@ @ =0 @1 ....pP

définit , au voisinage de 1’origine, un ensemble de points X
que nous nous proposons d’étudier (Cf. le livre d’Osgood et
le mémoire de Rtickert cités dans la bibliographie).

Nous Mlaissons de coté le cas ou le déterminant fonc-
tionnel des f1i est non nul pour x=0 (c’est-a-dire
afp Adic> A .... Adf, ~0 ) { les équations (3) défi-
nissent alors une variété a r—p dimensions, et on obtient
une représentation paramétrique propre de cette variété en
prenant comme parametres r-p des variables x convenablement
choisies .

Dans le cas général, les () définissent un idéal
U dans I”anneau de toutes les fonctions holomorphes a 1 ’ori-
gine . Appelons Variété de 1’i1déal Q . 1*ensembl e des zéros
(voisins de x=0) communs a toutes les fonctions de J
Plus général ement4 on pourrait considérer la variété d’un i-
déal quelconque, mais la généralisation n’est qu’apparente car
le théoreme de la base fTinie est vrai dans I ’anneau des fonc-
tions holomorphes a I’origine .

Deux i1déaux distincts peuvent donner naissance a la
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mémo variéeté { par exemple $ ot une puissance de J ) =
Mais, parmi tous les i1déaux qui

rietée V, il en ©31 un qui

de toutes les fonctions

donnent naissance a une va-

contient tous les autres : IM™éal

(holomorphes a 1»origine) qui slan-

nul ent sur V. On I appelle 1*idéal de la gariéte, JT.

Une variété” est dite irréductible si 1’i1déal de cette

variété est premier. N

Propriété caractéristique d’une variéeté V*: si le produit de

deux fonctions s’annule i1dentiquement sur V. 1°un au moins des

facteurs s’annule i1dentiquement sur V.

Comme conséquence du "‘Nullstellensatz” de Hilbert,
on a la proposition suivante :© si 3* est un

ideal premier,

. _ - cp _
toute fonction qui s’annule sur la variéeté de 0 appartient

by

a EP Donc HP est l’idéal de la variété de U
variété est irréductible

.et cette
, Il y a ainsi correspondance bi-

univoque entre les variétés irréductibles et les i1déaux

premiera .

Si maintenant, on applique a un idéal quelconque

le théoreme de décomposition en i1déaux '‘primaires’”, on arrive

facilement au résul tat suivant : la variété

d’un 1déal-3uel -
conque se compose de la réunion d’un nombre Tfini
Irréductibles

de variétés

Forme canonique des équations d’une variété irréductible

On démontre qu’on peut, en effectuant sur les varia—
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blea une substitution linéaire convenable, se ramener a dea

equations de la forme

~N P
(B) P(xk+l -0 * ~Q1 " 0
(I=k-f3..... 9)
P et Q*désignent des polynomea en *k+I* Hyp« de Jeler—

atraas' (le coefficient de le plus haute puissance est |1 ’uni-
té, lea autres coefficients sont de8 fonctions holomorphes

de x1..... xt , nulles a 1’origine) . En outre, le polynome

P est irréductible (1l ne peut pas se mettre sous la forme
du produit de deux polynomes de Weilerstraaa de degrés moin-
dres) . L*entier k est le méme pour toutes les représenta-
tions canoniques T 11 définit 18 dimension do la variéte

On démontre :

Toute sous-variéeté d’une variété Irréductible a un nombre
moindre de dimensions .( ou plutét , 11 en est ainsi pour
chaque composante 1irréductible de la sous-varié té).

Voici deux conséguences importantes de cette propo—
sitlon :
1°- Si f(x), holomorphe a I ’origine, s’annule en tous lea
points de V  (irréductible) suffisamment voisins d’un point
xX)° de V, T(X) s’annule 1dentiquement sur V ;

3°- Les variables (X) étant partagées en deux groupes (y) et
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() , et la variété VvV étant irréductible a 1’origine,
|16 aection de V par y=y°
pace (z). de

sines y=y~

y-z-0,
quelconque* se compose . dans | ’es-

I ’ensemble des points-limites des sections voi-
; 11 n’y a exception que si, y étant nul, Ila
variété Y appartient tout entiére a

la variéeté y=0
(Démonstration : tout d’abord,

les pornts-limites des sec-
tions y=yn appartiennent a la section

y=y° . Réciprogquement
tout point z° de la section y=y°

est un point-limite de
les équations y=y° définiraient

aurait en commun avec V tous les

sections voisines ; sinon,
une sous-variéeté de V qui

points voisins de y° . z° , et qui devrait donc étre iden-

tique a v ).

quelques erreurs a éviter

1°- les équations (3) deviennent illusoires aux

points ou l’on a ap
@ P=20 , -—— =0
°  k+l
P
en un tel point, le quotient Q, :——— prend la forme
® *k+l

2. . mais i1l tend vers une limite fTinie bien déterminée
lorsque le point x-j.....x ~ varie en satisfaisant &

P-o0 Les points qui satisfont a (&) ne sont pas né-

cessairement des points singuliers de la variété ; la sin-

gularité peut disparaitre avec un autro mode do représenta—
tion .
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1
~l

30. xjn i1déal

une -base formée de (r-k) fonctions seulement
30- une variéte

premier de dimension k n’a pas toujours

irréductible a I’origine n’admet
pas toujours de représentation paramétrique au voisinage de

ce point

4°- une variété irréductible a l#origine peut ne

I ’étre pas on des points arbitrairement voisins

(par exem-
ple,

une courbe algébrique C Indécomposable définit,
coordonnées homogeénes,

en
un cone algébrique P dans 1 ’espace

, Irréductible a 1 origine ; mais un

a trois dimensions

point double de C a tangentes distinctes définit une géné-
ratrice de J* , et au voisinage des points de cette généra-
trice, L n’est pas irréductible ).

Variétés homogenes

Partageons les variables en deux groupes * (X) et

(uU) . Une variété V est homogene par rapport aux u ai on

peut la definir en égalant a zéero des polynomes homogénes

en u , a coefficients holomorphes en x
Théoreme 1

Toutes les composantes irréductibles (@
1 origine) d’une variété homogeneT sont homogenes

Bn effet, la transformation

(G X —=-"Xx , u —"~ u e*n (t réel)

transforme 1 ’ensemble de ces variétés irréductibles en lui-

méme; puisqu’elles sont en nombre fini, et que les transfor-
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mations (4) Tforment un groupe continu A 96quetée-cmaf» elles

Sont individuellement conservees .

Soit elors V 3"une des composantes irréductibles d’équations
j x,u) =0

Les fonctions f.(xfue ) s’annulent sur V ; 1l en est de

méme do f
} ] 1,
Pin(**.uJd = J m(x.uo

Or Pjn est un polynome homogéne do degré n en « #v«t I*on

a le développement convergent
oC

fp(x,u) = PIn (X.u)

Il en résulte que les équations

Pin x,u) =0
definissont la variéeté V ; et d’aprés le théoreme do la
base finie, elles se réduisent a un nombre fini d”entro
elles v C.Q.7.D.

Application

Soient deux groupes d"équations

©®) ) =0 ; {6™) f(x*n) =0 :
supposons que (6) définisse, dans l’espace (X) . une va-
rieté Vv irréductible au point x=0 . et que les équations

(6°T soient linéaires et homogenes par rapport aux u . En
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chaque point 1 ae , le rang du systéme (6T) a une valeur
s(X) . et 39%ntier s(xX) est la méme (soit a) en tonp 3ea
points de V-. sauf peut-€étre st points de sous-v8rié tés de
VO a un nombre moindre de dimensions (parce que VQ est ir-
réductible) . En tout point X de V on aura s(X) — s ;
appelons ordinal res les points ou b®&) = 3 .

Supposons maintenant £3 assez petit pour que, quel
que soit x de VQ, les équations (6*) en u aient d’autre so-
lution que “u = 0 , Alors, parmi les varié té8 (homogenes)
Irréductibles définies, dans l"espace (X,u) » par les équa-
tions (6) et (6*) , 1l 7 en e une qui contient les points
eordinaires' de Vc et les u correspondants . Nous |1 ’appel-
lerons le solution générale du systeme d"équations .

En un point ordinaire de VO, le systéeme (6*) est

équivalent a
le

Q) *1 =/ Q (1= fol ... ... )

les 7 (X) sont holomorphes, maie deviennent iIndéterminés
aux points non ordinaires de VO . On voit que la "solution
générale'™ se compose des points (X,u) suivants :

1°- *£ ordinaire de VO, u”™ arbitraires, u® définis par ()

2°- X non ordinaire de Vo’ et pour 1e8 u, I"ensemble des

limites d"indétermination obtenues en considérant les Xx or-
dinaires voisins .
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D ’apres le théoreme X, I’ensemble de ces 1imite*
o]
d”indé termination constitue, en chaque point X de 7Q,

un cbne algébrique (irréductible ou non) dans 1 ’espace {u)*

Exemple. / x2 + y2 + z3 =0

le ”solution générale” s’obtient en ajoutant a ces équations
1 équati on

ud + v2 4 W5 =0
mais le systéme proposé admet en outre la solution

X=y = 2Z=20 (u; v, w quelccncues)

I1.7 Eléments différentiels.

Un élégnent a p dimensions BH, dans I ’espace (& ,...
Xr) est défini t
jo- par les coordonnées Xx™,....,Xr d’un point, dit ppint
d "appui de Ep ;
S°- par une variété linéaire a p dimensions £ p dans
I ’espace homogeéne

dx”n, *e.*. »

Les éléments a zéro dimension sont les points de 1’espace
(X**;.., Xr)

Une variété £ peut étre définie T

- soilt par p vecteurs indépendants, c’est-a-dire au moyen
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i»une représentation paramétrigue

<8) X 1«*.Tot (1=1"..... r)
oi=l
les v, étant des parametres, les A étant les coordon-

nées de P vecteurs ;

-soit , Intrinsequement, par (r-p) relations linéaires

distinctes entre dxl,...T'dxr ;

Une forme extérieuro (b Gil d¢j ,.,.,dx» @ eoeffi-
cients constants) s’annule sur £ si, par la substitution
(8), elle devient une forme en , 1dentiquement

nulle . Cette définition est iIndépendante du mode de repré-
sentat! on de 13P ; elle oxprime que (a appartient a 1Tidéal
défini (dans 17anneau des formes en ax. ,..,, dx™ a coeffi-
cients constants) par les (r-p) formes du premier degré
y --- , qui, égalées a zéro défini33ent £/

Pour cela, 1l fTaut et il suffit que le produit extérieur

T /\<F1 1\._.___. A<fr-p
soit nul .

Le produit AN ... NA&r-p“ &Ff est une
fome de degré r—p , complétement décomposable ; toute

substitution de déterminant non nul effectuée sur 4je **e *
Y]r—p , reorodui t £ D a un factour constant preés
La forme £,P définie a un factour pres, caractérise la va-
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riété t t ce qui justifia T’ identité «e» notations)

Etait donné une forme de degré !r-p) a coeffioient»
constants u". on exprime qu’alla est complétement diconwosa-
ble en écrivant certaines relations quadrati eues homogenes

entre les u = 068 relations définissent, dons lx»espace profe

T -
TfoA-hIT & T « 1 dimensione, une varieté algébrique
6 p! r-p!
y~ & p(r-p) dimensions dont tous les points sont simples
(grassmannlenne) . Les points de oette variété représentent

les variétés linéaires a p dimensions de 1»espace (homogéne)

& r dimensions ,

Résumons :
le— un élément h p dimensions E est défini par I’en-

semble d’un point de I’espace (X) et d’un

point (u) de la variété ) ;

2 °- pour qu’une forme (@& (dx™,.,., dxr) s’annule sur une
varieté £ . il fTaut et i1l suffit que la forme £p de
degré r—p , construite stuc les u du point correspondant

de ¢1p , satisfasse a

$AEfp=o0
( Remarque 2 toute forme 4> de degré > p s’annule sur £2)
Définition s une fTorme différentielle extérieure (@ coef-

ficients fonctions de x cette fois) s’annule sur un élément
BP si la forme a coefficients constants obtenue en rempla-
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,Jant les * pur les coordonnées «u point d’appui de 3p a»»n*

nuls aur le variété £ relative t 8p

Idéal différentiel.

On dit qufun Idéal @ de formes différentielles (&

eoefflclenta holomorphea en un point x° ) est dj.fté rentlel.
Si,

w désignant une forme quelconque de J , la forme dé-

rivéee dul appartient aussi a . (ceci vaut en particu-

lier pour les formes de degré zéro de 3 ).
Plus généralement, étant donné un Idéal IWLI2-RAPXOTE.
, 1’ensemble des formes de j

nit un idéal différentiel ~ 7: i1déal dérivé de N

et de leurs dérivées défi-

.S o

a une base co N N K » MR3 Ncrmes o, »e* e N IC

au, . .... ,dto. constituent une "base pour -

4 e t? désignant deux i1déaux quelconques,
congruence

la

g 0] (nod, ™ )

entrail ne
5*=0 (mod, Jd)
(conséquence 1mmédiate de la formule qui
du produit de deux formes) i
Toutes

donne la dérivée

les notions précédentes se conservent par
tout changement de variables (non ni coss¢ji rement biunivogque)
f X ®) fi(y2t..=.,y")
dx® —--3} d™
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*j-J---- tr 1 R non forcément égal a r )

Idéal différentiel d"une variété

L’exemple le plus simple d"idéal différentiel est le
suivant - Soit V une variété analytique, irréductible en un

de ses points (x°) . H lui est attaché un idéal premier
V=dans I anneau des fonctions holomorphe s en X ).
irdéfinit aussi un i<¥al dans 1"anneau des formes diffeé-
rentielles (de tous les degrés) a coefficients holooor-
phes en (x°) . L"idéal dérivé, soit IT , s"appelle 1l«idéaj.

différentiel de la variété V . On peut lui donner poirr base

un nombre fini de fonctions (constituant une base de )
et les différentielles de ces fonctions

Eléments de contact d"une variéeté

On dit au“"un élément Sp est un élément de contact

de la variété V (irréductible au voisinage d“un point (X ) )
si les formes de I"idéal v ' s"annulent sur Ep

il faut et il suffit :

. Pour cela

1°— que le point d"appuil de B soit un point de V
2°- que les différentielles des fonctions

. (sorvant do
base a XK) s*"annuléent sur 3 , c’est-a-dire

r
N\ —_
©) 2__ D x dX3.—O
3=1 3

Soit < le rang du systeme (9) sur la variété Vv
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{Cf. fin de la lere partie) . On a S r ; en un point
»ordinal re'"de V, s des Variables £ s’expriment en fonction
des r—-s = k autres convenablement choisies . On voit que
k est la dimension de V ; on appelle souvent aiogplej] les
points ordinaires (dans le sens ci-dessus)« N
Il en résulte facilement ; si le point (X°) est,

simple. 1»idéal différentiel LT se cenpose desJornes .qui,
sTannulent sur les éléments de contact a k dimensions de

V. ( k éetant la dimension de V) .

Eléments de contact principaux.
k désignant toujours la dimension de V, les éléments

de contact a p — k dimensions peuvent étre déefinis par les
equatl ons

it (X =0. g (w = 0. F(x.u) = 0 ;

les équations C*= 0 sont celles de la variété V ; les

equetions g (U) = 0 sont celles de la variéeté / p des
formes completement décomposables de degré r—p ; les
equations F(x,u) = 0 sont linéaires et homogenes en u ,
et s’obtiennent en écrivant que les formes df* s”annulent
sur 1’éfbément EP de coordonnées (X,u) , Or les équations

précédentes définissent un nombre Tfini de variétés irréduc-
tibles dans |I’espace (x,u) ; parmi elles, celle qui contient

les points simples de v et les éléments de contact corres-—
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pondants a*appellera la famille principale des éléments de

contact a p dimensions . un point non simple do V,

les éléments de contact principaux Tforment une vsri ?té al”

fitbrigue dans 1 ’espace (u) (CF. fin de la 1lere partie).

par exemple, si V est un cbne dans l1"éspace a trois

dimensions, les éléments de contact principaux a deux di-

mensions sont les plans tangents au cb6ne tout le
génératrice ; mais

long d"une

il y a d»autres éléments de contact a deux

dimensions : tous les plans passant par le sommet du cone.

I11.— Varié tés intégrales , éléments intégraux d’un

systeme de PYajff .

Un systeme do Pfaff s"obtient en égalant a zéro un

nombre fini de formes dif érentielles de degrés quelconques,

a coefficients holomorphea ou voisinage d"un point que nous

prendrons comme origine X — 0 ,, En chaque point x suf-

fisamment Voisin de zéro, ces fornes défInisaent, dans 1"an-
neau des formes différentielles a coefficients hol omorphes

en x°, un Idéal J (X° ), qui peut dépendre du point X

SI 1"1déal C (0) est diffé rentiel (CF.
11 en est de méme de ~ x° ) quel

Ileme partie) ,

que soilt X
Nous dirons qu“une variété V, irréductible en uii

de ses points x°, est intégrale si les formes de \J s an-

nulent sur les éléments de contact principaux de V, y com-

pris les éléments 5 zéro dimension, c"est-a-dire les points
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de V.

Au voisinage d"un point simp3e de V. catttf condition
équivaut a 3a suivante :

"3=0 (nod. V. )
désignant 1"1déal différentiel de la variété V relatif

au point simple considéré .

Inversement, si les formes de *J s"annulent» * @Gn.
chaque point simple de V, sur 1élément de contact a k di-
mensions relatif a ce point (k désignant la dimension de
V), elles s"annulent sur tous les éléments de contact (a un
nombre quelconque de dimensions) relatifs a un point simple
et, par passage a la limite, sur tous les éléments de con-
tact prineipaux relatifs a un point quelconque (simple ou
non) ,
Remarque 1

St une forme de 0 s"annule, chaque composante homo-
gene de cette forme s"annule; c"est pourquoli Nnous suppose-
rons toujours que la base do O est constituée de formas
homogenes .
Remarque 3

Sn un point(simpie) ou V admet une représentoti on
paramétri que

Xr - fFi ... tkT *

la condition pour que V soit intégrale est que les formes de
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N s?’8nnulent per 1s substitution

] — > ] .oa*t — » dfi
Remarque 3

Toute gous-vsriété d"une vuriété integyal# 3n*
tégrale .

Slémenta intégraux.

Il est naturel d’appeler Intégral tout élément
sur lequel les formes de 3 s’ennuient.

(Remarque s 11 peut
exister des formes qui

s’annulent sur tous les éléments In-
tégraux sans appartenir a 0 ; par exemple,

base, au voisinage du point x =y =0

si 1) a iour
,1ls fTorme vy dx
la forme vydx s’annule sur tous les éléments

n >appartient pas a j ).

intégraux et

D apres ce qui précede :

Pour nu’une variété V 5 k dimensions soit
grale. 1l faut et i1l suffit que,

intée-
en chaque point simple de
V. 17€lément de contact a k dimensions soit intégral»

—1

“Le probléme de 1I’intégration d’un systeme de Pfaff,

ciest-a-dT1re de la détermination des variétés intégrales

al. s dimensions, se décompose donc en deux :

lo- déterminer les éléments iIntégraux de dimension
née K ;

don-

3°— cela fait, reconnartre, parmi ces €éléments, ceux qui
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sont effectivement éléments de contact principaux d*une ra*
riété intéegrale a Kk dimensions, étudier de quel traire

dépendent ces varié tés intégrales , etc ....

Détermination des éléments intégraux & k dimensions .

Ils sont définis par des équations

(10) CfoQ) =6 , g = 0 . V(x.u) = 0 ;

Les fonctions cp” sont les formes de degré zéro de v T
les équations gk(u) = 0 sont celles de la graasaannj]enne
\ ~» les é~gations F(x,u) = 0 sont linési res et homoge-
nes en u , et s’obtiennent en écrivant que les formes de
N (de degré — 1) s*ennuient sur 1 "€l13ment cons idéré

Le systéeme (10) définit, au voisinage de X = u =0

, un
nombre fini de variétés irréductibles dans 1"espace (X,u).

Les éléments intégraux a k dimensions se répartissent

donc en fami lies Irréductibles . De plus, les elemonts de
contact principaux d“une variété intéegrale (irréductible)
appartiennent a une méme famille Irréductible d"elomunts
intégraux . En définitive, la recherche des variétés inte-
grales a k dimensions pourra s"effectuer séparément pour
chaque fTamille irréductible d"éléments Intégraux a k di-
mensions

Los familles d"éléments intégraux Ont été obtenues

a partir d“un systeme do Pfaff . On pourrait* plus généra-
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lement, se donner a priori uno famille analytique 1irréduc-
tible s d’éléments a k dimensions, et chercher les va-
riétés a k dimensions dont les éléments de contact prin-
cipaux appartiennent a la famille. Cette généralisation
n»est qu» apparente , car les variéetés cherchées sont variée-
tés i1ntégrales d’un 33-steme de Pfaff ouTon peut former de
la maniere suilvante T

ler cas — supposons d"abord les éléments a Kk dimensions

définis par des relations
k
ab axj ~y~ ¢ a** =0 (1=k+3....)
Cc-™M

les —Cim]_ sont des coordonnées (non homogenes, independan-
tes) dO© la variété £. de 1 'élément considére, cette re-
présentation n'étant possible que si dx; A dx, /\ ... f\

dxk & 0 sur £’k'

La famille 3~ sera alors définie par dos équations

a3 Co X, t )=0
entre les coordonnées I du point d"appui de 1°élément et
les paramOetres £ . (Remarquons que ce mode de définition
de nous oblige a ne considéror que des éléments a Kk
dimensions wvoisins d"un élément x° , X° U*
Dans ce cas, les variétés "intégral es” sont évidem-

ment les variétés intégrales a Kk dimensions du systeme de
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pfoiff (aux var%a*tjﬂes X eu Q/ i lorfflC JI(—D’E3 303 Qeururoms (~nd
et (13) a Condition de se borner aux variétés sur lee-
quel 1os dx™ A ---A dxk ™~ 0 -

Remarque : ce probleme est équivalent a 1»intégration du
systeme d’équations aux dérivees partielles
X4
(** io
a (r-k) fonctions inconnues x. de k variables x” . La
résolution d’un systeme quelconque d’équations aux dérivées
partielles du premier ordre se ramene donc a la résolution

d’un systéme de Pfaff. Le cas des ordres supérieurs s’y

ra-
mene aussi par |l’introduction d’inconnues auxiliaires .
3eme cas - Les éléments a k dimensions étant définis par
les coordonnées u d’un point de la grasmannienne } ~ (coor

données homogenes, dépendantes), 3a Tfsmi l1llg SF aura des e-

quati ons dé 3a forme
(33 <f x,u) =0 , gfpuw) =0 ;

(certaines des re3ations CF= 0 pouvant ne contenir que

3es X )

Pour exprimer que 3es u. sont 3es coordonnées d’un
03ément de contact d’une variété a Kk dimensions, on écrit
les relations linéaires entre dxj, dxr (& coeffi-
cients linéaires en u) qui expriment quo le vecteur dx™,...

dx appartient & I’élément de coordonnées u . Ces rel a-
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elons. «Jointes a (13) . définissent un systeme de Pfatt %

11 suffit de chercher les variétés intégrales a k dimen-
en se bornant a celles dont les elomonts

de contact principaux n’annulent pas tous les produits
a*is A ... Ndxik e

sions de ce systéeme.

Comparaison dos deux méthodes

La premiere comporte [1’introduction d’un nombre
moindre d’inconnues nouvelles

(savoir les ¢ au lieu des u)
par contre,

la seconde permet d’envisager d’un seul coup tous

les éléments de contact quelle que soit leur orientation

(puisque le voisinage de u = 0 donne tous les éléments a

k dimensions) . C’est ainsi, par exemplo, que la notation
Ttz ‘'dz »
Cp (**y»z */\y ~ N

pour une équation aux dérivées partielles, ne permet pas de

considérer dos surfaces intéegrales qui ont des plans tan-

gents parai lelos a 0z , alors que ces surfaces s’introdui-

sent naturellement par 1*introduction de coordonnées homo-

genes pour le plan tangent, quand la nature de 1 ’équation

rond cette introduction possible

Prolongement d’un systeme de Pfaff.

Lorsqu’on cherche les variétes intégrales a k di-

mensions d’un systéme de Pfaff, on détermine d’abord les é-
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Iémsnts iIntégraux a T dimensions. Prenant une faoille ir- |
réeductible de tels éléments Intégraux, on est amené , ccmme

on vient de le voir, a former un nouveau systéme de Pfaff
(appelé systeme prolongé) en adjoignant aux anciennes varia-
bles x de nouvelles variables 1 (non homogenes) ou u (ho-
mogenes) . T.« systéme prolongé ne _c_omp_ort§ fermes

de degrés zéro et un . On pourra le prolonger a son tour

(le donservant toujours la méme valeur) . Nous verrons, dans
le prochaln exposé, que c"ést par des prolongements succes-
sifs que 17on arrive a déterminer toutes les variétés iInté-

grales a k dimensiona du systeme initial.

Jy™  pro:jnété icrdaaor.tale d2s J.gé - dIfffjrentl=

Soit Y une variété intégrale, d’un i1déal 0 de for-

mes differentielles . On a, au voisinage d»un point simple,

do Y

A= 0 (mod.\T )
On a donct avec les idéaux dérivés et 1T (Cf.lleme
parti e)

£] =0 (mod ,\T )

Or V est un idéal différentiel, et par suite, IT =V
d Tou
y =20 (modi '
Donc, toute variété intégrale de. 1* idéal es t
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varietée ~t~rale do g»idéal dérivé, et par suite, les élé-

ments de contact de V doivent étre intégraux non seulement

pour 0 , mais aussi pour $

Historiquement, c’est la substitution de a qui s
fait faire un pas décisift a la théorie des systemes de Pfaff
Gela tient a une propriété trés Importante des 1i1déaux dif-

férentiels, que nous allons exposer maintenant

Soit a exprimer que 18 variété paramétrique V

»e = Iigtl’-**’ tp) (t voisin de zéro)
est Intégrale . La substitution
X3 —» fj , dx. ---* dfj
transforme ™ en un i1désl o0 de formes en -t et dt . et
i1l a»agi t d»exprimer que toutes les formes de J sont
nullee . Or, portons spécialement notre attention sur la
variable t (posons t - T5 ) ; dans tous les cas, cha-

que Torme > de M~ peﬁt sTecrire

U) (tA, ....*tp .2 »~ 1dtr, .._, dtp_-j,d*t /| —

SX. [t,V :dt3, ..., dtpl ) + d uNTT(t,x 1dt3, ..., dtp”3)

et les JIL forment un icé”™ m Pour qae la variété soit iInté-

grale, 1l faut et i1l suffit que les Il et 1es TT soient
nul les .

Théoréme - Si 1fidéal p est differentiel, il faut et
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tJ suffit, pour que V soit Intégrale
Jo- que les 1T appartiennent a 171déal des ]
3®, que, pour t = 0. les formes 12 s’annulent.
La condition est évidemment nécessaire . Inverse*
ment, si elle est remplie, les Tf et les S\. sont tous nulsi
il suffit de le démontrer par récurrence par rapport au de-
gré k do la forme oo .

Tout d’abord, si oo est de degré zéro, on a IT= 0,

00 = A
La forme
d A = e + d€T
appartient a h , et par suite n appartient a I’idéal (su

o *C
Autrement dit, les formes co, de degré zéro satisfont a un

systeme de relations
>0l r—
ar- “¢y- ai3 (t"r) 401

et comme co _(t,0) - 0 , on s co i = 0 quelque soit U =
i

Supposons le théoreme déemontré pour les formes de
deyré k-2 , et soit maintenant une forme de degré k.
La forme IT correspondant® est de degré k-1 , et par suite
identiquement nulle . Le raisonnerr.ent se poursuit alors
comme ci-dessus {——C désignera la dérivée de sh lors-
qu’on y considere les t et les dt comme des constantes).

L “importance du théoreme 2 tient a ce qu?rl énonce
des conditions nécessaires et Tjuffisantos pour que des cour-
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bes a une dimension (t=C , X variable ) s’appuyant sur
une variété intégrale a ((E-3) dimensions ( » 0) en-

gondrgpt une variété intéegrale .

V .- Intégrale générale d’un systeme de Pfaff

(systemes en "involution” de E~Certan)

Nous supposerons désormais que ¢j est un idéeal dlf*
ferentiel .

Points i1ntégraux.

On les obtient en égalant a zéro les formes de degré
zéro de 0 . On trouve un nombre fiIni de variétés irréducti-
bles . Pour étudier le systeéme, nous étudierons successive-
ment les variétés irréductibles de pointe iIntégraux. Dans
ce qui sult, nous supposerons (hypothese esaentielle J)
que les formes cP de degré zéro de 1 ’i1déal différentiel

forment une base pour 1fidéal premier de la variété ir-
réductible Vq des points intégraux .

Eléments Intégraux a une dimension .

IlIs sont donnés par
4) F?aC) - 0 ) a’ (x,”)=0,
les fonctions CP” étant linéailres et homogenes par rapport
aux parametres (homogenes) 1 d’un élément a une dimension.
Soit jJt le rt»ng du systeme cp (x,-¢) =0 lorsque &a ap-
partient a VQ ; nous dirons qu’un point intégral est ordl-
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naire , si en ce point lo rang est effectivement B =

On a S - r

, et si s = r . 1l ne passe pas
d’élément 1i1ntégral a une dimension par un point intégrai
ordinaire . Dans ce cas, nous arrétons la l’étude du syste-
me

32 s Ar (posons r-s-1 — r*) , par un point
intégral ordinaire passent C? 1 éléments intégraux a une
dimension. Dana ce cas, les équations (14) définissent,
dans 0I’espace (X, ) des variétés irréductibles dont I ’une
constitue la solution générale du systeme (CFf. fin de la
lere partie) . Tout élément intégral qui appartient a la
solution générale sera dit élément intégral général a une

dimension (il peut y avoir d’autres éléments iIntégraux a

une dimension) . Nous désignerons par la varieté (irré-
ductible) des éléments iIntégraux généraux a une dimension.
Exemple dy

Toute équation fx,y, ) = 0 a une fonction incon-

nue y de x , se ramene au systeme de Pfaff
fx, v, 29 = 0 , dy - zdx =0

( T =0 est supposée irréductible au point xq, yQfF zQ

considéré). Soit <7 1’idéal différentiel correspondant ;

les formes du ler degré de admettent la base
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I£E X+ day + i dz . dy - z dx
3X Y <)z

Ici r=3 8 =2 ; les points intégraux ordinaires
sont ceux ou l’on a pas a la fois

Ny + Z .TW =0 et 777 « O .

par un point iIntégral ordinaire passe un élément iIntégral ft

une aimenslon . Par exemple, si f-y-z? , les pointe

intégraux ordinaires sont ceux ou z£ o ; les éléments

intégraux géné raux a une dimension sont donnés par

dx = 2 dz , dy = 2 z dz ;

11 y a d’autres éléments intégraux (savoir, z =0, y -0

ay - o iIf. arbitraire ; i1ls ne sont en général éléments
de contact d’aucune variété intégrale ; parmi eux,

seuls
les éléments dz =0 sont éléments do contact de la varié-
té iIntégrale, dite ’singuliéere” ,y = z=0 ) =
Eléments Intégraux a deux dimensions
Revenons a lI"étude générale de notre idéal #°on —

supposant 0 <.t -

Cherchons les éléments intégraux a deux dimensions

passant par un élément iIntégral géné rel a une dimension

Soient ™ les coordonnées d’un élément & une dimension; pour

que cet élément engendre avec 3™ un élément intégral, /~n a
des relations
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(15) F (*. ul./)=0
linéaires on t . Los * et Tes ul sont les coordonnée»
do 1 ’élément B , c’est-a-dire d’un point de V™ . Sur Vj
le systéme (ié) d’équations on t e un rang eu moins égal
a s (car parmi ces équations figurent celles qui expriment
que 1 ¢lément £ ost intégral) ; soit a + SJ ce rang

On a

s+s - r-1,
puisque le systeme a au moins une solution (savoir 6— U )j
d”ou

8: - ri
Si s = r* , par un élément iIntégral général Ej . ne passe
en général, aucun élément Intégral a deux dimensions « Dans

ce cas, nous arrétons notre étude

Si s N r (posons N -s§ -1 - ) * appelons o,rdi -
naire tout élément intégral général pour lequel le rang esk
effectivement s + s§ . Par un FEM ordinaire, passent 00
eléments iIntégraux a deux dimensions , be systeme (15), au-
quel on adjoindrait les équations définissant les X et les
d’un BJ général, admet alors une "solution générale" ;
les éléments intégraux ( a deux dimensions) correspondants
aont dits : éléments intégraux géniraux a deux dimensions.
Jans 1’espace de tous les éléments a deux dimensions, ils

forment une variété irréductible V25 .
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On voit, que de proche en proche, on définira les
eléments iIntégraux généraux a trois..... dimensions ; jus-
cu’a ce qu’on arrive a un entier n tel que 3n - rn
(ce qui arrivera nécessailrement, car r > y -.-)

En définitive, les entiers rjJ et SJ satisfont au systeme

d’égal i1téset d’inégalités

s<r , r-s-1=n1 , 8 =r- 1™

a,<r, . rj-aj-1=rg . a+ Sj=r - By -a .
Sn-3<rn-le "n-1"8»-1-1 = rn- «+»i+--=tan-I1=

oa= rn eeetBn-l+an= r " 11

L'entier n slappel2e le “enre du ayatene do Pfsff,

I ’étude précédente ae résume ainsi :

Quel que soit I’entier p — n , 11 y a des éléments
Iintégraux ’généraux” a p dimensions; ils constituent ,
dans 1’espace des éléments a p dimensions, une variéteé
analytique 1irréductible V . Par un élément intégral géné-
ral ~ordinaire” EP’ passent oo p4T {0 st p =n) éléments
intégraux a P+1 dimensions ; ces éléments sont généraux ,
Ajoutons , pour étre complet, que tous les points iIntégraux
sont considérés comme g moraux .

On dit que le rtéme ej 3 mn involution pour toute

dimension p — n.
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Eléments intégraux reéeguliers .

Parmi les éléments iIntégraux g"n irsuz a p — n
dimensions, nous distinguerons les éléments rogu'l: =rs, dont
voici la définition per récurrence per rapport a p

Definition : Tout point iIntégre! est régulier ; un

elément iIntégral général Sp est regulier s*iI3 contient su
moins un E 5 régulier ordinaire (c’est-*-dl re tel que
par Ep_?- passent exactement cx> "éléments intégraux a p
d imensions).

Par suite, a chaque élément ré*ul ier EP on oeut

associ er au moins une chartne de sous-éléments Eq 3-,

Bp-1
e0 a 31 ¢r.... ®p-1 d. *p
telle que chaque Ek { k- p-1) soit régulier et ordi*-
nai re . Et 1*on vériftie facilement :
— tout point intégral voisin de S est regulier
ordinaire, et est contenu dans au moins un élément iIntégral
a une dimension voisin de En ;
— tout élément intégral voisin de E, est régui ier
ordinaire, et est contenu dans au moins un élément Intégral
a deux dimensions voisin de EU ;
— etc ... jusqu?a - tout €elément intégral voisin
de Sp_} Cst régulier, ordinaire, ¢t contenu dans au moins

UN élément intégral jX P mens lons VOISIN de E—Q :
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e enfin, tout élément Intégral a p dimension®
voisin de S est régulier .

Toui cela s’applique en particulier pour p — n.

Gel a posé , annoncons le théoréme fondamental d»exl18-—
tence dont la démonstration (qui repose sur le théoreme 2

IVeme partie, sera donndée dans 1lTexposé¢ du 14 Décembre).

rnéo™me 5 .- SI S est rérrulier. et al Eq AN
.. £ r .t a, designe une chaine attachee a B, . alors
- par 3 padse au moins une courbe Intégralo admettant

B pour élément de contact ;

- par il paase eu moins une variété 1intégrale a deux dl-

mensi ax:-=> edne ttant pour élément de cor tact;

- par pAsse au moins une variété intégrale a p ¢1"
mensi ons M admetgant Lb pour élément de contact.
_________________ p ————————ee——— nmn e e . — e —_ —_———————

Ainsi tout élément intégral régui 1or a p dimen-
sions, est 1»élément de contact d’au moins une variété in-
tégrale a p dimensions . Nous appellerons intégral e gé-
nérale a p dimerpions, toute variété intégrale a p di-
mensions dont les éléments de contact principaux sont des
éléments iIntégraux généraux , parmi lesquels il y a au
moins un élément intégral régulier. Le théoreme 3 est un

théoreme d*existence pour les variétés intégrales générales.
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au moins au vol Binage d’un élément intégral reégulier ; sMl
est muet pour les éléments iIntégraux non réguliers, cela
tient a la nature des choses, comme nous le verrons dans lo

prochain exposé
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