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Cet exposé f a i t  su ite  eu p récéden t, auquel nous ren 

voyons le  le c te u r  (Voir l ’erratum) . Dans le  p résen t expose 

3 iabondance de 3 a m atière  nous ob lige  à p a sse r sous s ile n c e  

la  p lu p a rt des dém onstrations (qu’on trouvera  en général

dans le  l iv re  de K8 hl er) .

E tan t donné un système de P fa ff , on se propose de 

déterm iner to u tes  le s  v a r ié té s  ” i n tég ra l es" . la  méthode de 

B ,Certsn que nous avons commencé d ’exposer, cons:3 ce & ra 

mener la  recherche ( lo ca le ) des v a r ié té s  in té g ra le s  (à un 

nombre donné de dimensions) à la  form ation do systèmes de 

Cauchy-Ecwalewflki , qui peuvent ê tre  des système*? d if fé re n 

t i e l s  o rd in a ire s ; une fo is  ces systèmes fo rc é s , on le u r  

applique le  théorème connu dTex is ten ce  e t  d ’u n ic ité  lo c a le s . 

Pour former ces systèmes , i l  e s t  commode de i o m e r  to u t 

d ’ abord 1 e s ’’élém ents in tég rau x u de tou tes  dimensions.

Nous avons vu que le s  élém ents i n t é g r a i  de dimension p 

se r é p a r t is s e n t  en fam illes  ana ly tiques i r r é d u c t ib le s ,  e t  

que la  recherche des v a r ié té s  in té g ra ]e s  à p dimensions 

peut s ’e f fe c tu e r  séparément pour chaque fam ille  i r r é d u c t i 

b le  d ’éléments in tégraux à p dimensions. Parmi tou tes  ces 

fam illes  , nous avons appris à d is tin g u e r , lo rsq u ’e l le  e x is 

te .  une fam ille  d ite  ’’généra le” (p a r t ie  V du précédent ex

posé) ; l ’étude des fam illes générales de tou tes dimensions
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co n s titu e  l a  th é o rie  des "systèmes en in v o lu tio n ” de ’Ü. Caï^ 

tan .

X,e p ré sen t exposé comprend e ssen tie llem en t deux p a r

t i e s  . la  prem ière se rapporte  aux systèmes en in v o lu tio n  * 

e l le  concerne donc la  déterm ination  des v a r ié té s  in té g ra le s  

dont le s  élém ents de co n tac t ap p artiennen t à une fam ille  

fié né ral e d »éléments in tég raux  . Dans la  deuxième p a r t ie ,  

e s t  abordée l ’étude d 'une f a - i l l e  quelconque d»éléments in 

tégraux; des opéra tions de d i f f é r e n t ia t io n  e t  d ’é lim in a tio n  

ramènent tou jours l ’étude d ’une t e l l e  f a i l l i e  à cel j e de 

fam ille s  générales de systèmes de P fa ff  convenables, dédu its  

du système donné par prolongement ( Cf. psrg J ï î  du p récé-

dént exr»osé ) .

En résumé, i l  e x is te  tou jou rs des procédés a lgéb ri

ques ré g u lie rs  qui perm etten t de former le s  systèmes de 

Cauchy-Eowalewski donnant le s  v a r ié té s  in té g ra le s  . Tel e s t ,  

avec le s  r e s t r ic t io n s  n écessa ire s  que nous indiquerons p lus 

lo in ,  le  r é s u l ta t  e s s e n tie l  de la  th é o rie  de E .C ertan .

X„ — s^s_tèmes__en_^^^o_l^tijon^

le  système de P fa ff  é tud ié  de f i  ni t  un idéal Q  que 

nous supposons d lf f é r e n t ie l  ( c ’ e s t- à -d ir e  : s i la  forme ui



a p p a rtie n t à ^  # d u> a p p a r tie n t aussi à 0  ) . En outre 

noue supposons que le s  formes de degré zéro de l ' i d é a l  

c o n s titu e n t une base pour 1 »idéal ^rer-Jer (dans l 'an n eau  

des fonctions hol ocaorphes ) r e l a t i f  à le  v a r ié té  V0 des 

p o in ts  in tég rau x . v a r ié té  que nou? supposons i r r é d u c t ib le .

Dans ces cond itions nous avons d é fin i des e n t ie r s  

Sj e t  r j  qui s a t i s f o n t  au système d 'é g a l i té s  e t  d ’ in é g a l i 

té  s

0 < r  . r-s -1  = r 1 , 8 r - r ^ - l

s-i < r-, . n  -S} -1= . 3+al = r-r^ -2

I V . - C .- 3

r 8

* « « «

s S

I, * e n t ie r  n s ’appelle  le  genre du système, qui e s t

d i t  "en invo lu tion" pour chaaue d Iraenr ■! on p — n . Quel que

s o i t  p ^ n  . i l  y s des élém ents in t-^ rau x  ’’généraux" à

p dimensions ; i l s  c o n s titu e n t, dans 1 ’eGo8ce des élém ents à

p dimensions, une v a r ié té  ana ly tique  ir ré d u c tib le  V (en

p a r t i  cul ie r ,  V e s t  la  v& riste des p o in ts  in tég raux , qui
o

sont tous généraux par d é f in itio n )  . Pareil le s  élém ents 

in tég rauJ^à  p dim ensions, son t ’’o rd in a ire s"  ceux p ar l e s 

quels passen t exactement ©o {O si p = n ) élém ents

)
P

8
P

r
P

+3
P

r--r
P

( P + Î )

n n

+S

1+s 1 -4- 4-an r n
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Intégraux à p+1 dimensions ; les éléments Intégraux à 

p+1 dimensions qui passent par un élément gînéral o rd inaire

à p dimensions sont généreux »

Il ne faut pas confondre le s  éléments généraux ordJLl 

naîre3 avec les éléments généraux régu liers  . Nous avons donné 

des éléments régu liers une d é fin itio n  qui rev ient à e e lle -o l: 

e s t  rég u lie r tout élément in tégral gén'jr--! 3p dans lequel on

peut trouver une chaîne de sous-éléments 3p_3 ...............Bo

(B e s t le point d* appui de 3p) .

s 0 C  B, C .....  C  E j . j C ï p  a

te ls  que chaque 3* ( O é k i= p-1 ) s o i t  o rd inaire (e t par 

su ite  rég u lie r) . Une te l le  chaîne sera d ite  chaîne rég u liè re.

Tout élément intégre(l suffisamment voisin  d'un 

rég u lie r e s t général e t rég u lie r ; tout élément intégral 

suffisamment voisin  d'un Ep rég u lie r ordinaire e s t rég u lie r

ordinaire .

les éléments ré¿rul 1 ers S sont ceux au voisinage
_ hr

desquels e s t valable le  théorème d» existence (théorème 3 

du précédent exposé) ; en e ffe t, ce sont ceux au voisinage 

desquels les varié tés  In tégrales à p dimension? ëont don

nées par un système de Cauchy-Kowalewski rég u lie r . C 'est 

ce que nous al Ions Voir maintenant avec plus de précision .
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E t ud e du système donnant les pbraoètres

é lémenta in; X voisl ns <?Tun é J fo mfc n t -I t ̂ g ra ?. ré gui i or*

Soi I un élément in tégral p a r tic u lie r  à 
P

d i-

mens ions. e t  Ep un élément in tégra: a rb itra ire  . vol" in âe

I Dé fin i ssons I par des équations 
D * _ P
H P

dx , = 0  al
( i= p+1 . . r)

<*=1

c e  q u i  e s t  p o s s i b l e  à c o n d i t i o n  d e  s u p p o s e r  dx-, A dx^ A -------

A d x  at 0  s u r  I  ; l e s  q u a n t i t é s  -ont l o y  pi rsrnètres
p P

( i n d é p e n d a n t s )  q u i  f i x e n t  1 ’ o r i e n t a t i o n  d^ -p  ■ o»«.r C e., r a i  

s o n s  q u ’ o n  a p e r c e v r a  p l u s  l o i n ,  i l  e s t  p r é f é r a b l e  vie s u b s 

t i t u e r  à c e  m od e d e  r e p r é s e n t a t i o n ,  u n  p r o c é d é  p l u s  g é n é r a l

au 1 ieu de dix- dx1 • • * r  

d e g r é  i n d é p e n d a n t e s  Co •* *

^  i\ U3 3 f \ -------|\w p £ 0

p a r  d e s  é q u a t i o n s

consi  dé r o n s 'ormes du premier

oo en sutposant

sur I I peut ê tre  défini 
io

(a) • — ^ U)jw  i  ^ n  i  A, 

4 = 1

= 0 ( i = p+1...............r)

Soient F les coordonnées du point d’appui de 1̂  

exprime qu*un élément voisin  S , de point d’appui 

d’é qua t i  ons

cj
- ¿ L  i

ot

i
= 0

CV =1

Si on 

x e t

de po» 3 ~bi on des

A

p

r

r

i

;égrau



e s t  i n t é g r a l  . on  tr o u v e  un s y s tè m e  d * éq u a t^ o n a  

(1) cp ............. '  0 *

a lg é b r iq u e s  p a r  r a p p o r t  üuî: c o o r d o n n é e s  l  de 1 » é lo m o n t Sp . 

e t  l i n é a i r e a  (n o n  h o m o g èn es) p a r  r a p p o r t  à l a  s i  r i e  d es  v a 

r i a b l e s  £ P { com ae d* a i l  l e u r s  à l e  s é r i e  d e s  v s r i  ab l e s  

p o u r  ch aq u e v a l e u r  de ) . Le s y s tè m e  ( 1 )  adm et p a r

h y p o th è q e  l a  s o l u t i o n  x —■ ^ ^  •

Dans to u s  l e s  c a s  ( que l e  s y s tè m e  de P f s f f  é t u d i é

s o i t  ou n e s o i t  p a s  en  i n v o l u t i o n  p ou r p) l e s  é q u a t io n s  (1 )

e n t r a î n e n t  e n  p a r t i c u l i e r  c e l l e s  c u l e x p r im e n t  que l e  s o u s -

é lé m e n t  S i  de E , d é f i n i  p a r  to = 0 ,  e s t  i n t é g r a l  ;
; P - J  - P V

S o i e n t

p -1  l * '  ^ ........... 1  ̂ ~  °
c e s  é q u a t io n s  . Ce s y s tè m e  e n t r a î n e  à s o n  t o u r  l e s  é q u s t i o n e

Y*-* • * • < ’ ....

q u i e x p r im e n t  que l e  s o u s - é l é m e n t  Ep _^ de E p - i  . d é f i n i  p a r

P”3 *1
( f  j f x ,  t ) = 0

e t  e n f i n

œ (x) = 0

( é q u a t io n s  de l a  v a r i é t é  d e s  p o i n t s  i n t é g r a u x ) .

A ino i 1 s c o n s id é ra tio n  des formes w  , , . ,  , , u> p

= o est intégral ; ... et ainsi de suite jusqu’il
o-l

1

IV.-C.-6

l P)

p -1

p-3
)
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nous amène & associer •

d * une part à chaque élément Sp une chaîne de sous-céments

a ï] . jSv S* 53 sp J J .......... 1 ^  o

d* autre part eu système (1} une chaîne de sous-aystèmes dont 

chacun est sous-système du précédent .

Corn: i dé rons en particulier la chaîne

Ip 3 Ip-i J 5 .......... p  I1 ii Io

relative à 1 'élément I . Je dis que 1 ’ examen du système (1)
hr

et de ses sous-systèmes permet de reconnaître s’il y a invo- 

lution pour la d i me nsi on p et si la chai ne I0£I^£ ...ÇIp 

est régulière On a en effet les deux théorèmes suivants :

1 . - Si la chaîne Iq C ____ C  Ip eat régul ière , alors

en tout ^oint intégral x v o i a in de  ̂ , 1 ea équations 

<̂>  ̂( x , t 1 ) =0

1 i né ai res en £ -1 , sont compatibles ; l eur rang est s_ , et 

13 y a ( r-j+l-p) inconnues arbi trai res ; pour toute solu

tion (x,£ ^) voisine de ( £ , À ) « les équations

linéaires en T sont compatiblea ; leur rang est a + a*

et il y a (r -3-p) inconnues arbitrai ros ; et ainsi

do suite, jusqu’à s pour toute solution (x, ) du

système

(*, , .* ,£ P ?) = 0

i
3

I
>
) nVt X♦O

l

p-i ¿
i

i i
p-1
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(pourvu quelle soit assez voisine de ^ ♦ A*. AP ) 

qua ti ons

<fp .....  l v' \  l v ) - o

1 Inde ire a en , sont 68} leur rang est

a + 8 +...........+ Sp-1 . et il y a rp inconnues i  arbitrai

res .
En résumé, le résolution du système (l) se ramène 

à des résolutions successives d’équations 11né aires .

2 # - Théorème réciproque. -S o it ( V » ?, * * * •  ̂  ̂ une

solution du système (1) jouissant des propriétés suiventes:

en tout point intégral x voisin do  ̂ , les équations 

(linéeires en ù  )

V j l x X 1 ) - 0

sont compatibl es et ont un rang 6~ , indépendant de x

(si l ’on pose r - <T - 1 = f 3 . il y e f5} 3 “ p incon~

nues t?3 erbitraires) ; pour toute solution (x,c ) voi-
.1 û 3 »

sine de ( t , A ), les éuqations (linéaires en G )

Y 3 ^  ^   ̂ = °

sont compatibles et ont un rang ÇT + j . indépendant de 

(x, 2 ) . (si l ’on pose p ̂  + QT j = f  3 » 11  ̂ 8 Pa+3”P 

inconnues £  ̂ arbitraires); et ainsi de suite, jusqu’à : 

pour toute solution (x, » > « - * £  ̂  ̂̂  système

I
1

comoeti "bl

lea é*

du
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(fi {x, - C ..... -tt> ) =  o

P_1 . i l 1 
(pou rvu pu* 6] 10 soi t  0956 z vo is! ne de J ^ * • • • ♦/•  *

# P
le s  équations on *0

Y p
< * .  i \ . . .  i p ~ \  ¿ p > =  o

sont compatibles e t  ont un rang 6 + 6 ] + - . . *op_i indé- 

pendant de (x, ) (s i l ’on poso (3p_-I-  ^p_^~ (̂ p

i l  y a P inconnues -cP a r b i t r a i r e s ) .
1 P

S51 en e s t  a in s i ,

1 o_ le  système de P fa ff proposé e s t  en in v o lu tion  pour la  

dimension p
1 p

3 °- la  chaîne IQ £ I j C  . . . . C Ip d é fin ie  par ( Ç ,A . . .  A )

e t  par  le s  sec tio n s  (jo =0, ................ = . . . .=  <u:>̂ — 0

e s t  régu 1 ière
✓

3 °- le s  e n tie r s  p e t  CF j sont respectivem ent égaux aux 

e n tie rs  r j  e t  s * du système de Pdraff".

le s  deux théorèmes précéden ts, dont la  démonstra

tio n  e s t  simple (bien eut c e lle  du second ne s o i t  pas t r i v i a 

le )  montrent que le  seul examen du système (1) permet de dé

c id e r  s i une chaîne e s t  ré g u liè re , e t  fo u rn it  en outre le s  

e n tie r s  r* e t  S j.

Si 1 ’on n ’a en vue que la  ré so lu tio n  du problème

p —1

I
1

I
p-1

Gj
P

I
3

í
p-3
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r e s t r e in t  : Y a - t * l l  In v o lu tio n  pour la  dim ension p ? on 

procédera a in s i  : on regardera Î e rang G" du systèm e

2 (Xi ) =  0

adéquations en pour 11* p o in t In tég ra l pîùB

né rai M ; p u is l e  rang G" 4  C5" _ du systèm e

^  ( x .  , t Z ) *= 0

adéquations en pour la  so lu tio r i (x* £  ) " la  p lu s gén é-  

j>8] q*' du systèm e (fl 0 \ e t  a in s i  de s u i t e  » Pour ou* 12 

y a i t  in v o lu t io n , i l  iaute-t i l  s u f f i t  que l e s  sr’Stèmes l i 

n é a ir e s  en v isa g és  su ccessiv em en t s o ie n t  tou jou rs co m p a tib les; 

ou p lu tô t*  i l  d o it  en ê tr e  a in s i pour le  ch o ix  l e p lu s  gé -  

né ral des forcics to , . j . , » ( 1 a compa t i  bi 1 i té  pouvant- ........ —  — - ■ ■ -------- -------  j p
c e s s e r  pour c e r ta in s  choi~ p a r t i c u l i e r s ,  correspondant à 

des ch aîn es non r é g u liè r e s )  * Nous venons de p a r le r  de la  

s o lu t io n  rtla  p lu s g é n é r a le ” d * un systèm e ; c e t te  ex p ressio n  

a un sens p réc is*  parce que to u t e s t  a n a ly tiq u e  e t  qùe l e s  

s o lu t io n s  e n v isa g é e s  son t p r is e s  dans une fa m ille  irréd u c 

t i b l e  de s o lu t io n s  ,

^omg_lémon^ : num érotation dos . ( i=p+l . . . . . .  r) .

Supposons l e  systèm e de P fa f f  en in v o lu t io n  

pour la  dim ension p, e t  la  chaîne IQ C Ij C . . .  CL Ip 

ré gui i ère . A lors on peut numéroter l e s  Gt> . ( i  ?  p) de 

t e l l e  so r te , que. pour chacue v a leu r  de 1 1 e n t ie r  v (1—v̂ =p)

I
ì

I
1

I

U>
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l e s  équations

r  {*.'£*••••'%  3 • £  * ~ 0 

l in é a ir e s  par rapport aux tabl is s e n t  aucune ^

tîo n  entre c e l le s  des £  j pour le s q u e l le s  1 ^ r^+v ( le a  

£ T correspondantes sont a p p elles  parumé t r i que s ) e t  per

m ettent de c a lc u le r  le s  autroo i   ̂ Î rv+v C i  -  *) . d ite s  

p rin cip a l es , en fon ction  des paramétriques . n v o ic i "briè

vement la  ra ison  : le s  r e la t io n s  l in é a ir e s  homogènes entre  

l e s  Go. ( <*• ^  P ) e t  l e s  oo ( i > p) qui expriment qu’unO*' j

élém ent l in é a ir e  engendre, avec Iv_j un élém ent in tégra l 

peuvent ê tre  réso lu es par rapport à s + 3̂  + . . . .+ 3v- l  d0B 

( en e f f e t ,  e l l e s  ne peuvent en tra în er  aucune r e l^ io nUl j
entre le s  se u le s  , puisque sur Ip le s  u>w sont indépen

dantes) ; dT autre p a rt, ces r e la tio n s  contiennent c e l le s  qui 

expriment que l ’élém ent l in é a ir e  engendre avec un

élém ent in tég ra l (c e c i dans le  cas où v > 1 ) . 1*8 p o s s ib i 

l i t é  de numéroter le s  cOcomme i l  a é té  d i t  s ’en su it f a c i 

lement par récurrence par rapport à v .

Appliquons cec i à. 1 a formation du système de G^uchy- 

Kowalewaki» qui détermine le s  v a r ié té s  in té g r a le s  h p dimen

s io n s  dont le s  élém ents de con tact sont v o is in s  de l ’ élément 

Xp supposé rég u iie r  ; nous supposons en outre que la  chaîne

Ic C. I5 C  . . . . C Ip e s t  régûl 1ère , e t  que 1 ’on a<x>. = ci x ^  ,

lo ♦ ~ cL x ( ce qui peut toujours être  r é a lis é  par un choix

▼
I

I 1
r e i

I

LOJl •



c o n v e n a b le  du a y s tè a e  de c o o rd o n n é e s  ; noue p re n o n s  l e  p o în fc  

£ p o u r  o r i g i n e  x  =  0  . I l  s ’ a g i t  de d é t e r m in e r  u n e  v a r i é t é
i p jF̂ >- /liL-Us. vnSiLùXÎ _

i n t é g r a l e  UI , su p p o sée  connue e t  a i tu é e  dans l e  p la n  
/■'v p —i  _ .

IV.-C.-l2

x = 0  Lesquanti tés i .  sont Ic i les dérivées p a rtie lle »
p * ; I

?>

"Ô*«
( o C = l ...... p ; Î  = p + l ........ *)

des fonctions inconnues x des variab les x«* . Supposons

Î  î tfP“*I \ _ ~
qu’el les aô tia f  jssen t au système <■ • •.»£> I — u

(par hypothèse e lle s  y s a tis fo n t pour x = 0) , e t écrivons

le s  équations qui donnent le s  £  p rin c i pal es en fonction

des paramétriques . Ce là  donne pour _—-— (i > r.^+p ; des
M

O x i P. 
fonctions lin é a ire s  des -r=r----- (i — r^+p) , à co effic ien ts

c>x -î xp 0- .
fonctions des -------— ( j quelconque, — p-1 } . Donnons-

nous pour les xj (i — r«+p) des fonctions srb i triii re s de

*y, i i . * * pourvu tou tefo is  qu’e lle s  se réduisent , pour

Xp = 0, aux fonctions correspondent à la  varié té   ̂ .

Il reste  a lo rs , pour i ^ r^+p

x« Xj !
—-— = F, ( —--i ) ( i  > r  +p , W =3 . . . . ,P-1 )

1 ^*61 p

les P, dépendant bien entendu de toutes les variab les x.

Tel e s t le  système de Cauchy— ICowalewski qui donne la  varié té  

in tég ra le  Lï correspondant à e t au choix des fonc

tions a rb itra ire s  { c ’e s t effectivem ent une varié té  in tégra —

Mp -1

p -1 (x,

Xi

Mp -1



IV.-C.-13 2© ,  e n  v e r t u  du th é o rè m e  2  r e 3 e t i f  au x  id é a u x  d i t f é  r e t i t i e l  a 

• C f .  e x p o s é  p i ^ c é d e n t -  • p o u r  p 3 u s  de d é t a i 3 s ,  v o i r  7 r8 h 3 e r) .

31 m a in t e n a n t  3 'o n  r e g a r d e ,  p a r  3e même p r o c é d é ,

3 » a r b i t r a i r e  d o n t  d é p e n d e n t  , p u is  , e t c . . .  , on

a r r i v e  à 3 a  c o n c lu s io n  s u iv a n t e  : m o y e n n a n t 3 e s  h y p o th è s e s

jpq 3 a t i v e s  à 3 a  rs  gu3 a r  i  t é  de 3 ü ch a  i  n e  —q C  * • • • C. ‘‘"p ® ̂  

à l a  n u m é r o t a t io n  d e s  ( i  y  p )  , 13 e x i s t e  , au vo5 s in a g e

de 1 ’ é lé m e n t  in t é g r a 3  I  , u n e  v  a r i  é té  i  n té  g r- 1 e_ e t  _ u ne seuj_e

X j  — f . ( X3 , . « • »  » )

c o r r e s p o n d a n t  au c h o ix  a r b i t r a i r e  des f o n c t io n s  s u iv o n t e s  •

f j i x j ...............x p ) p o u r  P < i  ^  r p+  p

f *  ( x - j ............X p _ ]  * O) p o u r  y p d i  ^  r p - 3+  P “3

fi^X j, . . ,xv , ° , ..0 )  pour rv+1+ v+l C  i  ̂ r^+ v

f  {0 ......................0) pour r̂ -h 1 < i -  r ;

ce qui f  ai t  :

r fonctions arbitraires de p variables 
P

s ” ” P-3 Ttsp-l v

g tt tt v tt

M
P -3  •

l:
p - 3

p -3

IV .-C.- 13
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s fonctions arbitrai ros de 1 variable

s constantes arbitraires .

Tel est, dans toute sa précision , le théorème d'exis 

tence et d’unicité locales re la tif  aux systèmes en involu

tion, - ou, si l ’on veut, aux variétés intégrales dont les 

éléments de contact appartiennent à une famille généjraljL 

ê 1 é ment s intégraux . Ce théorème vaut en particulier s A p 

est égal au genre n .Dans ce ces, rn = sn .

Bx emole : L© condition nécessaire et suffisante pour_qu’ une

forme J~L , de degré quelconque, so it (localement) la_dé ri vé̂ e

d’une forme fT est que d iL = 0 .

La condition est évj r̂.mment nécessaire . On voit qu’elle est 

suffisante en résolvant le probi èi?me

■ft* =  z _  y i , .......... i k  â x i ]  A . . .  dx i k

étant donnée, déterminer

71 - j ¿--. zlj dxil * * axlk+l
1 ' • k+l

de façon que

(2) J IT - Jl  = 0

Los y sont des fonctions données des variables x , les z

i 2 i il

1
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<3es fonctions inconnues dos x ; l ’on doit résoudre le sys

tème de Pfaf f (3) au s variables z et x , et d’une façon 

précise, chercher les variété?' intégral es à p dimensions 

(p étant le nombre dos variables x) sur lesquelles

dx- /\ ... . /\ dx £ 0 .
l p

On posera donc

P oC

dZ* i ............1 k+l / ____ ^ i î - • • • * k+1 dx«t
cL =1

et l ’on obtiendra le système CP ( x, £  , . . . , £ ' ) =0  en
T P

portant ces valeurs des d z dans l ’équation (3) ( ici la 

forme d F7 - SL sort do base à l ’idéal d 1 f fé renti ol , puisque 

d’après l ’hypothèse d SL = 0 , sa dérivée est nulle) . le 

système obtenu est linéaire par repoort à tous Ion ^  , et 

son examen montre facilement que le système de Pfaff étudié 

est on invol ution pour la dimension p .

Ici l ’intégration du système de Oauchy-Eowel ewslci 

se réduit à de simples quadratures, et les résultats subsis

tent raSme si les données du probl èmo ne sont pas analytiques 

{il auffit de supposer que les y sont des fonctions continû

ment di f fé renti abl es des x ) .

Ça 3 où le théorème d’existence est mue t .

théorème d 7 or i dtonce et d v un i c i té locales, re la tif  

aux variétés à p dimensions dont les éléments de contact
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appartiennent; à la famil1 e gé né rai e Vp des éléments intégraux 

à p dimensions, ne vaut qu'au voisinage d?un SI ornent inté

gral général régal 1er 0 Les éléments non réguliers consti

tuent , dans V , une ou plusieurs sous-familles ( ©ne! y tiques
P

irréductibles) dont l£ dimension est moindre que celle de Vp; 

au vo i 3 i nage d’un tel élément, le theorème est muet .

Prenons un exemple • Soit 1 *éçustion de Pfaff à, deux

variables x, y ,

x dy - y dx = 0 

le système est en involution pour p = 1 r e"k les éléments 

intégraux â une dimension a ont tous gé né raux„ ?î; rml eux, 

sont ré g aiiera ceux dont le point dTappui nT est pas x = y=0 

Or, on peut obtenir la courbe Intégrale relative à un élé

ment non régal 1er en appliquant le théorème d’existence au 

système pro.l ongé

x z — y = 0 dy — z dx = 0 ,

et il est naturel si la circonstance cui se nro sente ici 

n 'est pas susceptible d’être généralisée à tous 1 e3 c^s .

Il n’en est rien, comme le prouve le système 

x dx — y dy = 0 ; 

autant de fois qu’on le prolonge, les deux éléments inté

graux à une dimension ayant l ’origine pour point dT ;-?ppui 

restent non ré gui i ers pour le prolongement . Par suite, 

l ’existence des courbe s intégrales psss ant par l'origine 

ne peut être é tabl ic, dans ce cas, par 3 -'PPI 3 cation du

n’en e s t
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théorème d’ex istence au cas ré g u lie r  .

En d é f in i t iv e ,  l 'é tu d e  de l ’ensemble des v ir i^ té s  

in té g ra le s  au voisinage d’un élément in tég ra l non réjrul i e r  _ 

peut n é c e s s ite r  l ’usage de théorèmes d’ex istence plus com

p liqués que le  théorème de Cauchy-I'ov/el e ^ ' i  dsns le  cas 

ré g u lie r  . Nous la isse ro n s  c e tte  question  complètement de

cô té „

Cas dea po in ts non simples des v a r ié té s  in tc g ra je s  .

Dans le  précédent exposé, nous avons d éfin i ce qu’ i l  

fau t entendre par v a r ié té  in té g ra le  dans le  cas d ’une v a r ié 

té analy tique ir ré d u c tib le  quelconque . Or, le  théorème 

d’existence r e l a t i f  aux éléments ré g u lie rs  ne nous fo u rn it 

que des v a rié té s  & po in ts sim ples, e t  l ’ on e s t  a lo rs  en 

d ro i t  de se demander comment on obtiendra le s  po in ts non 

simples des v a r ié té s  in té g ra le s  . Bornons-nous à l ’ in d ica 

t io n  suivante : un po in t non simple d ’une v a rié té  in té g ra le  

à p dimensions peut ê tr e ,  au moins dans c e rta in s  ces, ob

tenue com.ne po in t simple d ’une v a r ié té  in tég ra i e d ’un pro —

1 ongeme nt  ( à p dimensions) du système de Pfwff é tu d ia .

Ou p lu tô t , dans le prolongement , chaque point m ultip le  

de la v a r ié té  donne naissance à une in f in i té  de points de 

la  v a rié té  prolongée ; e t  i l  e s t  probable qu’un nombre su f

f i s a n t  de prolongements f i n i t  par décomposer chaque po in t
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multiple en po int» si mpl ©8 . Il y o U  une question qui mérite 

3 'être étudiée ; elle n 'eat pas encore complètement résolue 

mümo dans le ces des variétés algébriques .

II.~ Etude c 'une for-:-il 1 e quelconque 

d » é 1 ê nc;n-DB in t é g r a u x

Nous avons déjà défini 1 * intégrale, général e_à—2. 

dimensions d'un système de Pfaff (fin du pro cèdent exposé) 

Est dite générale toute variété intégrale dont les éléments 

de contact principaux sont géné faux , et qui, en outre, pos

sède au moins un élément de contact réf?ul 1er. La partie I 

de cet exposé a été consacrée au théorème d'existence rela

t i f  aux variétés intégrales générales à p dimensions, — 

avec la restriction indiquée plus haut pour le cas des élé

ments non ré guii e rs ,

Si une variété intégrale à p dimensions (que p 

soit Inférieur, égal ou supérieur au genre n) n 'est pas 

une variété intégrale générale, ses éléments de contact ap

partiennent à une famille t* (analytique, i rro ductibl e ) non 

générai e d'éléments intégraux à p dimensions .

Pour déterminer toutes les variétés intégrales à.



on nombre donné p do dimensions, nous sommes donc ramené» 

à étudier successivement toutes les familles d'éléments in-

té graux .

Nou3 nous bomorona au cas où la famille*/* h éta-* 

¿1er est définie par des relations

(3) <f (x t &  \ ~ 0

entre ies p é n è t r e s  £ ]  des éléments intégraux à p di

mensions

(4) <^i “ = 0

oi =1

(Cf. partie I du présent exposé) k Nous nous proposerons de 

trouver les variétés intégrées à p dimensions correspon

dantes . c * es t-à - 31 re les variétés intégrales à p dimensions 

du système do Pfoff (3).(4) , sur lesquelles

<JU> 3 À  U ) 2  A ............ ^ \v O p  ^ 0

Le résultat essentiel peut être formulé ainsi ;

Théorème de prolongement Chaque ^ :.r3été_ ijnj/égr.1*1. e peut

61 r e cons l_d é roe comme variété intégral e gène r» le d Tun^ Pr°“l

1 on^emerit conv enahl e du système ( 3) , (_*_)

Autrement dit, par dea opérations ai géhri nues bien déter

minées, en nombre fini , on est amené à former do nouveaux 

systèmes do Pfaff, et à déterminer 1 avit intégrale générale

par les procédés do le 1ère partie.

Nous devons nous borner à quelques indications sur

IV . - C .- 19

i
<d
i U>al O



IV.-C.-20

Je démonstration do ce r^sul ts t essentiel, oui met on évi don— 

ce, a posteriori, IMmportance des systèmes "en involutaon"

Le système de Pfaff (3), (4), est d'un type particu

lie r  . Il défini t un idéal d if férenti el auquel il peut don

ner pour base

If (*. I ) , à f  . -E . il • a9l

c * est-à-dire des formes do degrés 0, 1 et Z . -3n eb ange an t 

les notations ( et appelant de nouveau x toutes les variable»)

on a :

1°— des formes a ( x ) de degré 0

2°- des formes ^ ■» , . . . ô de degré un
* 3

3°— des formes de degré 3

_E_
V i * ) ^  iU 

«*.=1

o-ù. co CO ont le même signification que plus haut,
1 * * • * p

ot où les üJ . sont des formes du prenier degré,
ioC

Nous supposons , bien entendu, oue les formes a(x) 

constituent une base pour 1 T idéal premier de la variété des 

points intégraux, supposée irréductible ; et eu- les formes

sont indépendantes . Cela étant, nous nous 

proposons d T é tud1er le système de Pfaff :

a = 0 , 8 - = 0 { .1=1 , . . , a )

e

Vi = COjL = 0 ( i=l
«C

s i
= Uìì

cu!al

COJL

3 9 8

COio*.
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fjK -Facon p ré c is a , de dé te rm in e r _*es_v£g*g fri? iP&ZZSi.

l e a  à p d im en sio n a  a u r  1 esqu::l_l_o_3. A - . . * ^  ?' 0 â

Cr v o ic i on b r e f ,  comnont 3 . C ertan t r a i t e  io s  sys

tèmes de ce typ e , que nous appellerons le  type C-^gv

Tout d ’ abord, s i le s  formes B .  e t  lO^ aeutr aépen»  ̂

dantes, c » es t - ì  **d i re s ’ i l  e x is te  une .-id e n tité  à c o e ff ic ie n ts

hoîomorphea

) 8 , U> , + / b - 0 . — 0 
dL *  *  J 3 ^

on s nécessairement =0 { -1 .............p ) sur les

variétés intégrales cherchées, puisque u) ̂ ........... u>p sent

indépendantes sur ces variétés . Les équations

a* = 0
sont alors à joindre ous équations a = 0 de 1 o vgriété des 

points intégraux, qui peut ainsi se décomposer en variétés 

de dimension moindre . Dsns ce cas, il faut reprendre lo 

■problème pour chacune de ces variétés: et il se peut, qu'on 

soit amené, par le même proeédé, à réduire de nouveau leur 

dimension . Ces opérations auront nécessairement une fin, et 

on sera finalement amené à étudier des systèmes de Pfaff du 

type ( C) pour lesquels les forraos ot» v . seront i ndé —

pend antes. ( ou alors, s 'i l  ne subsiste aucun %el système, 

c'est que le système initial ne possède pas de variétés in

tégrales du tj?pe cherché).

Xes d+s formes Lo et . étant désornais supposées
« j

cO

aal

ou'JL

9

d •une
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tnaipen* antes. on peut leur aâioinare q = r-p-s ( r  aâ. 

e 3 gnent touiours le nombre total ae* ^ariatles) -formes»-

( p S 1 ...............q) . telles rue 1 es (.« ,̂ les e t les u»p

forment une base pour le* forces du premier depré . ^n par

ticu lie r. les Où ldL s Texpriment comme combinaisons lin ss i-  

res des et G5f . à coefficients anal 7:1 5 nues

w , * 1  ) ___ 8 l “ f  S p *  3- )  -1' ( • '

P=1 P-=:|

I c i .  attention : les c o e f f i c i e n t s  e leJLp e t  Ciw/S P e u v e n t

avoir des pôles . lisseraient holomorphes dans le cas où les

U) et les 9  seraient non seulement indépendantes , au 
cA J

sens absolu, mai s indépendantes en chacue Jgpijlt. 0r* en un

point particu lier (x) — (x) , les foitne 

vent être dépendantes sans l ’être identiquement: dans co 

cas, (x) peut être un pôl e pour les coefficients aj^/, t

ci ot fi  ̂*

Avec ces notations", on a

U; 3 =v ^  . ( mod. 9 ̂  ) .

en posant

uü , et ‘8  . peu-

* C*
a CO’n C*1

+

ck

2. 
■> —f

elo i I*
(jOe<CJL>

c
1 ĉp>

C
i(b<±

C1
i 4

<ô i

LaJy. e 3

3
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e t  l e  systèm e de P f a f f  peut s ’é c r ir e

= °  . ,  9  j - °  * / f  y  0

Un élém ent in té g r a l  à p d im ensions e s t  d é f in i  par l e s

0coordonnées 'vp

-  i ;  « v  • «
ds

en portant dans .= 0

( 5 ̂  ̂aio^P “ “iAf^p' ~i*|*

?
( oi < (*> ^  p ) • 

t e l l e s  so n t l e s  é q u a tio n s  que dans la  prem ière p a r t ie  nous 

avons nommées

Cf> p ( s ,  t 1 . . , . . .  6 P ) = 0

Ic i  ces  éq u a tio n s  son t 1 in éa i res par rapport à to u te s  l e s  

inconnues Z  - 11 fa u t é tu d ie r  ce systèm e l in é a i r e ,  e t  to u t  

d ’ abord é c r ir e  qu’ i l  e s t  compati >>1 e . Cel ■:* n- onr, -j , o v o n tu e l-

1 ement, des r e la t io n s  en tre  l e s  trar iab los y

P fa f f  i n i t i a l  ; ces  r e la t io n s  so n t à jo in d re  eux ro'J ô t io n s  

a = 0 , e t  i l  fa u t  a lo r s  to u t  recommencer . Do roCme p lu s

h a u t, on rep art su r  de nouveaux systèm es do P fa f f  du type  

( C) , e t  on recom mence ju sq u ’à ce nu* i l  ne r e s te  p lu s que 

des systèm es pour l e s q u e l l e s  l e s  é q u a tio n s  (5) s o ie n t  com

p a t ib le s  .

9  ?  Ÿ J \
‘iolp \  “ i fie*'?

c

oi

p
CjOoi

on trouve

3
= 0

riu ¿37-3 terne de

'■'U e

f
co
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Supposons donc désormais 3 es équations |5) compati

bles , nous pouvons, en désignant par A une solution parti

culière, prendre les formes

<jo -  ¿1_ A _ coi
f  j T  f

comme nouvelles formes oô~ î cela revient à supposer eue le 

système ( 5 ) admet la solution  ̂ = 0  ; donc que :

C ic*p, =  0

C1 est ce que nous admettrons désornai 3>

Lo système de Piaff est ¿lors caractérisé par lo 

système des fonctions o.^p ; s 'i l  est en inT’olution, on 

dit que les sicHP forment un système involu tif .

A p p liouons maintenant au système (5) le procédé ex

posé dans la première partie, oui permet de reconnaître s ’il 

y a invol uti on, et si les f ornes <-o _ ? . . . ,  to définissent
■S c

des chaînes régulières . Nous formerons, pour chaque valeur 

do V (  ̂ < p) le souc-système nui é ta it désigné par

(*• P ........... > = 0

et ^ui , ic i , se réduit s celles des équations (5) pour les

quelles fî> — V . Nous, obtenons ainsi une chaîne de sous- 

systèmos dont lo seul examen permet do reconnaître s ’îl y 

a involution pour la dimension p.
PS.Cartan substitue aux inconnues f d’autres in

connues, savoir les f définies par ■ • i i» •ickû

V
e

i
e
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Les r e ]  a t lo n g  q u i ] io n t  le s  ■£  aux
î  ol ^

e t  c o n d u is e n t  a u s s i t ô t  aux « o u a t io n s  d é te r m in e n t  le s  ^
lc<||

Ces é q u a t io n s  s o n t de doux s o r te s  :

3 °  ~ v .  , „ — ^  A , ( é q u a t io n s  t r a d u is a n t  le s1 oLli i  fi cK

équa t i  ons (5  ) ) •

2° ~ tou to ru ] t i  on lin éa ire  qui a:*:i9 ta entre 1 g s ht
içK

d o i t ,  p o u r  chaque v s j  ^ u r  f i x e  de /2> , e x i s t e r  e n t r e  l e s

^ î j a  c o r r e r  p o n d a n te s  (c e s  r e l a t i o n s  e n t r e  l e s  /  e x -
i i c i / i

p r im e n t  le s  c o n d it io n s  de c o m p a t i t i 1 i t é  des é q u a t io n s  d o n n a n t

le s  L  on f o n c t io n  des )
* i< *(i *

En d é f i n i t i v e ,  l a  fo r m a t io n  du s y s tèm e  3 'é q u a t io n s  

( l i n é a i r e s )  en  -C - se rs n è n e  à 1 Té t ude do l a  dé oo ndance  

A g j - ^ p r mes du ^ r e n i e r  d e g ré  Ô3 E t  l a  c o n d i t io n  n o u r
i  ot

o u ' i l  y  a i t  i n v o l u t io n  f a i t  i n t e r v e n i r  u n iq u e m e n t l e s  r e l a 

t io n s  l i n é a i r e s  q u i e x i s t a n t  e n t r e  l e s  w
i« i

Nous a r r ê to n s  i c i  n o t r e  e x p o s é , re n v o y a n t  r>our l a  

s u i t e  àu m ém oire o r i g i n a l  de E . C a r ta n  ( A nn. S c . N o ra . 1904 ) , 

âsns le q u e l  on t r o u v e r a  une d é m o n s tr a t io n  du th é o rè m e  de 

p ro lo n g e m e n t énoncé p lu s  h a u t

Nous avons v o u lu  c o n d u ire  l e  p r é s e n t  exposé ju s o u 'a u  

p o in t  où- a p p s ra i t  n e t te m e n t  l a  m éthode de E .C a r ta n  : e l l e  

c o n s is te  à r a i  s o n n e r  s u r  des sys tèm es  de f o m e s  de P f a f f  (d u  

p r e m ie r  d e g ré )  e t  ne f a i t  i n t e r v e n i r  que le s  r e l a t i o n s  ] i  -

t

IV.-C.-25

r sont é v id e n t e s .

<jO
id, I i Cup

I

C<P

i ölP>
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n éa ires qui e x is te n t  entre ces formes ; on peut e.isn te nor- 

mer ces systèm es par des su b stitu tio n s  l in é a ir e s  convenables.

La structure du système de P fa ff  étud ié se t  'ouïe 

a in s i mise en  évidence , e t  i l  n 'e s t  par. étonnant que c e tte  

méthode ae s o i t  montrée féconde en géométrie d i f f é r e n t ie l le  

e t  s o i t  adaptée à 3 »étude des groupes con tin u s.

Complérae nts

Quelques types importants de s?7sternes en irivo3ution 

1•— Systèmes complètement intégrobles

Dé fini tion. - Par un 30 intégral passe (en général) un 

intégral et un seul (n = genre du système) . Condition

équivalente :

3, = ...........= s n = 0 * s = r - n

Autre condition équivalente : au voisinage du point intégral 

le plus général on peut donner à l ’idéal différentiel u  une 

base formée de (r-n) formes indépendantes du premier degré 

j , • . • * r_n 

( on a donc d OJ , — 0 (mod. oo ) )
i i

Réciproquement , des équations du premier degré U> = 0 

tel les que

d Wj = 0 (mod. w .)

ou u>

s n
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d é f i n i s s e n t  u n  s y s tè m e  c o m p lè te m e n t  i n t e g r a b l  e .

P r o p r i é t é  c e r a c t é  r i  e t i q u e  : p e r  cio. a nue p o i n t  in tég ra l 

p a s s e  (e n  g é n é r a l )  u n e  v a r i é t é  I n t é g r a l e  e t  u n e  s e u l e ,

l e s  Mn d é p e n d e n t  donc de s =  r - n  c o n s t a n t e s _ a r b i t r a i r e s .  

Si on r é s o u t  p a r  r a p p o r t  à ces  c o n s t a n t e s ,  on t r o u v e  a 

i n t é g r a l e s p r e m ie r e s ,  d o n t  l e s  d i f f é r e n t i e l l e s  t o t a l e s  cons

t i t u e n t  u n e  b a s e  p o u r  l ’id é a l  J  

. M é th o a e d * I n t é g r â t ! on  : b a s é e  s u r  l e  p r o p r i é t é  c a r a c t é r i s t i 

que  :• t o u t  - i  eu  de c o u rb e s  i n t é g r a l e s  q u i s ’ a p p u ie n t  s u r  

u n e  v a r i é t é  i n t é g r a l e  e s t  u n e  v a r i é t é  i n t é g r a l e  . P a r  exem 

p l e ,  on  c h e rc h e  u n  l i e u  de c o u rb e s  i n t é g r a l e s  p a s s a n t  p a r  

u n  p o i n t  f i x e  e t  d é p e n d a n t  de n p a r a m è t r e s  .

Z S y s tè m e s  p o u r  l e s q u e ls  s p + l = ............=  Sn  =

P o u r p =  0 ,  ce s o n t  l e s  s y s tè m e s  c o m p lè te m e n t  in té -  

g r a b le s  . P o u r  p q u e lc o n q u e ,  ce s o n t  l e s  s y s tè m e s  jo u is 

s a n t  de l e  p r o p r i é t é  : p a r  u n  3p  i n t é g r a l  p a s s e  (e n  g é n é r a l^ .

u n  E i n t é g r a l  e t  u n  s e u l .

A lo r s  p a r  u n e  v a r i é t é  i n t é g r a l e  p a s s e ,  e n  g é 

n é r a l ,  u n e  v a r i é t é  i n t é g r a l e  My. e t  une s e u le  ( C f .  l ’ i n 

d é t e r m in a t io n  de 1 ’ i n t é g r a l e  g é n é r a l e ,  p a r t i e  I , de c e t  e x 

p o s é ) .  On en  d é d u i t  u ne m é th o d e  d ’ i n t é g r a t i o n  q u i p é n  r e l i 

se c e l l e  dos s y s tè m e s  c o m p lè te m e n t  i n t é g r c b l o s .  ( ro i r  3 ,  

C o r ta n ,  Ann. 3 c . N o rm . 1 9 0 1  ) .

h

M
P
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3. -  Système a admettant dos ce. rt c i 3 r  i s t  ique s de G :-u chy

Ce sont ceu3i pour Jusque] s les  En intéerraux qui 

pessent par un p o in t in té g ra l ont en co.nmun des élém ents  

l in é a ir e s  (form ent né c.ess ai re-ient une v a r ié té  l in é a ir e  p 

nous dé si ̂ ¡no ns p a r n—p le  no mis re de ses d i mens i ons ) •

On a a lo rs

8p+l “  • • * * = sn = 0 
e t  l ’ on es t donc d:ns un cas p a r t ic u l ie r  du cas Z

Pour qu’ un élém ent l in é a ir e  (passant p ar un ->oint

in té g r a l)  appartienne à 1 s v a r ié té  î ’n— p ( r e la t iv e  à ce

p o in t ) ,  i l  fa u t o t i l  s u f f i t  qu’ i l  engendre, avec chaque

E n inuégr;1] , un élém ent in té g ra l . ‘O’ où un procédé pour

form er le s  équations de î*n-p » un ®n é ta n t  d é f in i par

le s  coordonnées d ’un ®n—1 et  par le s  param ètres dx^, . . .

dx d ’ un S-, . on é c r i t  que 3 e s t in té g ra l ; e n tre  les  r  i n
équations obtenues on é lim in e  les  coordonnées de Sn_  ̂ ,

e t  i l  res te  (s i p o s s ib le ) des re la t io n s  l in é a ire s  en tre

dx, , . . . , dx - _ Ce sont le s  équations cherchées do F _ .i r  n-p
Le système d i f f é r e n t ie l  a in s i obtenu (appelé s ys tè 

me c a ra c té r is t iq u e ) e s t complètement in té g ra b le_^A utrem ent

d i t ,  i l  e x is te  une v a r ié té  à n-p d imenc i on;; e t  une s e u le , 

tangente en chaque p o in t in té g ra l à F . Cette v a r ié téH
e s t commune à toutes le s  passant par ce p o in t . D’ où gé

n é ra tio n  des v a r ié té s  in té g ra le s  lii n . r  les  v a r ié té s  cerac-

•»?Xn-p

lìn

n



y s t è m e  de P f  e f  f  in i t ia l  p e u t  s ’é c rire  d o  façon

té ris tiq u e s  à (n-p) dimensions 

Le sy

à ne fa ire  in te rv en ir que 1 ea in tég ra les premières au systè 

me c a r a c t é r i s t i q u e  e t J o u r s  ai f té ren ti oll es . X o s  a n n o t i o n s  

a insi obtenues indiquent la loi suivant laquelle les v a rié 

tés carac té ris tiques doivent ê tre  associées pour engendrer 

une varié té  in tégrale  ,

Bl~PI IO O R A PH IS

Outre le s  ouvrages c ité s  dans l ’exposé précédent :

E CARTAN.-  Sur la  structu re  des groupes in fin is  do transfo r

metions (Ann.Bc.Norm.. 3ème sé rie , 3 1 , 1 9 0 4 , P .153-3 0 6 ) ;

3 e première partie du ménoiro est relative à notre b u .¡et,

e t contient une démonstration du "théorème de prolongement

I V .  -C -29
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ERRATA DE X TEXPOSE B du 30 Noveinbro Ï93<5

pt2 - lignes 2 .3 ,4  , supprimer la phrase entre parenthèses, 

p # 4 ,——1-rgne—8 , au lieu de "variété V" ,

1 .ire S—"va ri é té i rréêuetfHe- 7" 

p-_5 ligne 5 . ou lieu de Q , lire  t Q5

p.© - 1 i ̂ me 1 . supprimer nd ' équsti ons rr 

P. 15- oprès lo ligne 5, rajouter s

"Sn un point simple, les éléments de contact ont au 

plus k dimensions, et sont les sous-éléments de 

1 'unique élénent de contact à k dimensions ". 

p.2  6- ligne 3 , au lieu de "engendrant",

1 i re : "engendrent" .

l¿upe s ,Tv-a ri á té 1 rréâuetfHe'T”


