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Jo  m© p r o p o s e  d * e x p o a o r  d a n s  c e t t e  c o n f é r e n c e  e t  

d a n s  l a  s u i v a n t e  l e s  g r a n d e s  l i g n e s  de l a  t h é o r i e  d e s  g r o u p e s  

c o n t i n u s ,  f i n i s  e t  i n f i n i s ,  q u e  j ’ a i  d é v e l o p p é e  d a n s  d e u x  

m é m o i r e s  d e s  A n n a l e s  de l ’ S e o l e  N o r m a l e  ( 1 9 0 4 - 1 9 0 5  e t  1 9 0 8 ) .  

L e s  g r o u p e s  d o n t  i l  s ’ a g i t  s o n t  c e u x  q u ' a  c o n s i d é r é s  S . L i e ;  

c e  s o n t  d e s  g r o u p e s  de t r a n s i c r m a t i o n s  a n a l y t i q u e s  p o r t a n t  

s u r  u n  n omb re  f i n i  de v a r i a b l e s  e t  c a r a c t é r i s é s  p a r  l a  p r o 

p r i é t é  q ue  l a  t r a n s f o r m a t i o n  l a  p l u s  g é n é r a l e  du g r o u p e  e s t  

l a  s o l u t i o n  g é n é r a l e  d ’ u n  s y s t è m e  d ’ é q u a t i  o n s  a u x  d é r i v é e s  

p a r t i e l l e s  d o n n a n t  l e s  v a r i a b l e s  t r a n s f o r m é e s  comme f o n c -  

t i o n ô  i n c o n n u e s  d o s  v a r i a b l e s  p r i m i t i v e s  . L e s  g r o u p e s  f i n i s  

e t  c o n t i n u s  de  L i e  r e n t r e n t  d a n s  c e t t e  c l a s s e  g é n é r a l e  c a r  

t o u t  s y s t è m e  de f o n c t i o n s  de n  v a r i a b l e s  e t  d Tu n  c e i ? t a i n  

n omb re  de  c o n s t a n t e s  a r b i t r a i r e s  c o n s t i t u e  1 a s o l u t i o n  g é n é 

r a l e  a »un s y s t è m e  c o m p l è t e m e n t  i n t é g r e b l e  . M a i s  l e  g r o u p e ,  

i n d i q u é  p a r  S . L i e  1 u i - m ê m e

x» =  f ( x )  y*  *  f ( y )

où  f ( x } e s t  u n e  f o n c t i o n  a n a l y t i q u e  a r b i t r a i r e  de  s o n  a r 

g u m e n t ,  n ’ e s t  p a s  u n  g r o u p e  de  L i e  au s e n s  p r é c é d e n t  . Du 

r e s t e ,  d a n s  l e s  a p p l i c a t i o n s  q u ’ o n  p e u t  f a i r e  do l a  t h é o r i e  

d e s  g r o u p e s  aux  s y s t è m e s  d i f f é r e n t i e l s ,  n ' i n t e r v i e n n e n t  j a 

m a i s  e n  r é a l i t é  q u e  1 3 s g r o u p e s  do L i e ,

La g é n é r a l I s a t i o n  a ux  g r o u p e s  i n f i n i s  d e  l a  t h é o r i e  

de l a  s t r u c t u r e  d e c:- g r o u p e s  f i n i s  due à L i e  e t  f o n d é e  s u r  l a
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c o n f i é ' i r a t J o n  3es  t r a n s i  o r m a t i  onr, i n f i n i t é s i m a l e s ,  s ’ e s t  

m o n t r é e  t r è s  f ' f i c i l e ,  p o u r  n e  p a s  d i r e  i m p o s s i b l e ,  m a l g r é  

a e s  t r a v a u x  c o n  a é r é s  à c e t t e  q u e s t i o n  p a r  S . l i e ,  F . S n g e l  ,  

M e d o l a g h i ,  e t c . . .  C e l l e  q u i  v a  ê t r e  e x p o s é e  p a r t  d ’ u n  p r i n 

c i p e  t o u t  d i f f é r e n t  : c ’ e s t  d a n s  l o s  é q u a t i o n s  de  d é f i n i t i o n  

du g r o u p e  m i s e s  s o u s  u n e  f o r m e  c o n v e n a b l e ,  q u ’ o n  p e u t  t r o u 

v e r  u n  p o i n t  de  d é p a r t  p o u r  l a  t h é o r i e ,  q u i  u t i l i s e  l a  t h é o 

r i e  d o s  p r o b l è m e s  d Té q u i v a l e n c e  e x p o s é e  d a n s  u n e  c o n f é r e n c e  

p r é c é d e n t e  e t  l a  t h é o r i e  d e s  s y s t è m e s  e n  i n v o l u t i o n  ,

La n o t i o n  d e  g r o u p e  a b s t r a i t  n e  s e  p r é s e n t e  p a s  i c i  a v e c  l a  

même p u r e t é  q u e  d a n s  l e  c a s  d e s  g r o u p e s  f i n i s  , o t  c e l a  t i e n t  

à l a  d i f f i c u l t é  de  t r o u v e r  u n e  c a r a c t é r i S 9 t i o n  a n a l y t i q u e  

s  i  mp 1 e de l a  n o t i o n  d T i s o m o r o h i  sme . I l  e s t  t r è s  r e m a r q u a b l e  

q u e  s i m u l t a n é m e n t ,  M. V e s s i o t , d a n s  s e s  b e a u x  t r a v a u x  s u r  l e s  

f o n c t i o n s  a u t o m o r p h e a ,  e t  moi  - m ê m e , a y o n s  é t é  c o n d u i t s  à  u n e  

même d é f i n i t i o n  n o u v e l l e  d e  1 ' i s o m o r p h i s m e  de  d e u x  g r o u p e s  

de L i e  . d é f i n i t i o n  q u i  e s t  du r e s t e  é q u i v a l e n t e  à l a  d é f i 

n i t i o n  c l a s s i q u e  d a n s  l e  c a s  d e s  g r o u p e s  f i n i s  . C e t t e  d é f i 

n i t i o n  r e p o s e  s u r  l a  n o t i o n  de  p r o 3 o n g e m e n t  d ’ u n  g r o u p e  . 

S t a n t  donné  u n  g r o u p e  G o p é r a n t  s u r  n  v a r i a b l e s  X , x

............» xï l  « u n  g r o u p e  G’ s e r a  d i t  u n  p r o l o n g e m e n t  d e  G

s ’ i l  o p è r e  s u r  l e s  mûmes v a r i a b l e s  x , x^ . . . . .  x*1 , m a i s  

o n  même t e m p s  s u r  d ’ a u t r e s  v a r i a b l e s  y^ , y** t . . . .  , y^  

do t e l l e  s o r t e  q u ’ i l  t r a n s f o r m e  e n t r e  e l l e s  l e s  v a r i a b l e s  x
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e t  de inc me m a n i è r e  q ue  l e  t r o u p e  G. A u ne  t r a n s f o r m a t i o n  

de G c o r r e s p o n d  d o n c  au m o i n s  u n e  t r a n s f o r m a t i o n  de  GT ; l e  

p r o l o n g e m e n t  e s t  d i t  h o l o é d r i q u e  s ’ i l  n e  l u i  e n  c o r r e s p o n d  

q u ' u n e ,  e t  d a n s  c e  c a s ,  i l  y  a c o r r e s p o n d a n c e  b i u n i v o q u e  

e n t r e  l e s  t r a n s f o r m a t i o n s  d e s  d e u x  g r o u p e s  ; d a n s  l e  c a s  

c o n t r a i r e ,  l e  p r o l o n g e m e n t  e s t  d i t  me r i  é d r i  q ue  . I l  e s t  c l a i r  

q u e  d a n s  l e  p r e m i e r  c a s ,  i l  y  a i s o m o r p h i s m e  h o l  o é  d r i  q u e , au  

s e n s  c l a s s i q u e  du m o t  , e n t r e  G e t  G’ ; d a n s  l e  s e c o n d  c a s  

G e s t  i s o m o r p h e  mé r i  é d r i  q u e  de  GT .

C o l a  p o s é ,  d e u x  g r o u p e s  G} e t  Gg s o n t  d i t s  

i s o m o r p h e s  ( h o l o é d r i q u e s ) s ’ i l s  a d m e t t e n t  d e u x  p r o l o n g e 

m e n t s  h o l o é d r i q u e s  s e m b l a b l e s  ( c * e s t - à - d i r o  u n  même nombre  

d e  v a r i a v l e s  e t  r é d u c t i b l e s  l ’ u n  à l ’ a u t r e  p a r  u n  c h a n g e m e n t  

d e  v a r i a b l e s )  ; s ’ i l  e x i s t e  u n  p r o l o n g e m e n t  h o l o é d r i q u e  d e  Gk

s e m b l a b l e  à u n  p r o l o n g e m e n t  m é r i é d r i q u e  de G . n o u s  d i r o n s
2

q u e  G e s t  i s o m o r p h e  m é r i é d r i q u e  d e  G . On d é m o n t r e  s a n s  
«  1

d i f f i c u l t é  q ue  d e u x  g r o u p e s  i s o m o r p h e s  h o l o é d r i q u e s  d ’ u n

t r o i s i è m e ,  s o n t  i s o m o r p h e s ,  e t  q u e  s i  Ĝ  e s t  i s o m o r p h e  h o l  o —

é d r i  q u e  de G e t  G i s o m o r p h e  m é r i é d r i q u e  de  G , a l o r s  G.
2  2  3  2

e s t  i s o m o r p h e  m é r i é d r i q u e  de  G„
3 *

Le t h é o r è m e  f o n d a m e n t a l  

Le t h é o r è m e  q u i  e s t  à l a  b a s e  de l a  t h é o r i e  d e s  g r o u p e s  de
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p e n d  a n t e  & p a r  r a p p o r t  aura d i f f é r e n t i e l  l e s  dx_____ e t  d o n t  l e s

c o e f f i c i e n t s  Trouvent  d é p e n d r e  d * a u t r e s  v a r i a b l e s  a u x i l i a i r e s

y _  ; e n f i n  3 e  p r o l  ongrement  c o n s i d é r é  3  s e s  ¿ o u a t i o n s  de  d é f i -  —r  ............. ■■■■ w ■■an. . . —  ■■ —* ■—- — -— —.... ■ ■ -■*—...  ■ — * » ....... .. ' —■ ■■—•

n i t i o n  du p r e m i e r  o r d r e  .

Lee h y p o t h è s e s  f a i t e s  s u r  3e  g r o u p e  p r o l o n g é  m o n t r e n t  

q u e  c e  g r o u p e  p r o l o n g é  e s t  un  g r o u p e  de  L i e  * n o u s  v e r r o n s  

q u ’ o n  p e u t  t o u j o u r s  s u p p o s e r  d é f i n i  p a r  u n  s y s t è m e  d ’ é q u a t i o n s  

aux  dé r i v é e s  p a r t i e l  1 e s  du p r e m i e r  o r d r e  .

P a s s o n s  à l a  d é m o n s t r a t i o n  . P a r  d é f i n i t i o n  l e  g r o u 

p e  d o n n é ,  é t a n t  u n  g r o u p e  de L i e ,  e s t  c o n s t i t u é  p a r  l re n s e m b l e  

d e s  s o l u t i o n s  d T un  s y s t è m e  d f é r u a t i o n s  aux d é r i v é e s  p a r t i e l l e s  

( é q u a t i o n  de d é f i n i t i o n )  , q u ’ o n  p e u t  t o u j o u r s  s u p p o s e r  e n  i n 

v o l u t i o n  . S o i  e n t  x *  , x̂ * , x  rL l e s  v a r i a b l e s  i n i t i a 

l e s  , X , 2  ^ l e s  v a r i a b l e s  t r a n s f o r m é e s  . L e s  é -  

auci t i  ond do d é f i n i t i o n  c o n t i e n d r o n t  d T a b o r d  é v e n t u e l  3 e m e n t  

u n  c e r t a i n  n o mbr e  n — V de  r e l a t i o n s  f i n i e s  e n t r e  l e s  x

2 'V X

L i e  e s t  l e  s u i v a n t  :

T o u t  g r oupe de L i e  G a d me t  u n  p r o l o n g e m e n t  h o l o  — 

é d r i  que o p o r a n t  s u r  un  c e 1 t a i  n n o m b r e  r  de v a r i a b l e s  x  

e t  d é f i n i  comae  .1 ’ e n s e m b le  de s t r a n s f o r m a t i o n s  q u i  l a i s s e n t  

i n v a r i  a n t e s

1 0 -  u n  c e r t a i n  n o mb r e  de f o n c t i o n s  d o s  x  ;

2- 0  -  r  f o r m e s  de P f a f f  Co ( x , y , d x )  l i n é a i r e m e n t  i n d é  -
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e t  l e s  X,  r e l a t i o n s  q u ’ o n  p e u t  s u p p o s e r  r é s o l u e s  p a r  r a p p o r t  

à y n-1? +1 x n

( i )  X v+fc_ pk (x l ..........Xn . x ’ ...........2 -» ) (k;=]____n_v J

Nous  a u r o n s  e n s u i t e  d e s  é q u a t i o n s  a u x  d é r i v é e s  p a r t i e l l e s  du  

p r e m i e r  o r d r e  o u T o n  p o u r r a  t o u j o u r s  é c r i r e  s o u s  l a  f o r m e  d ’ u n  

s y s t è m e  d e  P f a f f

( 3 )  dX =Co ( x , X , u , d x )  = a ^ f x . X . u )  dx ( 1 = 3 , 2 . . .  V)

o ù  l e s  c o e f f i c i e n t s  a^ s o n t  d e s  f o n c t i o n s  a n a l y t i q u e s  de
4 ri î  ^

x * ,  . x  , X , X e t  de  p .  v a r i a b l e s  u  e n  s u p p o 

s a n t  q ue  l e s  é q u a t i o n s  du p r e m i e r  o r d r e  p u i s s e n t  ê t r e  r é s o l u e s  

p a r  r a p p o r t  à n  V — p^ d ’ e n t r e  e l l e s  e n  f o n c t i o n  de  p^ 

a u t r e s  d e s  x  e t  d e s  X.  S i  l e  s y s t è m e  c o n t i e n t  d e s  é q u a t i o n s  

du s e c o n d  o r d r e  on  p o u r r a  l e s  é c r i r e  s o u s  l a  f o r m e

( 3 )  k .
du = dx ( K = l , 2 , ___p^)

e n  f a i s a n t  i n t e r v e n i r  p n o u v e l l e s  v a r i a b l e s  v  , e t  a i n s i  

de s u i t e  . N o u s  a u r o n s  a i n s i  u n e  s é r i e  de  s y s t è m e s  ( 1 ) , { 3  ) ,

( 3 )  . . .  ; s i  l e  g r o u p e  G e s t  f i n i ,  l e  d e r n i e r  s y s t è m e  d Té — 

q u a t i o n s  b - i n t r o d u i r a  a u c u n e  v a r i a b l e  n o u v e l l e  .

■’Rem- r o u o n s  a v a n t  t o u t ,  q u e  l e s  é q u a t i o n s  ( 1 )  p e u v e n t  

e t r e  s i mpa  i-iccs . E f f e c t u o n s  e n  e ^ ' f e t  s u r  l e s  x  u n e  t r a n s 

t k
h X,  u

k
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f o r m a t i o n  d é t e r m i n é e  du g r o u p e  e t  s o i e n t  HT l e s  v a r i a b l e s  

t r a n s f o r m é e s  . On p o u r r a  n a t u r e l l e m e n t  p a s s e r  d e s  x  aux  X 

p a r  u n e  t r a n s f o r m a t i o n  du g r o u p e  e t  l ’ o n  a u r a  p a r  s u i t e

( 4 ) i 'fc( x 1 , . . , x n , x 1 , . . t x' i>}= Fk ( x ’ , .  . . x n , x \  . . , X*)

( k=l , 3 . . . , ik> )

•j n  i
c e s  r e l a t i o n s  d e v i e n n e n t  d e s  i d e n t i t é s  e n  x  ............ s  ,X

X s i  l ’ on y  r e m p l a c e  l e s  x  p a r  l e u r s  v a l e u r s ,  s i n o n  e n  

e f f e t ,  o n  a u r a i t  au  m o i n s  u n e  r e l a t i o n  n o n  i d e n t i q u e

( x 1 ............x n t X] .............X *  ) = 0

Or i l  e x i s t e  t o u j o u r s  u n e  t r a n s f o r m a t i o n  du g r o u p e  f a i s a n t  

p a s s e r  de v a l e u r s  a r b i t r a i r e m e n t  d o n n é e s  a u x  x  à  d e s  v a  — 

l e u r a  a r b i t r a i r e m e n t  d o n n é e s  de  X^ , 2 ^  . . . . .  X , c e  q u i  

c o n d u i r a i t  à u n e  c o n t r a d i c t i o n .  A j o u t o n s  q ue  l e s  f o n c t i o n s  

j? ( x , X )  c o n s i d é r é e s  comme f o n c t i o n s  d e s  x  t s o n t  i n d é p e n 

d a n t e s  5 3  a n o n ,  e n  e f f e t ,  d e s  é q u a t i o n s  ( 1 ) o n  p o u r r a i t  d é -
 ̂ 1  ^ ^ + 1  d u i r e  au m o i n s  u n e  r e l a t i o n  n o n  i d e n t i q u e  e n  X , . . . , X  ,X t

. . . , X n . c e  q u i  e s t  a b s u r d e  .

De c e s  r e m a r q u e s  r é s u l t e  q ue  à î  l ’ o n  d o n n e  a u x  X

d e s  v  a i  e u r a  numé r i  que  s f i x e s  X ( p a s  t r o t )  p a r t i c u l i è r e s  )
o

l e s  r e l a t i o n s  ( 4 )  m o n t r e n t  q u e  l e s  f o n c t i o n s  

ï 1 ( . , x n , X'Q , , . . , X^ ) s o n t  d e s  i n v a  r i  a n t s  du  g r o u p e  , e n

n omb re  é g a l  à n- 'O o On p e u t  a l o r s  s u p p o s e r  c h o i s i e s  l e s
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v a r i a b l e s  , de  m a n i è r e  q u e  c e s  i n v a r i a n t s  s o i e n t  

de  s o r t e  q u e  l e s  é q u a t i o n s  ( 1 )  p r e n n e n t  l a  f o r m e

•0 +k 'O +k * »
( 1 * ) X =  x ( k = ï ............n-^> )

Ces  p r é l i m i n a i r e s  é t a n t  p o s é s ,  i m a g i n o n s  que  d a n s  l e

s y s t è m e  d i f f é r e n t i e l  { ! ) , ( £ ) , ( 3 )  _____ o n  f a s s e  u n  c h a n g e m e n t

de v a r i a b l e s  i n d é p e n d a n t e s ,  à  s a v o i r  l e  c h a n g e m e n t  d é f i n i  p a r  

u n e  t r a n s f o r m a t i o n  d é t e r m i n é e  S du g r o u p e  G , s o i t

(5) X* =<f 1 {X ’ .X2 ..... ( # +1 s  *’» +1 .... *n )

Le s y s t è m e  ( 1 ) ,  ( 2 ) ,  ( 3 )  . . .  c o n s e r v e  n é c e s s a i r e m e n t  l a  même 

f o r m e  a v e c  c e s  n o u v e l l e s  v a r i a b l e s  i n d é p e n d a n t e s  p u i s q u e  s i  

l ’ o n  c o n s i d è r e  u n e  t r a n s f o r m a t i o n  q u e l c o n q u e  T du g r o u p e  f a i 

s a n t  p a s s e r  d e s  x  aux  X l a  t r a n s f o r m a t i o n  T S~ f e r a  p a s 

s e r  d e s  5c a u x  X ; s e u l e m e n t  d a n s  l e s  n o u v e l l e s  é q u a t i o n s  

i n t e r / i e n d r o n t  d e s  d é r i v é e s  p a r t i e l l e s  ( u , v . . . )  q u i  s e r o n t  

c h a n g é e s  . N ous a u r o n s  é v i d e m m e n t  l e s  r e l a t i o n s  , t i r é e s  de

(3 )
i 4

( 6 )  a k ( x , X . u )  a2 L.,.. =  ( x , X t u)
^ x 13

On p e u t  r e g a r d e r  c e s  r e l a t i o n s  comme d e s  é q u a t i o n s  e n  u  , . „
T) — le

u  ( i l  f a u d r a  s u p p o s e r  r e m p l a c é s  l e s  xf e t  l e s  p a r
~  , f c  V x *

le M*
p 8 r  l e u r s  v a l e u r s  u? ( x )  e t  — ------ ) . Nous  r e g a r d e r o n s

T  ^  x *

*+3 * n

Y

S +3
xa

rana
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d a n s  c e s  é q u a t i o n s  l e s  x  , l e s  X e t  l e s  u  comme d e s  

a r g u m e n t s  i n d é  p e n d a n t s  . I l  e s t  f e c i l e  de v o i r  que  c e s  é q u a 

t i o n s  , e n  n o mbr e  V n , p.. i n c o n n u e s  u  s o n t  c o m p a t i b l e s  

S i n o n ,  e n  e f f e t ,  i l  e x i s t e r a i t  au m o i n s  u n e  r e l a t i o n  n o n  i d e n 

t i q u e

y  ( x , X . u )  = o ; 

c e t t e  r e l a t i o n  d e v r a i t  a v o i r  l i e u  q u e l l e s  q u e  s o i e n t  l e s  v a -
 ̂ A % ^

1 e u r s  n u m é r i q u e s  d o n n é e s  a u x  a r g u m e n t s  x  , . . . . x n , X , . . . X  ,
J  _  GlÛbl. ^  t* «  f  (

u *.  , . , u  J * e n  e f f e t ,  i l  e r i i s t e  t o u j o u r s  d a n s  G au m o i n s  

u n e  s o l u t i o n  du s y s t è m e  ( 1} , ( 3  ) , ( 3 )  „ . * c o r r e s p o n d a n t  à d e s  

v a l e u r s  i n i t i a l e s  a r b i t r a i r e m e n t  d o n n é e s  de  c e s  n  4- ^  ■+• -p 

q u a n t i t é s  . l e s  é q u a t i o n s  (-5) s o n t  d o n c  r é s o l u b l e s  p a r  r a p 

p o r t  a u x  "u

( 7 )  ü k = t y k ( j c , X . u )  .

On p o u r r e  c o n t i n u e r  l e  r a i s o n n e m e n t  e n  p a s s a n t  d e s  

é q u a t i o n s  (3J au:-, é q u a t i o n s  ( 3 )  , c e  q u i  d o n n e r a  d e s  f o r m u l e s

(8 )  v h = X.h ( x . X . u , v )

e t  a i n s i  de s u i  t e  . N o u s  a v o n s  d o n c  a i n s i  a d j o i n t  a u x  é q u a 

t i o n s  ( 5 )  l e s  é q u a t i o n s  ( 7 )  e t  ( 8 ]  . On p e u t  même e n f i n  a d 

j o i n d r e  l e s  r e l a t i o n s

O) i  X1 ( 1= : ,5....» )

Toufeps t r a n s i o r a i a t i o n  S du s;rou p e G p e u t  d o n c  ê t r e

1
î



p r o l o n g é e ,  d ’ u n e  m a n i è r e  e t  d  * u n e  s e u l e .  e n  u n e  t r a n s f o  n n a -

t i e n p o r t a n t  s u r 1 e r  v a r i a b l e s  x .  X ,  u ,  v . . . . .  e t  d f f i 

près l a  m a n i è r e  m ê m e d o n t  c e  p r o l o n g e m e n t  a  é t é e f  f e c  t u é  ,

c e  t t e t r a n s f o r m a  t i  o n p  r o  1 0  n g é  e j o u i t  d e s  0  r o  0  r i é t é s  s u i v a n t e s

1 0 ~ aile 1 ai s&© i n v a r i a n t e  l e s  v a r i a b l e s  x
\ h - l  n

âfe ' M ........... .

~  °  -  .g  l i e __ l a i B s e  i n v a r i a n t  l e  s y g t è m o __ d  i  f f é r e n t i e l  ( 3  ) ,

( .  « e t c - .  .  .  d e s  é o u a  t i  o n a  d e  d é f i n i t i o n  d u  g r o u p e  G .

R é c i p r o q u e m e n t ,  p r e n o n s  u n e  t r a n s f o r m a t i o n  ! L  j o u i s 

s a n t  d e s  p r o p r i é t é s  p r é c é d e n t e s  ,  L ’ i n v a r i a n c e  d e s  d X *  d ’ u n ©  

p a r t ,  d u  s y s t è m e  d i f f é r e n t i e l  ( 3 ) ,  ( 3 ) ,  . . .  d ’ a u t r e  p a r t ,  m o n 

t r e  q u o  l a i s s e  i n v a r i a n t e s  1 e s  f o r m e s  C ü  i  =  a , * ( x . X  u  d x ^ l
le' * * •

p a r  s u i t e ,  t o u t e  d i f f é r e n t i e l l e  d x  e s t  u n ©  c o m b i n a i s o n  l i 

n é a i r e  d e s  d x  ,  e t  l e s  v a r i a b l e s  t r a n s f o r m é e s  n e  d é p e n -
■j o  ^

d e n t  q u e  d e s  x  , x  , . . . , x  .  ¿ _ ,  d é f i n i t  d o n c  u n e  t r a n s f o r m a 

t i o n  d e  t e r m i n e ©  s s u r  l e s  x .  C e t t e  t r a n s f o r m a t i o n  a p p a r t i e n t  

a u  g r o u p e  G  .  E n  e f f e t  3 a  t r a n s f o r m a t i o n  ^  l a i s s a n t  i n v a 

r i a n t e s  1 e s  é q u a t i o n s  d e  d é f i n i t i o n  d e  G ,  t o u t e  t r a n s f o r m a 

t i o n  T  (  x — i  X )  d u  g r o u p e  G  s e  t r a n s f o r m e  o n  u n e  a u t r e  t r a n s 

f o r m a t i o n  T  ( x — * X )  d e  G  ;  p a r  s u i t e ,  1  a  t r a n s  f  o r m a t i  o n  S  

ô t e n t  é g a l e  à  T  T  a p p a r t i e n t  à  G  .  I l  e s t  c l a i r  q u e  l a  

t r a n s f o r m a t i o n  r é s u l t e  d u  p r o l o n g e m e n t  d e  3  t e l  q u ’ i l

a  é t é  c o n s t r u i t  p l u s  h a u t

ï l Ë .  . / 1 T Q U P °  G  p e u t  d o n c  ê t r e  p r o l o n g é  h o l o é d r i q u e m e n t

r/. -G. • «



e n u n  g r o u p e  l t r a n s f o r m a n t  1er; v a r i a b l e s  x .  X,  u ,  y  , ._s_,

o t  d é f i n i  p a r  l e s  p r o p r i é t é s  d ’ i n v a r i a n c e  é n o n c é e s  c i  - d e s s u s .

I l  r e s t a  m a i n t e n a n t  à m o n t r e r  q u e  I e s t  u n  g r o u p e  

de L i e  e t  q u e  s e s  é q u a t i o n s  de  d é f i n i t i o n  s o n t  du p r e m i e r  o r 

d r e  . Le  p r e m i è r e  p r o p r i é t é  d é c o u l e  de l a  t h é o r i e  d e s  p r o b l è 

mes  d * é o u i v a l  e n c e  » !311 e e s t  é v i d e n t e  s i  l e s  é q u a t i o n s  de  d é 

f i n i t i o n  de  G s o n t  du p r e m i e r  o r d r e  , p u i s q u e  1 e s t  l ’ e n s e m 

b l e  d e s  t r a n s f o r m a t i o n s  q u i  l a i s s e n t  i n v a r i a n t e s  l e s  v a r i a b l e s

x  V , x n , X^ . . . .  , ,  a i n s i  q u e  l e s  f o r m e s  u> ( x , X , u  ,dx)
. n + k  , ’O + k

a u x q u e l l e s  o n  p e u t  a j o u t e r  l e s  n —V f o r m e s  wsj — ax

F a i s o n s  l a  d é m o n s t r a t i o n  d a n s  l e  c a s  o ù  l e s  é q u a t i o n s  

de  d é f i n i t i o n  de G s o n t  du s e c o n d  o r d r e  . f o r m é e s  p a r  c o n s é 

q u e n t  p a r  l e s  é q u a t i o n s  ( 1 ) ,  ( 3 ) , ( 3 )  . Le g r o u p e  1 l a i s 

s a n t  l e s  V f ô r m e s  0 0  ̂ i n v a r i a n t e s  l a i s s e r a  i n v a r i a n t e s  l e u r s  

d i f f é r e n t i e l l e s  e x t é r i e u r e s  d to . c h a q u e  t e r m e  de

CO * — a* ( x , X , u  ,dx^J c o n t e n a n t  u n e  d i f f é r e n t i e l l e  dx , l a  

f o r m e  d Co * p o u r r a  s ’ é c r i r e

d U) 1 = U>k là  1
k

o ù  l e s  f o r m e s  2T ^ s o n t  l i n é a i r e s  p a r  r a p p o r t  a u x  dx* ,
4 Ir 4 ^

dX e t  du * c e s  '’ o r m e s  S5 , n e  s o n t  d é t e r m i n é e s  du r e s t e
k k  

q u ’ à d o s  c o m b i n a i s o n s  l i n é a i r e s  p r è s  d e s  Co ; p o u r  c h a q u e  

v a l e u r  de  i , l e s  c o e f f i c i e n t s  d e s  c o m b i n a i s o n s  l i n é a i r e s

d e s  U) o u ’ o n  o e u t  a j o u t e r  a u x  HT f o r m e n t  un  t a b l e a u  s y —
k

I V . -  G, -  1 0

resto main u n  grou]



IV.-G.-13

m é t r i q u e .  Q u o i  q u ’ i l  e n  s o i t ,  p o u r  t o u t »  t r a n s f o r m a t i o n  ¿__ 

d e  1 o n  a u r a

U) 1 (3Tt X , u  . d x ^ )  =  g j ^ x . X . u  , d x k l

d * o ù

t o  k | T£ i  ( x’.'S , u  - d x , d 2 , d u )  - 3 S  3 ( x , X . u  • d x . d X . d u M  »  0  
»- k k  J

d o n c  o n  e ,  p o u r  c î i s q u e  c o u p ]  e d ' i n d i c e s  î , k  #

ZT ( x , X , u ; d x , d X . d u )  =  ^  ( x , X , u • d x , d X , d u )  ( m o d . d x  ) 
k k

13 e s t  c l a i r  q u e  p_ d e s  f o r m e s  35" s o n t  l i n é a i r e m e n t  l n -
JL

d é p e n d a n t e s  p a r  r a p p o r t  a u x  d u  . C h o i s i s s o n s  d e s  p  f o r 

m e s  • c h a c u n e  d ' e l l e  p o u r r a  s ’ é c r i r e

c .  d u h  + dXk  ( mo d . t»>1 ) ( c h . < h  f o n c t i o n s
n  « *  d e  x , X #u  )

• *  *  m  •

o u  e n c o r e ,  e n  s e  r e p o r t a n t  a u x  é q u a t i o n s  ( Z )  e t  ( à )

ch  d uh  -  h ^ ( x  . X . u . ’r )  d x ^  |+ Y h ( d X k - u > k ) ( m o d ,  u>* )

l a  f o r m e  a n a l o g u e  e x p r i m é e  a v e c  l e s  v a r i a b l e s  x ,  x .  u ,  v

# k \ « d e v r a  a t r e  é g a l e  à l a  p r é c é d e n t e  ( m o d .  d x  ) , m a i s  comme l e

g r o u p e  L l a i s s e  i n v a r i a n t e s  l e s  é q u a t i o n s  ( 3 )  e t  ( 3 ) ,  e t

q u e  c h a c u n e  d e s  d e u x  f o r m e s  c o n s i d é r é e s  e s t  u n e  c o m b i n a i s o n

l i n é a i r e  d e s  p r e m i e r s  m e m b r e s  d e  c e s  é q u a t i o n s ,  l e s  d e u x  f o r -

m e s  n o  s e r o n t  p a s  s e u l e m e n t  c o n g r u e n t e s  ( m o d .  d x  ) ,  m a i s  é g a —

i
k
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l e s  .  ¿ p r i o n s  ^  *  I *  l e s  p^ f o r m e s

a i n s i  o b t e n u e s  .  On v o i t  que  3e  g r o upe i__ l a i s s e  i n v a r i a n t e s
^mj~3 n  3 ^ 

n o n  s e u l  e m e n t  l e s  v a r i a b l e s  x __  . . . .  » J£_}.. X ........... \ ___ ?..._™ëA_§L

e n c o r e  l e s  n+p e x p r e s s i o n s  de P f a f f  OJ . "ST 0* ,_1 i né a i  r e -

ment  i n d é p e n d a n t e s  p a r  r ap  ) o r t  aux d i f f é r e n t i e l l e s  d e s  v a r i a -

t l e s  x , X,  u  a v e c c o e f f i c i e n t s  d é p e n d a n t  d e s  v a r i a b l e s  a u -

x i l i a i r e s  v  .
-------------  C o ^ D

Si  l e s  é q u a t i o n s  de d é f i n i t i o n  de G é t a i e n t  du t r o i 

s i è m e  o r d r e ,  o n  p o u r s u i v r a i t  l e  r a i s o n n e m e n t  de l a  même ma

n i è r e  . d e ’*- s o r t e  que  l e  t h é o r è m e  f o n d a m e n t a l  e s t  t o u t - °  —f a i  t  

g é n é r a l  : Tou t  g r o u p e de L i e  a dmet  u n  p r o l o n g e m e n t  ho 1 oé d r i  — 

que  L dé f i n i  c omme 1 1 enserabl  e d e s  t r a n s f o r m a t i o n s  l a i s s a n t  

i n v s  r i  a n t e  s__ un c e  r t  a:n_ nomb re  de v a r i a b l e s  e t  un c e r t a i n  nom— 

b r e d • e ?. p r  e s  a .■ o n s  de P f  a f  f_ e n même nomb re  que l e s  v a r i a b l e s  

e t  1 i né a i r e ment  i n d é p e n d a n t e s  p a r  r s v j o r t  aux d i f f é r e n t i e l l e s  

de c e s  v a r i a b l e s  .

A j o u t o n s  une  r emarque  t r è s  s i m p l e  m a i s  i m p o r t a n t e  .

L e s  v a r i a b l e s  x  . . . . .  x 11 de G s o n t  t r a n s f o r m é e s  e n t r e  e l l e s
i—i 2 ^  i” 1 

p a r  l e  g r o u p e  L : comme l e s  v a r i a b l e s  X . . . . . .  X de I

s o n t  i n v a r i a n t e s  , o n  ne  c h a n g e r a  p a s  l a  m a n i è r e  d o n t  1
T Y*1 5t r a n s f o r m e  x . . . . ,  x  e n  d o n n a n t  p a r t o u t  aux X d e s  v a 

l e u r s  n u m é r i q u e s  f i x e s  . On p e u t- donc  s u p p o s e r  pue  l e s  f o r 

mes oj e t  ^  i nv r i a n t e s  p a r  r a p p o r t  à 1 ne c o n t i e n n e n t

-g . o ¿

3...
' «t



p l u s  n i  l e s  X . n i  l e s  dX # On v o i t  a i n s i  que  l e s  v a r i a b l e s  

u  a j o u t é e s  e u x  v a r i a b l e s  x  p o u r  f o r m e r  l e s  v a r i a b l e s  t r a n s 

f o r m é e s  p a r  1 * n e  s o n t  a u t r e s  q u e  l e s  v a l e u r s  que  p r e n n e n t  

e n  un  p o i n t  f i x e  (X ) ,  l e s  d é r i v é e s  p a r t i e l l e s  d e s  f o n c t i o n s  

3£ d e s  x  d a n s  l e s  t r a n s f o r m a t i o n s  du g r o u p e  q u i  a m è n e n t  ( x )  

e n  (XQ) • l ’ e n s e m b l e  d e s  v a r i a b l e s  ( x , u )  c o n s t i t u e  l * a n a —

1 o g u e  d ’ u n  r e p è r e  d a n s  l a  t h e o r i e  d e s  g r o u o s s  f i n i s *

L e s  é q u a t i o n s  de  s t r u c t u r e 

e t  l e  s e c o n d  t h é o r è m e  f o n d a m e n t a l

P I s ç o n s —n o u g  e n c o r e  d a n s  l e  c a s  o ù  l e s  é q u a t i o n s  de  

d é f i n i t i o n ,  s u p p o s é e s  e n  i n v o l u t i o n ,  de  G, s o n t  du s e c o n d  o r 

d r e  . Nous  a v o n s  p r o l o n g é  h o l o é d r i q u e m e n t  G e n  u n  g r o u p e  

a u i  v a r i a b l e s  x ,  u ,  c a r a c t é r i s é  p a r  l ’ i n v a r i a n c e  a e x  

.  m . ,  x*1 e t  de  n+p_ f o r m e s  * , "55 c* . L e s  é q u a t i o n s

_ V + 1  -^+1 —n n
X =  X ............... X =  X

C  1 = W  1 . = 3 ? **

s o n t  u n  c e r t a i n  s e n s  l e s  é q u a t i o n s  de d é f i n i t i o n  de  G, m a i s  

é c r i t e s  d ’ u n e  a u t r e  m a n i è r e  q u i  a l ’ a v a n t a g e  d ’ ê t r e  t o u t —à — 

f a i t  s y m é t r i q u e  p a r  r a p p o r t  aux  d e u x  s é r i e s  de  v a r i a b l e s  , 

i n i t i a l e s  e t  t r a n s f o r m é e s  . Ces  é q u a t i o n s  f o r m e n t  d o n c  un  s y s

IV.-G*-13
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r a c t é r i  s é  p a r  l a  p r o p r i é t é  d f i n v a r i a n c e  de c e s  n - ^  v a r i a -
i ,  . » ,  r %n-^> + k  _

b l é s  de n  f o r m e s  l i n é a i r e s  u> ( x , u ; d x )  ^ d o n c  u>

â x n ~  ̂ 1  a i ,a d i f f é r e n t i e l l e  e x t é r i e u r e  d U ) 1 , comme n o u s  

1 ’ a v o n s  dé ,ià r e m a r q u é ,  p o u r r a  s ’ é c r i r e

d CO^= co ^ 33 ^

l e s  US * é t a n t  l i n é a i r e s  p a r  r a p p o r t  aux  p d i f f é r e n t i e l l e s  
k

à v} ...............dup , m a i s  d é t e r m i n é e s  s e u l e m e n t  à  d e s  c o m b i n a i s o n s

l i n é a i r e s  p r è s  d e s  dx^" , c ’ e s t - . ^ - d i  r e  d e s  W • P r e n o n s  p

d e s  f o r m e s  73 1 l i n é a i r e m e n t  i n d é p e n d a n t e s  p a r  r a p p o r t  aux
k

du3
t

P r e n o n s  m a i n t e n a n t  u n  g r o u p e  G n o r m a l  à n v a r i a b l e s
4 _ . H * -  ^  4* 3 T  û  a  "f* A  D«a

x 1 , d o n t  n - V  s o n t  i n v a r i a n t e s  x  x  •

m i e r  o r d r e  , d e  s o r t e  q u e  t o u t  g r o u p e  de l i e  a d m e t  u n  p r o l o n 

g e m e n t  h o l o é d r i q u e  n o r m a l  . S i  l e  g r o u p e  de L i e  e s t  f i n i ,  l e  

p r o l o n g e m e n t  b o l o é d r i q u e  n o r m a l  e s t  à r-+-h v a r i a b l e s  , s i  T 

e s t  l e  n o mb r e  de p a r a m è t r e s  du g r o u p e  e t  h  l e  n om b re de s e s  

i n v a r i a n t s  : i l  e s t  d o n c  à  r  p a r a m è t r e s  s i  l e  g r o u p e  e s t  

t r a n s i t i f :  i l  e s t  s e m b l a b l e  au g r o u p e  s i m p l e m e n t  t r a n s i t i f  

d e s  p a r a m è t r e s  .

tème e n  i n v o l u t i o n  , m a i s  on p e u t  l e s  c o n s i d é r e r  a u s s i  comme 

é q u a t i o n s  de d é f i n i t i o n  du g r o u p e  l  e u x  v a r i a b l e s  x ,  e t  u ;  

de c e  p o i n t  de  v u e ,  o n  v o i t  q u e  l e  g r o u p e  l a s e s  é q u a t i o n s  

de  d é f i n i t i o n  du p r e m i e r  o r d r e  . Noue  a p p e l l e r o n s  n o r mal^ u n  

g r o u p e  d e  L i e  d o n t  l e s  é q u a t i o n s  de d é f i n i t i o n  s o n t  du  p r e -
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d u k e t  a p p e l o n s - l e s  ZS  ̂ , <JT ^ ; î a  f o i r ae  d U)  

s e r a  u n e  e x p r e s s i o n  c o n s t r u i t e  d ' u n e  m a n i è r e  d é t e r m i n é e  a v e c
^  —  o L  j —i f — q (

l e s  U> e t  l e s  oa ; eip. a j o u t a n t  a u x  tO d e s  c o m b i n a i s o n s  

l i n é a i r e s  à. c o e f f i c i e n t s  i  nd a t e  rmi né s  d e s  CJ ^ , o n  p o u r r a  

p r o f i t e r  de  c e s  i n d é t e r m i n é e s  p o u r  a n n u l  e r  3 e  p l u s  g r a n d  nom

b r e  p o s s i b 3 e  d e s  c o e f f i c i e n t s  d e s  f o r m e s  d 23" „ Cel  a f a i t  

o n  a u r a

( 3 0 )  d CO — a ^ _  u> * -+- g- c jch OJ

, i  i ,
 ̂ kh  “  ~  °hk: *

L e s  c o e f f i c i e n t s  r e s t a n t s  s o n t  é v i d e m m e n t  d e s  i n v a r i a n t s  e t

p a r  s u i t e d e s  f o n c t i o n s  de x ^ ^  ............x n . Ce r é s u l t a t  e s t

l a  g é n é r a l i s a t i o n  du s e c o n d  t h é o r è m e  f o n d a m e n t a l  de  L i e  . On 

p e u t  r e m a r q u e r  q u e  r i e n  n ’ e m p ê c h e  de  f a i r e  s u r  l e s  (*) u n e  

s u b s t i t u t i o n  l i n é a i r e  à c o e f f i c i e n t s  f o n c t i o n s  d e s  i n v a r i a n t s  

du g r o u p e  : l e s  é q u a t i o n s  ( 1 0 )  c o n s e r v e n t  l a  même f o r m e ,  m a i s  

l e s  d i  f f é r e n t  i e l  1 e s  dx ^ + * • * . * d x n d e v i  e n n e n t  ma i n t e n a n t  

d e s  c o m b i n a i s o n s  l i n é a i r e s  d e s  C O à  c o e f f i c i e n t s  f o n c t i o n s  

d e s  i n v a r i a n t s  .

13 f a u t  e n f i n  t e n i r  c o m p t e  de 3 ' h y p o t h è s e  d t a p r è s  

3 a o u e l  1 e l e s  e q u a t i o n s  de  d é f i n i t i o n  de G s o n t  du p r e m i e r  o r 

d r e ,  c e  q u i  r e v i e n t  à d i r e  q u e  l e  s y s t è m e

/ i l  I — ^ + 3  S)+l —n  n  _ -i 4
' -1 -1 ) x  =  X , . „ ,x  =  x  , co = cO 1

OJ
k h

i
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e s t  en I n v o l u t i o n  . O r  l a  d i f f e r e n t  3 a t l o n  e x t é r i e u r e  de ces  

é q u a t i o n s  donne

( 13)  a *  w fc( ÆrP) = 0« r

L e s  c o e f  f  i  c i  e n t s  a, _ f o r m e n t  donc un t a b l e au i n v o l u t i f  . 

D ’ s p r è s  l a  t h é o r i e  des s .^s tè - .es  en  i n v o l u t i o n ,  on p e u t  r e c o n 

n a î t r e  nu T i 1 e n  e s t  a i n s i  en  c a l c u l a n t  l e s  c a r a c t è r e s  çr 1 * »

rc- du s y s t è m e  ( 1 3 )  e t  e n  c h e r c h a n t  l e  n o n b r e  d ’ a r —
n

b i t r a i r e s  d o n t  dépend  1 1 6 ] o n e h t  i n t é g r a l  l e  p l u s  g é n é r a l  à 

n d i m e n s i o n s  . Le S " S tè m «  s e r a  en  i n v o l u t i o n  s i  ce n o n b r e  

d ’ a r b i t r a i  r o 3 e s t  é g a l  à  GT j +  à  <T ¿ + - . . . . +  r  C5" r  ; ce nom

b r e  d ’ a r b i t r a i r e s  n ’ e s t  a u t r e  du r e s t e  eue  l e  nom bre  d ’ a r b i 

t r a i r e s  q u i  e n t r e  dans l a  r é s o l u t i o n  d es  é q u a t i o n s

8 k f  W  ^ <ET ^  =  0 ( i = l  n )

P 1 ?
où  l e s  <2r ’ s o n t  des  f o r m e s  i n c o n n u e s  l i n é a i r e s  en  Go , G ) - * ,

. . . t o  è Q u a n t  aux n om b re s  <3" , on l e s  o b t i e n t  de l a  m a n i è r e

Pa u î  v a n t e  On '? n rm e 1 fis 3TatÀii iûs d ’ é ri u a t  i ons en QJ

( 1 5 ) ör

í> _

+

2

p.

e .

n

1

k

(i —1( 1 3 )

( 1 4 )
■î

f

0

•if
n)

= 0

0
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•5 e s t  l e  n o m b r e  d f é q u a  t l o n o  ( 3 3 )  l n d é o e n d a n t e s  : (7 -, + rr  ->
j  ’  j  v  4

e s t  3 e  n o m b r e  d #é q u a t i o n s  ( 3 3 )  e t  ( 3 4 )  i n d é p e n d a n t e s ,  e t  a i n 

s i  d e  s u i t e  * e n i i n ,  5 “ +  g- + .  , .  +  <5 - e s t  3 e  n omb re
3 â  r

d ' é q u a t i o n s  ( 3 3 ) ,  (3 1)  . . . .  ( 3 5 )  i n d é p e n d a n t e s  ( i c i  p )  .

13 i m p o r t e  d ’ a j o u t e r  n u ’ o n  a s u p  i o s j  e f f e c t u é e  ;; ré  a3 a b l  e m e n t  
i

s u r  ¿ e s  LO u n e  s u b s t i t u t i o n  3 i né  a i r e  t e l  1 e q u e  l e s  n o m b r e s

^ 2 * *5 j + 0 0 3  e n t  s u c c e c s i  v e  e n t  3 e s  p l  u s  g r a n d s  p o s 

s i b l e s  ,

l e s  é q u a t i o n s  ( 3 0 }  p o r t e n t  3 e  nom o ’ é q u a t i o n s  de  

s t r u c t u r e  Ou g r o u p e  n o r m a l  G.

I>e s e c o n d  t n é o r è m e  f o n d a r a s n  t a 3  a d m e t  u n e  r é c i p r o q u e  

q u i  e s t  du r e s t e  à p e u  p r è s  é v i d e n t e  : bo i e n t  n  f  o r m e s  U) * 

3_4..QSJ3. ii*.us—en__d-7:;— - - • flx n  .  3 i n é a i r e n e n t  i n d é p e n d a n t e ^

a v e c  d e s  c o e f f i c i e n t s  f o n c t i o n s  d e s  v a r i a b l e s __ x  _ e t_  d ’ a u t r e s

__u  . 5 u , j p o s o n s  q u e  c e s  i o r a e s  s a t i s f a s s e n t  à d e s

é q u a t i o n s  d e  3 a  f o r m e  (3 0 )  t o ù  l e s  c o e f f i c i e n t s  a^* , o, ^  

gQ-Qt d e s  f o n c t i o n s  d e s  3  e u l  e s  v a r i a b l e s  x  1  .  x n  . 

s u p o o s o n p  e n  o u t ^ e  q u e  1  qg d î f  f é  r e n t i  e 1I j e a  dx ^ , t d x n

..feme 2 1 1  e n  CO , . . . , Çpn __ n e  f a  s  s e  n t  i n t e  r / e n i  r

•2_H5—.Lêi?—.Ç-9P f  f  i  o i  e n  1 2  f  o n e t i  o n s  d e c e s  v a r i a b l e s  ; s  up po s o n s  

e r i f i n  q u e  3 e  jfcab3e.au ri e s  s o i t  i n v o l u t i f  . Dans  c e s

e x i s t e  u n  g r o u p e  G n o r m a l  a d m e t t a n t  3 es__ 3 n v a -  

— *— t . . v ? n e t  d o n t  3 e s  é q u a t i o n s  ( 1 0 )  s o n  t  3 e s

Cf
2 ’

v a r i  ab! e s

e x p r i mées l i n e a ?I

c o n d i t ' o n s  i 1

ri^an t s

4  3o
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f i u s t i o n s  d e  s t r u c t u r e  «

En e f f e t ,  l e s  é q u a t i o n s

x * +1 _  x  *  +1 x*1 =  x n  # W1 = CO1

e

f o r m e n t  n e n i i e s t e n e n t  u n  s y s t è m e  e n  i n v o l u t i o n  . e t  l e s  x  

t r a n s f o r m e s  d e s  x  c o n s  i de r i  e s  comme f o n c t i o n s  d e s  x  , 

o n s t i  t u e n t  a i n s i  l a  s o l u t i o n  g é n é r a l e  d ' u n  s y s t è m e  d ’ e q u a -  

t i o n s  a ux  d é r i v é e s  p a r t i e l l e s  du p r e m i e r  o r d r e  e n  i n v o l u t i o n .

S i  l e s  c o e f f i c i e n t s  d e s  é q u a t i o n s  de  s t r u c t u r e  s o n t  

d e s  c o n s t a n t e s  , l e  g r o u p e  G e s t  t r a n s i t i f  e t  c e s  c o e f f i c i e n t s  

s o n t  d e s  c o n s t a n t e s  de  s t r u c t u r e ,  .  i’o u a  l e s  g r o u p e s  t r a n s i 

t i f s  o u i  o n t  l e s  me a  e s  é q u a t i o n s  de  s t r u c t u r e ,  s o n t  s e m b l a 

b l e s  .

A v a n t  d ' a l l e r  p l u s  l o i n ,  d o n n o n s  q u e l q u e s  e x e m p l e s .  

E x e mp l e  I . -  P a r t o n s  du g r o u p e  f i n i  X =  a x  + b , d o n t

l e s  é q u a t i o n s  de  d é f i n i t i o n  s o n t  é v i d e m m e n t

dX =  Cjû =  u  dx  

du =  0
o

( é q u a t i o n  — — = 0  du s e c o n d  o r d r e )  . On a i c i  
d x 3

1 du , . 1d U) = du dx =  ^¡~ U3

l e  g r o u p e  V  p r o l o n g é  de  G au? v a r i a b l e s  x  e t  u  e s t  

d o n c  d é f i n i  p a r  1 ' i n v a r i a n c e  d e s  f o r m e s
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W 1 =  u  cIx . =
u

S Â A a a - c tiw i.

Ç n  a i m m é d i a t e m e n t  l e s  é q u a t i o n s  de d é f i n i t i o n

j 2 1 2 
d (*> — ÎO <jJ  d c*J =  0

3 x e m  ol  e I I . — S o i t  l e  g r o u p e  G- à d e u x  v a r i a b l e s  x .  y , e t  un  

i n v a r i a n t  y  d o n t  l e a  é q u a t i o n s  f i n i e s  s o n t

X *= x  +  o y  Y = y  ;

l e s  é q u a t i o n s  de d é f i n i t i o n  s o n t

Y =  y  . d x  =  = dx +  dy ;

l e  g r o u p e  1 s e  c o n f o n d  I c i  a v e c  G . P o u r  a v o i r  l e s  é q u a t i o n s

de  s t r u c t u r e  o n  p e u t  d o n c  d a n s  l a  f o r m e  o o  r e m p l a c e r  X

p a r  u n  n o m b r e  f i x e ,  p a r  e x e m p l e  0 • o n  a a i n s i

1 x  3 1 dy
<jj =  d x  — r- dy  e t  d u j  =  -  W  —=•

o u  e n c o r e

x os

a v e c

U> =  dx - ÿ -  dy CO s  dy

1 1 2  1 *> 
d Ci> = i  Où U> , d =  0

E x e m p l e  I I I  .  -  S o i t  l e  g r o u p e  G d e s  t r a n s f o r m a t i o n s  homo-  

g r a p h i q u e s  d Tu n e  v a r i  o b i e

3u
CU

y
X - x
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a x  ■+• “b
X  * ----------------- ;

e x  -4- d

On a&St eue 1 ' é r u a t i o n  dt d é f i n i t i o n  du groupe ©st 

( d )  X ' X ,T» -  — x wt“= 0 ;
&

e n  p o s a n t

X ’ =  u X M =  v

n o u s  a v o n s  l e  s y s t è m e

[z)  ax = Cü1 = u dx

{ 3 )  du  =  v dx
O

(4) dv = 4  XL dx
g  u  

On a

a t u 1 =  d u  a x  =  â ï ï _ - - T _ i 2  . u  â x  =  « s .j= _ X _ â 5 . to’ .
u  u

« r. dxx ' V dx i j  « . . « «
¿a f o r m e  ----- —-------------e s t  d o n c  i n v a r i a n t e  ; a p p e l o n s - l a  co

Z  d u  v  
Co =  — -  -i- d: 

u  u

On e n  d i  d u i  t

Z  1 ,  _ v  , , 1 v  , \ . l
d co — -  — dv  dx +  —- d u  d x  =  ( — -g -  d v  +  — d u)  CO 

u  u-'  v f*  u °

= f  -  ( dv -  —  dx) 4- (du -  v dx )1 OJ"1
>- v r*  Z u  u 3  J

d * où  l a  n o u v c î l  D e f o r m e  i n v a r i a n t e

co z
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U.3 = - gr aT + ̂  au + 8 ÿ  a*

Cn en dé duit
O

duj3 = ^ r du dv + Z-zr è v  dx - 3 du dx = <a> 3 CO 
U3 u. 3 U

L e s  é q u a t i o n s  de  s t r u c t u r e  s o n t  p a r  s u i t e

1 2  1 
a eu = eu u>

** î

d eu 3 = eu 3 u) 3

Sxetn p l e  I V . -  S o i t  l e  g r o u p e  G d é f i n i  p a r  l e s  é q u a t i o n s  

X - x + f(y) • Y = y

o ù  f ( v ) e s t  u n e  f o n c t i o n  a n a l y t i q u e  a r b i t r a i r e  de  y  . 

é q u a t i o n s  de d é f i n i t i o n  s o n t

T  -  »  • =  1

o u  e n c o r e
( 1 )  Y =  y

( Z )  dZ -  dx +  u dy

On a d o n c
1 Sc o  =  dx +  u dy . CU — dy

a v e c  l e s  é q u a t i o n s  de s t r u c t u r e

Le s

2•w

à

d eu

: yY
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a u / 1 = &  a:/ = , a w 3 = o

23 dés ignant  3 a jfotne du pl us un m ult ip le  a r b i t r a i r e  de dy. 

3semole 7 . -  S o i t  3e eioupe t r a n s i t i f

X = f  {x ) , Y = —2.-----
f f (x)

où f (x )  e s t  une fo n c t io n  a r b i t r a i r e  de x , f f (x) sa d é r i 

vée ,  l e s  équations de d é f i n i t i o n  sont

dX = — dx
Y

dY = — dy + u dx • y

e 1 ‘ es  sont du promi er ordre , Donnons dans l e s  seconds membres 

à Y la va leur  numérique 1 • nous aurons

o j 1 = y d x  , c*>2 = + u dx

avec l e s  équations de s truc ture

dur1 = u £  003 , Clu)3 = 8T Üü] (mod.dxlj

Nous remarquons i c i  que l e  groupe G e^t l e  pro 1 oncrement b.o —

3 oé ci ri que du groupe X = f ( x)  , dont 1 T e qua t io n  de d é f i n i t i o n  

e s t  dX = u dx ; avec = u dx , d w   ̂ .

OJ 3

ari
OO

[ar du

y

y
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Le troisi ème théorème fondamental ._

La question à laquelle répond le troisième théorème

fondamental est la suivante . les coefficients c ^  = - c ^

u,  ̂ oui entrent dans les ©ouations de definition d'un grou- 
k p  * ^

pe normal peuvent-ils être choisis arbitrairement comme fonc

tions des invariants du groupe ? Noue nous bornerons au cas 

où le groupe est transitif ; il y aurait peu de modifications 

à faire dans le cas où le groupe est intransitif .

Le problème est en somme le suivant t Ss t-i 1 po ss i -

ble de trouver n+p f o rue s çO3 . ___indépendantes à n+p v a -

ri ab l_e s _s a ti s f ai sent aux é qua ti ons

(10) d u»1 = ak â + 1  c ^ u ^ u » * 1 (Cfcâ = “chlh

s a t i s f a i s a n t  à c e s  c o n d i t i o n s ,  e t  a l o r s  l e s  é q u a t i o n s  CO = 0  

f o r m a n t  m a n i f e s t e m e n t ,  d 1 a p r è s  ( 1 0 )  , u n  s y s t è m e  c o m p l è t e m e n t

i n t é g r a " o l e  , o n  p o u r r a  e n s u i t e  s u p p o s e r  q u e  , 3 ^  ............x n

s o n t  l e s  i n t é g r a l e s  p r e m i è r e s  de c e  s y s t è m e ,  e t  d ’ a p r è s  l a  r é • 

c i p r o q u e  du s e c o n d  t h é o r è m e  f o n d a m e n t a l ,  i l  e x i s t e r a  "bien u n  

g r o u p e  n o r m a l  G o p é r a n t  s u r  c e s  n  v a r i a b l e s  e t  a d m e t t a n t  

{ 1 0 )  p o u r  é q u a t i o n s  de  s t r u c t u r e .  On p o u r r a  p l u s  g é n é r a l e m e n t

fI ruu> a -

o ù  l e s  c o e f f i c i e n t s  s o n t  d e s  c o n s t a n t e s  d o n n é e s ,  l e s  a^_  

f  o r m a n t  u n  s y  s  tèrne_i nv  o j u t  i f

I l  s u f f i t ,  e n  e f f e t ,  c u ’ o n  p u i s s e  t r o u v e r  d e s  f o r m e s
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1 c»<
c h e r c h e r  d e s  f o r m e s  ou e t  ST l î n e a î r e a  p a r  r a p p o r t  ô 

N ^  n  +  p v a r i a b l e s  d o n n é e s  f s o u s  l a  r é s e r v e  q u e  l e s  n+p

f o r m e s  s o n t  l i n é a i r e m e n t  i n d é p e n d a n t e s  . Nous  a p T ' V j l c r o n s  c  

c e s  v a r i a b l e s  .

S i  n o u s  p o s o n s  a l o r s

(3 6) = PA a ^ A 1 ar<* =  £f“‘ 4

l a  m i s e  e n  é q u a t i o n  du p r o b l è m e  f o u r n i t  l e s  é q u a t i o n s  q u a d r a -  

r i q u e s  e x t é r i e u r e s

( I )  d p 3v d £ Â =  a.  1 c u k 5 T r +  5 - c  * t o  k U> h
X ? 2  kh

d a n s  l e s  s e c o n d s  m e m b r e s  d e s q u e l l e s  o n  s u p p o s e  l e s  f o r m e s  

co e t  r e m p l a c é e s  p a r  l e u r s  v a l e u r s  ( 1 6 )

D T ar)rè s  l a  t h é o r i e  g é n é r a l e  d e s  s y s t è m e s  de P f a f f  

i l  f a u t  a j o u t e r  a u x  é q u a t i o n s  ( I )  c e l l e s  q u ' o n  e n  d é d u i t  p a r  

d i f f é r e n t i a t i o n  e x t é r i e u r e ,  c o m p t e  t e n u  d e s  é q u a t i o n s  ( I ) „

Le c a l  c u l  d o n n e

f _ _ » i h , 7-r p i  k h  . i k,  1 k i  . h  { __f
( I I )  a k f  eu  d a ktr a h f  co  ST fiT +  ( ^ 8 ^ ) 4 ,  tu  ST

, 1 i  k h  , £ . m 
+ T  °kh °{m 40 ^

i  cA
o n  o n  s u p p o s e  n a t u r e l l e m e n t  l e s  f o r m e s  e t  T!) r e m p l a c é e s  

p a r  l e u r s  e x p r e s s i o n s  ( 1 3 ) .

On o b t i e n t  d e s  c o n d i t i o n s  n é c e s s a i r e s  de c o m p a t i b i —

> >1

%

Aal
C o

2

i o J

kfc( C h i

co
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î l t é  e n  e x p r i m a n t  3 a  p o s s i b i l i t é  d e  s a t i s f a i r e  a u x  é q u a t i o n s  

t l l )  e n  y  r e m p l  a ç a n t  3 e s  f o r m e s  d 33 P 8 r  c e r t a i n e s  f o r m e s  

q u a d r a t i q u e s  c o n s t r u i t e s  a v e c  l e s  u j  e t  l e s  3 T  ^ . t e l l e s  q u i

( 3 7 )
<at

d s r
oL o  ** k ^ A  1 H  k h

ST c3 + 6, w  Î  + F^kh W x k A <2 Kn

On t r o u v e  p a r  i d e n t i f i c a t i o n  l e s  r e l a t i o n s

( 3 8 )

{ 1 9 )

( 2 0 )

c kh  at* " Ck t  a h l  +  a k i  Ch t  ~  a h f  *«L +  fa€p ^ h *  °

i „ k n i „ k _ a 1 v f =  0  
akp °h«* ’ kot 8hf> b-p oap

( 1 = 1 . 4 ____ n  ; * , f i  = 1 , 3 . . , P )

( h ,  —1 , n  * —1 , S  , . .  , p )

ckhc*m+ckt emh+ckmcîi« "ahf 6tm a?f cmh“am(>£’ hi °

(h.!,m=],a.... n)

13 f a u t  q u e  c e s  é q u a t i o n s  c o n s i d é r é e s  comme é q u a t i o n s  

l i n é a i r e s  p a r  r a p p o r t  a u x  i n c o n n u e s  ^ * ^ k h  ’ s o i e n t  

c o m p a t i b l e s  ; c e l a  e n t r a i n e  n a t u r e l l e m e n t  d e s  r e l a t i o n s  a l  -

i  4- 1
g é b r i q u e s  e n t r e  l e s  c o n s t a n t e s  a kf> 0 ckh *

S u p p o s o n s  c e s  r e l a t i o n s  v é r i f i é e s  . X»e s y s t è m e  ( i )  

e s t  a l o r s  e n  i n v o l u t i o n  . P o u r  l e  d é m o n t r e r  i l  f a u t  é v a l u e r

pp

f

p♦ 9 •

: ?k3

K.
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î o  n o a b r ®  d # » r b t t r a i r e s  d o n t  d é p e n d  l ' é l é m e n t  i n t é g r a l  l e

p l u *  g é n è r e  1 à  n  d i m e n s l o n d  .  c a l c u l e r  l e s  c a r a c t è r e s  3

* ................S du s v s t è m e  e t  v é r i f i e r  q u e  l e  p r e m i e r  n o mb r e  a 
............  n - 1

)  t» v a l e u r  q u e  3 s  t h é o r i e  d e s  s j ' s t è m e s  o n  i n v o l u t i o n  f o u r n i t

c o n n a i s s a n t  l e s  c a r a c t è r e s  S j  .

P o u r  f a i r e  l a  p r e m i è r e  é v a l u a t i o n  ( n o m b r e  d ’ a r b i t r a i 

r e s  d o n t  d é p e n d  l ’ é l é m e n t  i n t é g r a l  l e  p l u s  g é n é r a l  -à N d i m e n 

s i o n s )  , c o n s i d é r o n s  d ’ a b o r d  l e s  é q u a t i o n s  ( I I )  . P a r  h y p o t h è s e
o< -,

e l l e s  s o n t  v é r i f i é e s  p a r  l e s  v a l e u r s  d e s  d d e  l a  f o r m e

( 1 7 )  , a v e c  d e s  v a l e u r s  d é t e r m i n é e s  d e s  c o e f f i c i e n t s  o , ^  ,

£  r La s o l u t i o n  l a  p l u s  g é n é r a l e  de  ( I I )  s ’ o b t i e n d r a  e n  a j o u -
t —r

t a n t  a ux  v a l e u r s  ( 1 7 )  l e s  f o r m e s  I I l e s  p l u s  g é n é r a l e s  q u i  

s a t i s f o n t  a u x  é q u a t i o n s

(23 ) a 1 u> k T T ^  = 0
KV

Or l e s  é q u a t i o n s  a, 2 u> SX -  0 , où l e s  i n c o n n u e s  s o n t
f*

d e s  f o r m e s  l i n é a i r e s  <W t a d m e t t e n t  u n e  s o l u t i o n  g é n e  r a l  e  

d é p e n d a n t  de  C , +  2  CT« +  . . . .  +  r  p a r a m è t r e s  a r b i t r a i r e s
J  U» J:

s o i t

=  b x k  t  u>

o ù  l e s  t  ^  s o n t  l e s  p a r a m è t r e s  e n  q u e s t i o n  . I l  e s t  a l o r s  

é v i d e n t  q u e  l e s  é q u a t i o n s  (31 ) s e r o n t  v é r i f i é e s  s i  l ’ o n  p o s e

<»> TT̂= C  k xA

o

co
at 
, Ir

"S r
A

S'
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3 e a  \  é t a n t  d e s  f o r m e s  à c o e f f i c i e n t s  a r b i t r a i  r e s  l i n é a i 

r e s  e n  d £  ̂ , ............ d ^ N * ^  a T 3 n t r o â u î t  a i n s i  N ( ^ +  2 ^ +

, + r  *T ) c o e f f i c i e n t s  a r b i t r a i r e s  d a n s  l e s  e x p r e s s i o n s  l e s
r  0 4  /  -Ap l u s  g é n é r a l e s  d e s  d CJ s a t i s f a i s a n t  a u x  é q u a t i o n s  (II).

M a i s  c e  n o mb r e  d o i t  ê t r e  r é d u i t  p a r  l e  f a i t  q u f i l  y  a d a n s
ol  " 1 2  2  1

d e u x  t e r m e s  , 1 ’ u n  e n  u> uo , 1 * a u t r e  e n  CO , e t  

q u e  l a  r é d u c t i o n  e n  u n  s e u l  de  c e s  t e r m e s  e t  d e s  t e r m e s  a n a 

l o g u e s  d i m i n u e  l e  n o mb r e  d e s  c o e f f i c i e n t s  a r b i t r a i r e s  . On 

p e u t  c a l c u l e r  r i g o u r e u s e m e n t  l e  n o m b r e  d o n t  i l  f a u t  r é d u i r e  

N( 3  QT;> +  . . .  +  r  G*r  ) p o u r  a v o i  r i e  nom b re e x a c t  d e s

c o e f f i c i e n t s  a r b i t r a i r e s  r e s t a n t s .  L a i s s o n s  d e  c ô t é  c e t t e  

d é t e r m i n a t i o n  p o u r  n ' i n d i q u e r  q u e  l e  r é s u l t a t  : l e  n om b re  H

d e s  c o e f f i c i e n t s  a r b i t r a i r e s  ( i n d é p e n d a n t s  d e s  p J e t  d e s
A

a ^  } o u  i  e n t r e n t  d a n s  l a  s o l u t i o n  d e s  é q u a t i o n s  ( I I )  e n
X .a i  ^

d cZT t e l l e  q u e  n o u s  1 T a v o n s  e n v i  s a g e  e , e s t

( N - l  ) 6 “ ^+ ( 3 N - 3 )  GT3 +  ( 3 N - 6 ) G ' 3 + ..................
i - r  i
\

"  /___
1 - 1

K  _  A J L i + i l l  G "
? 1

En r é a l i t é  l e  n om b re  H p e u t  ê t r e  s u p é r i e u r  a u

n o m b re p r é c é d e n t ,  p a r c e  q u r i l  s e  p o u r r a i  t  q u Ti l  e x i s t â t  d e s

s o l u t i o n s  d e s  é q u a t i o n s  ( 2 1 )  q u i  n e  f u s s e n t  p a s  de l a  f o r m e  

( 2 2  ) » On d o i t  d o n c  é c r i r e

<5~
1 *

p e u t
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H »  L  
1=3

i = r r
u

âplX = P À, t~ * $ * *

Ce] a n e  n o u s  d o n n e  p a s  e n c o r e  3 e  n o m b r e  de p a r a m è t r e s  a r b i 

t r a i r e s  d o n t  d é p e n s  3 t é 3 é m e n t  i n t é g r a ]  à  N d i m e n s i o n s  3 e  p l u s  

g ê n é  r a l  d e s  é o u a t i o n s  i i )  e t  ( I I )  .  P o u r  3 » o b t e n i r  n o u s  p o u 

v o n s  s u b s t i t u e r  a u x  é q u a t i o n s  ( I I )  3 es  é q u a t i o n s

{ I I ’ ) dq*^- d =  d 3 r

o ù  o n  a remo3  a c é  d p a r  3 a  v a 3 o u r  o b t e n u e  , q u i  i s i t  i n 

t e r v e n i r  H a r b i t r a i r e  . T o u t  5 3 ¿ m e n t  i n t é g r a ]  à N d i m e n s i o n s  

s e r s  d é f i n i  p a r

, i =  t >

j

a * “  =  q - 4 â t #

J2,vv [l'iX/noyvCfc Âajwï ¿g., kr. C X )  c " t  \jJ •') J*,., <£ £  ̂  ¿i. £  ̂

on  v o i t  t o u t  de s u i t e  o u e  3̂ e a ooo f  #4-e4 on  t a  d-e_s_-s e io » 4 s  mem— 

b-r o s- s o n t  de 3 a f o r m e

tî 3 -  P 5  = 

oL ^
<1 ~ v — • • • •

A t̂ > f**,*

3 e s  s e c o n d s  m e m b r e s  é t a n t  d es  q u a n t i  t é s  f o n c t i o n s  d é t e r m i n é e s

d e s  n 3 . d e s  q e t  d e s  H a r b i t r a i r e s  d o n t  i 3  a é t é  
X X

q u e s t i o n  p l u s  h a u t  _ On a a i n s i ,  p o u r  d e s  v a 3  e u r s  f i x é e s  de

N u î ± ï _ •1 5<5

ai
CÎT

I «t.
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Tv ( N —1 ) 3
c e s  H a r b i t r a i r e s ,  -— i— --—-  r e l a t i o n s  l i n é a i r e s  à N i n -

3

c o n n u e s  .  P a r  s u i t e  l e  n o mb r e  t o t a l  d e s  a r b i t r a i r e s  d o n t  d é 

p e n d  l ’ é l é m e n t  i n t é g r a l  à  N d i m e n s i o n s  l e  p l u s  g é n é r a l  du s y s 

t è me  { I ) .  ( I I ) e s t
i = n  r  ------  1

( 3 3 ) ( N-f-11 + H ^ r , ( N t .lI  + > iN -  K l t J .1  C i

P a s s o n s  au c a l c u l  d e s  c a r a c t è r e s  S-j , 3« •

du s y s t è m e  . N o u s  a l l o n s  d é t e r m i n e r  d e s  e n t i e r s  \  n + \  ~
L__ 1  ¿ _ J

t e l s  q ue  l ’ o n  a i t

S1 ~l__1 ’ Sl + S2 “ Z___1+ £__3 *

3 1 +  S3 + * * *+ S N-1 “2 2 + -----+ ) ____N-1

s o i t
P o u r  q u e  l e  s y s t è m e  / e n  i n v o l u t i o n  , i l  f a u t  e t  i l  s u f f i t  q ue  

l e  nom bre ——Lyltl-L + H q u ’ o n  v i e n t  de  t r o u v e r ,  q u i  n e  p e u t

p a s  d é p a s s e r

N -  ( N - l ) 3  -  ( N - 2 ) S  -  . . .  -  SN_ 3
J W

l u i  s o i t  é g a l  ; o r  c e  d e r n i e r  n om b re  e s t  l u i - m ê m e  i n f é r i e u r  

o u  é g a l  à

H3 - (N-l ) - (N-a) >_3 ------

N ous a l l o n s  d é m o n t r e r  q u e  c e  d e r n i e r  n om b re e s t  é g a l  à.

VtW

2  =  1  "
p

- 1

_J +

3N-3
\
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I t̂w+j.). +\  | in . iii+LL I (?1 ,
v  i _i  L a  J

1 = P  r  -11 —n  
\  

i = ï

on a u r a  a l o r s

M3 ( N + :  )  H  i  H * f N + ]  )  l 1 N  „  Ü J - i L L I  G -
» i  __  L 3 J 5

1=3

— N3 - U-llS, - (N-3)SS ..-SN_j

Par* s u i t e  l e  s y s t è m e  e s t  e n  i n v o l u t i o n  e t  l e  s i g n e  < î ' I n é g a l i 

t é  d o i t  ê t r e  p a r t o u t  r e m p l a c é  p a r  l e  s i g n e  d » é g a l i t é  . I l  e n

ré  s u 1 t e  ra  S . — / . d Tun e p a r t ,  e t  d 1 au t r e  p a r t ,  o n  s e  ra
i *■—  i

s û r  q u e  l e s  é q u a t i o n s  ( 2 3  ) f o u r n i s s e n t  l a  s o l u t i o n  l a  p l u s  

g é n é r a l e  d e. ( 31  )

P o u r  c a l c u l e r  l e s  n o m b r e s  *__  , f o r m o n s  l e s  p r e m i e r s

m e m b r e s  d e s  é q u a t i o n s  ( I )  e t  ( I I )  ; c e  s o n t  l e s  s e u l e s  p a r 

t i e s  de  c e s  é q u a t i o n s  o ù  i n t e r v i e n n e n t  l e s  d i f f é r e n t i e l l e s  

d e s  f o n c t i o n s  i n c o n n u e s  p , q ^  . On o b t i e n t
À  A

(i) dp1 a fc* = ...
A 7

( I I )  a i  p k dq? d ^ = -------H A f* i S

N o u s  a u r o n s  u n  n o mb r e  _̂_ _ — S- e n  p r e n a n t  d a n s  ( I )  l e s

c o e f f i c i e n t s  de  d £ t c e  q u i  d o n n e  l e s  n  d i f f é r e n t i e l l e s

d p . ; o n  p r e n d r a  d o n c  \ — Tfl . N o u s  a u r o n s  u n  nomb r e
1 L—  1

y -j+ ^ ^ — S j +  s 3  e n  p r e n a n t  d a n s  ( l )  l e s  c o e f f i c i  e n  t s  de

i=n

d
X



d y 1  t  Z x ^  t ' ^£ e t  de  d ç  e t  d a n s  ( I T)  l e s  c o e f f i c i e n t s  do d£ d e

c e  o u i  donne
i 1 i  . k p k p . 

dp , dp , e .  ( p .  dq;  -  pP dq*. ) .
] á U f  i ^  á  i

c ' e B  t - à - d  i r e  au m o i n s  2 n  -t- CT _ e x p r e s s i o n s  l i n é a i r e m e n tj

i n d e p e n d a n  t e s  ( i l  s u f f i t  p a r  e x e m p l e  de f a i r e  p^ = 1 , l e s  

a u t r e s  p é t a n t  n u l s  } . Nous  p r e n d r o n s  d o n c  ^ ¿  — n + <5~j .

En p o u r s u i v a n t  a i n s i  on  t r o u v e

— . 1 =  n  • . ¿ _ 3 =  n  +  6 " i  • Z _ 3 =  n  +  cM  +  cra

/ __ 4 ~  n +<3ri +Ç* 3  + <̂ 3  __  N - l  ~  n *^1 + * • 4‘ ^ N - l

s i  on  a p o s é  <o n+3 = . . . .  =<5’N. 3 = 0 .

On t r o u v e  a i n s i  f a c i l e m e n t  l ’ é r a l i t é  a n n o n e é e  

N3 -  < N - 1 ) £ 3 -  ( K-3 ) T ; 2  -  . . .  n -3

= E lm l  +  H 1 [1H _ ÜJ+U.1 «r

2  W  3 J

t h e  o r è m e  f o n d  amen t a !  g é n 3  r a ]  i s e  c e l u i  de  L i e ,  l e s  r e l a t i o n s  

c l  a s s i q u e s  de  L i e  e n t r e  l e s  c . v s e  r é d u i s a n t  a u x  r e l a t i o n s
l u i

( 2 0  ) où  1 * o n  s u o o r i m e  l e s  t e r m e s  e n  £  , ^Icn •

1 7  m -G, - 31

\
/

I l  e s t  i n u t i l e  rie f a i r e  r e m a r q u e r  q u e  c e  t r o i s i è m e
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Le p-rou p e  de  a t a b l  11 t é  3 1 né  c  1 r e  

é l é m e n t  p l  an  s y s t a  t i  que

E t a n t  d o nn é  u n  g r o u p e  de  L i e  G,  n o n  n é c e s s a i r e m e n t  

n o r m a l ,  l ’ e n s e m b l e  d e s  t r & r : s f o r r a & t î o n s  du g r o u p e  G q u i  l a i s 

s e n t  f i E e  u n  p o i n t  g é n é r i q u e  { x ) f o r m e  u n  s o u s - g r o u p e  g  de  

G, q u ’ on  a p p e l l e  l e  g r o u p e  de  s t a b i l i t é  du p o i n t  ( x ) . S i  l e  

g r o u p e  G e s t  f i n i ,  g  e s t  u n  g r o u p e  do L i e . ,  m a i s  i l  r f e n  e s t  

p a s  e n  g é n é r a l  de même s i  l e  g r o u p e  G e s t  i n f i n i  .  ^ u o i  q u Ti l  

e n  s o i t ,  l e  g r o u p e  g  t r a n s f o r m e  l i n é a i r e m e n t  l e s  v e c t e u r s  

dx i s s u s  du p o i n t  ( x ) e t  l e  g r o u p e  s u i v a n t  l e q u e l  i l  l e s  

t r a n s f o r m e  e s t  un  g r o u p e  l i n é a i r e ,  e u e  n o u s  a p p e l l e r o n s  l e  

g r o u p e  de s t a b i l i t é  l i n é a i r e  du p o i n t  ( x ) . Nous  a l l o n s  m o n 

t r e r  q u e  1 e s  t f * a n s f o r m a t i  on s  i n f i n i  t é s i m a l  gf d e  c e  g r o u p e  a p p a 

r a i s s e n t  d a n s  l e s  é q u a t i o n s  do s t r u c t u r e  du g r o u p e  G.

P a r t o n s  de l a  f o r m e  p r i m i t i v e  d e s  é q u a t i o n s  de  d é f i 

n i t i o n  du g r o u p e

(1) x',+’ = X S > + '1 ........  xn =

(3 ) dX * =  ( 3 , X , u )  ( 1 = 1 , 3 ............n )

S i  1 T on f i x e  l e  p o i n t  ( x )  e t  l e  p o i n t  ( x )  , l e s  f o r m u l e s  ( Z)  

i n d i q u e n t  comment  u n e  t r a n s f o r m a t i o n  T de  G a m e n a n t  ( x )  e n  

(X) t r a n s f o r m e  l e  v e c t e u r  ( d x )  d a n s  l e  v e c t e u r  ( dx )  • c e t t e

ZIX

dx
k

a i ,Jfci.
i
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t r á n s f o m s t í o n  s e  t r a d u i t  p ^ r  l a  s u b s t i t u t i o n  l i n é a i r e  Su
i

d e  c o e i f i c i o n t s  af_ e f f e c t u é e  s u r  1 e s  c o m p o s a n t e s  dx dule
r e c t e u r  ( d x )  . S i  m a i n t e n a n t  n o u s  c o n e i d é r o n s  d e u x  t r a n s f o r 

m a t i o n s  T e t  TT de  G a m e n a n t  ( x )  e n  (X)  , l a  t r a n s f o r 

m a t i o n  T’ T de  G o p p . r t ( x k ei snt  au g r o u p e  de  s t a b i l i t é  de  

( x )  e t  l a  s u b s t i t u t i o n  l i n é a i r e  c o r r e s p o n d a n t e  du g r o u p e  de  

s t a b i l i t é  l i n é a i r e  e s t  1  s s u b s t i t u t i o n  Su i S u .  l e s  s u b s t i 

t u t i o n s  S ~ t S u . q ua n d  o n  f a i t  v a r i e r  u  e t  u T e n g e n 

d r e n t  d o n c  l e  g r o u p e  de s t a b i l i t é  l i n é a i r e  5  5 o n  p e u t  a u s 

s i  t e  r e g a r d e r  c o r me  e n g e n d r é  p a r  l e s  s u b s t i t u t i o n s  S Q 3 U

o ù  3  c o r r e s p o n d  à d e s  v a l e u r s  n u m é r i q u e s  f i x e s  de  u* ,
o

L e s  s u b s t i t u t i o n s  V u  — 3^ ^o e n g e n d r e n t  a u s s i  u n  g r o u 

p e ,  p u i s o u e  l ’ o n  a

Su 3 ô a -  s o ( s ; 1 S u  * s ô 3 i

c T e s  t  l e  g r o u p e  t r a n s f o r m é  de  V p a r  S Q . C ' e s t  e n c o r e  l e  

g r o u p e  de s t a b i l i t é  l i n é a i r e  m a i s  l o r s q u ' o n  p r e n d  comme com

p o s a n t e s  du v e c t e u r  ( dx  ) l e s  q u a n t i t é s  r é s u l t a n t  de l a  s u b s  —
let i t u t i o n  S e f f e c t u é e  s u r  l e s  dx , c Te s t - . ^ ~ d i r e  l e s  q u a n -

o
t i t é s  <jl) ( x , X , u  jdx) . D é s i g n o n s  e n c o r e  p a r  q c e  g r o u p e .

C e l a  -»osé c o n s i d é r o n s  l a  s u b s t i t u t i o n  i n f i n i t é s i m a l e

/  c /  de  V  * c ' e s t  c e l l e  q u i  a o p l i a u é e  a u x  quan> 
U4- o V 1----u

t i t é s  Cü 3  {"’ , X , u  ( dx) d o n n e  l e s  u J ^ ( x , X , u + S  u (id x )  . Or o n



IV.-G#- 34

-N. kdu
O J 1 i *  . X .  u - f i u ,  d x )  s  U > f { 3 t . X . u # d x )  ^ u k

¿.lais d * a p r è s  l e s  é q u a t i o n s  de s t r u c t u r e

d U )1  *  2* c k h  u > h **' ah ^  u j h

o n  a
_  , i
^  t e  i  k  p  
r — r  “  a kp  eo Q
ü u  '

e n  d é s i g n a n t  p a r  e ^ c e  q u i  d e v i e n t  Z3T q u a n d  o n  y  r e m 

p l a c e  d x k  p a r  0  e t  du  p a r  -  t )  u k  .  I l  e n  r é s u l t e  

q ue  l e s  é q u a t i o n s  d e s  t r a n s f o r m a t i o n s  l n . f  i n i  t é s i m a ]  e s  du  

g r o u p e  l i n é a i r e d e _ s t a b i  1 i  t é  s o n t

( 2 3 )  c) LO^ =  ajj-1 e ^  05 ^ 

a v e c  p p a r a m è t r e s  e . e** » . . . ,

Ce q u i  p r é c è d e  s u p p o s e  i m p l i c i t e m e n t  l e  g r o u p e  G 

n© n a a l  •  d a n s  ce c a s , s i  1 T o n  e x p r i m e  q u e  l e s  t r a n s f o  n n a t i o n s  

i n f i  n i  t é  s i  mal  e s

U 4 )  E -1 f  =  a k * £ k

e n g e n d r e n t  u n  g r o u p e  de 3sjN3ŝ sçst>iôjfi ^  \  , o n  t r o u v e  p r é c i 

s é m e n t  l e s  é q u a t i o n s  ( 1 8 ) .  La  c o m p a t i b i l i t é  de c e s  é q u a t i o n s

i 3 h i h sr

P3
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né c e s s a i  r e  d a n s  1 1 é n o n c e  d i r e c t  du t  ro i  3 i  èms t h e o  renie f o n d a 

me n t a l  . e x  pr i m e  d o n c  s i m p l e m e n t  q u e  l e s  t r a n s f o r m a t i o n s  ( ¿ 3 )

e n g e n d r e n t  u n  £ r o u p e  .

S i  l e  g r o u p e  G n ’ e s t  p a s  n o r m a l ,  l e s  r é s u l t a t s  p r é 

c é d e n t s  s u b s i s t e n t ,  m a i s  1 e s  s o n t  a l o r s  l e s  f o r m e s  U* 

i n v a r i a n t e s  p a r  l e  p r o l o n g e m e n t  h o l o é d r i q u e  n o r m a l  de  G q u i  

s e  p r é s e n t e n t  p a r  l a  c o n s i d é r a t i o n  de c e l l e s  d e s  é q u a t i o n s  de  

d é f i n i t i o n  de G q u i  s o n t  du p r e m i e r  o r d r e  .

D a n s  t o u s  l e s  c a s ,  l e s  r é s u l t a t s  p r é c é d e n t s  n o u s  c o n 

d u i s e n t  à  u n e  n o t i o n  n o u v e l l e  . P r e n o n s  un  v e c t e u r  ( d x )  d o n t
jL le %

l e s  c o m p o s a n t e s  a n n u l e n t  l e s  np^ f o r m e s  ( i = l » £ . . . n )

( oi = 1 , 3 , . . , P t ) q u i  s ’ i n t r o d u i s e n t  d a n s  l e s  s e c o n d s  m e mb r e s  

d e s  é q u a t i o n s  (Ü3)  . T o u t e  t r a n s f o r m a t i o n  i n f i n i t é s i m a l e  de

V l e  l a i s s e  i n v a r i a n t ,  e t  r é c i p r o q u e m e n t ,  t o u t  v e c t e u r  i n 

v a r i a n t  p a r  j a n n u l e  c e s  np^ f o r m e s  . N o u s  d o n n e r o n s  au  

s y s t è m e  d e  P f a f f

(3 5) co k = 0 ( i = l ____ , n ; ^ = l , . . . , p )

l e  nom de  s y s t £ raQ s y s t a t i q u e  .  *

l e  s  v e c t e u r s  i s ^ . u s  d ’ u n  p o i n t  ( x  ) q u i  s a t i s 

f o n t  aux é q u a t i o n s  de c e  s y s t e r n e  e n g e n d r e n t  u n  é l é m e n t  p l a n  

E q u e  n o u s  no mm er o ns  é 3 o m e n t  p l a n  s y s  t a t i  q u e  a t t a c h é  au p o i n t  

( x ) , C e t t e  d é n o m i n a t i o n  s ’ e x p l i q u e  p a r  l e  f a i t  q ue  t o u t e  

t r a n s f o r m a t i o n  do G q u i  l a i s s e  f i x e  l e  p o i n t  ( x )  l a i s s e  f i x e

J L

'k«< U)

i



« n  csôme t empa  t o u s  3 e a  p o i n t s  I n f i n i m e n t  v o i s i n s  de  ( x }  8 1 «  

t u é s  d a n s  3 ' é l é m e n t  p l a n  S  a s s o c i é  à ( x ) .

De 1 à  r é s u l t e  q u e  l e  s y s t ème ( 3 5 )  e s t  c o m p l è t e m e n t  

i n t é g r a b l  e .  On p e u t  l e  v é  r i  f i  e r  p a r  l e  c a l c u l  ; m a i s  o n  p e u t  

a u s s i  s 1 e n  r e n d r e  c o m p t e  cl’ u n e  m a n i è r e  i n t u i t i v e  . C o n s i d é r o n s  

u ne  c o u r b e  (C)  t a n g e n t e  e n  c h a c u n  de  s e s  p o i n t s  à  l ’ é l é m e n t  

s y s t e t i q u e  a s s o c i é  à c e  p o i n t  . T o u t e  t r a n s f o r m s t i o n  de  G 

q u i  1 a i s a e  f i x e  un  p o i n t  ( x )  de l a  c o u r b e ,  l a i s s e r a  é g a l e m e n t  

f i x e s  l e s  p o i n t s  i n f i n i m e n t  v o i s i n s ,  e t  p a r  s u i t e ,  de  p r o c h e  

e n  p r o c h e ,  t o u s  l e s  p o i n t s  de  C.  Le l i e u  d e s  p o i n t s  i n v a r i a n t s  

p a r  l e s  t r a n s f o r m a t i o n s  du g r o u p e  de s t a b i l i t é  ( n o n  l i n é a i r e )  

d ' u n  p o i n t  ( x )  e s t  d o n c  u n e  v a r i é t é  q u i ,  e n  c h a c u n  de  s e s  

p o i n t s ,  a d m e t  t o u t e s  l e s  t a n g e n t e s  à. l ’ é l é m e n t  s y s t a t i q u e  ¿ 

c e s  v a r i é t é s  s o n t  l e s  v a r i é t é s  i n t é g r a l e s  du s y s t è m e  s y s t a  — 

t i q u e  ( 3 5 )  q u i  e s t  d o n c  c o m p l è t e m e n t  i n t e g r a b l e  .

N a t u r e l l e m e n t  i l  p e u t  a r r i v e r  q u e  l ’ é l é m e n t  p l a n  

s y s  t a  t i  q u e  s e  r é d u i s e  au o o i n t  ( x )  l u i - m ê m e , l e  g r o u p e  G 

é t a n t  a l o r s  a s y s  t a  t i  q u e  î c o l a  a r r i v e  l o r s q u e  l e s  é q u a t i o n s  

(2-5) s o n t  au nombre  de  n  I n d é p e n d a n t e s  .

I n v a r i a n t s  e s s e n t i e l s  

La c o n s i d é r a t i o n  ¿L-u syrr tème de P f a f f  s y s t a t i q u e  v a  

n o u s  c o n d u i r e  à  u n e  n o t i o n  i m p o r t a n t e  , c e l l e  d ’ i n v a r i a n t  

e s s e n t i e l .
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H e m a r q u e n s  d ’ a b o r d  q u e  s i  l f o n  f a i t  u n  c h a n g e m e n t  

de  v a r i a b l e s  q u e l c o n q u e ,  l e  s y s t è m e  s y s t a t i q u e  r e s t e  i n v a 

r i a n t  ; c T e '  t  u n e  s i n n l e  c o n s é q u e n c e  du  s a  s i g n i f i c a t i o n  g é o 

m é t r i q u e  . C e l a  p o s é , c o n s i d é r o n s  p a r m i  t o u t e s  l e s  c o m b i n a i 

s o n s  l i n é a i r e s  d e s  é q u a t i o n s  de c e  s y s t è m e  c e l l e s  q u i  n e  d é 

p e n d e n t  q ue  d e s  d i f f é r e n t i e l l e s  d x ^ + 1 ............ d x 11 d e s  i n v a r i a n t s

d u  g r o u p e  . On p e u t  s u p p o s e r ,  p a r  u n  p e t i t  c h a n g e m e n t  de  n o 

t a t i o n s ,  q ue  oe s o n t  l e s  d i f f é r e n t i e l l e s  d ’ u n  c e r t a i n  n o m b r e
1 r  ,

d * i n v  a r i  a n t s , q u e  n o u s  a p p e l  1 e r o n s  y  , . . , *  y  > n o u s

g n e r o n s  p a s  z1 , . . . , z a l e s  a u t r e s  i n v a r i a n t s  d u  g r o u p e  ; 

e n f i n  n o u s  r é s e r v e r o n s  l a  l e t t r e  x  p o u r  d é s i g n e r  l e s  v a r i a 

b l e s  x 3 , x^ , . . . , x ^  . N ous  p o u r r o n s  même s u p p o s e r  q u e  l e s
, 1 2

i n t é g r a l e s  p r e m i è r e s  du s y s t è m e  s y s t a t i q u e  s o n t  x  , x
]  y  i

( e t  l e s  i n v a r i a n t s  y  y  » •

Ces  c o n v e n t i o n s  é t a n t  f a i t e s ,  c o n s i d é r o n s  l e s  é q u a 

t i o n s  de  d é f i n i t i o n  du g r o u p e  G, n o n  n é c e s s a i r e m e n t  n o r m a l ,  

o t  p a r m i  c o l l e s —là .  l e s  é q u a t i o n s

_k k  —h  h  — i  _  r . y  ^
y =  y , Z = Z ,  ÜJ - w

o ù  l e s  v a r i a b l e s  i n d é p e n d a n t e s  s o n t  l e s  x  e t  l e s  f o n c t i o n s  

i n c o n n u e s  d e s  x  . R e g a r d o n s  comme d e s  p a r a m è t r e s  c o n s t a n t s

l e s  q u a n t i t é s  x 1 ............ x *  , y 1 ................ y r  i n t é g r a l e s  p r e m i è r e s

du s y s t è m e  s y s t a t i q u e  , l e s  q u a n t i t é s  x  ‘* n  é t a n t

d es  f o n c t i o n s  i n c o n n u e s  d e s  a u t r e s  v a r i a b l e s  x
<1+1

d ò s i

Xs»
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3 3  > i k* . Comme l e s  q u a n t i t é s  a. OJ f l o r i o n n o n t  a î n a î
f  . 1  — k 

t * u t c a  n u l l e s  , e t  p a r  s u i t e  a u s s i  l e s  q u a n t i t é s  a v D
i  i

( e n  v e r t u  d e s  é q u a t i o n s  Gô = (*> ) * l a  d i f f é r e n t i a t i o n

e x t é r i e u r e  d e s  é q u a t i o n s  ü3 =  oJ à  S? f o n c t i o n s  i n c ô n n u e s
—l _ 2 ~ o  ,  —i i
x , x  x  d o n n e  d e s  i  d e n t i  t e  s  , l e s  f o r m e s  d Cu - d  CU

s T a n n u l a n t  quand  o n  t i e n t  como t e  d e s  é q u a t i o n s  Lü — (jJ

Le s y s t è m e  c o n s i d é r é  e s t  d o n c  c o m p l è t e m e n t  i n t é g r a b l e  .

S o i t

( 3 6 )  x  =  P 1 ( x , y ,  z  9 A , A3  ............  A* ) ( 1 = 1 , 2 ............» )

l a  s o l u t i o n  g é n é r a l e  o ù  l e s  A s o n t  l e s  c o n s t a n t e s  d f i n t é -  

g r a t i o n  .

Ce r é s u l t a t  p r o u v e  q u e  t o u t e  t r a n s f o r m a t i o n  d u  g r o u 

p e  G p e u t  s e  m e t t r e  s o u s  l a  f o r m e  ( 3 6 )  , o ù  l e s  F* s o n t  

d e s  f o n c t i o n s  d é t e r m i n é e s  de l e u r s  a r g u m e n t s  e t  où  l e s  A 

s o n t  c e r t a i n e s  i o n c t i  o n s  d e s  i n t é g r a l e s  p r e m i è r e s  x^ , x ‘ t 

. . . . , x q t y  , y 3  , . . . .  y r  du s y s t è m e  s y s  t a  t i q u e  . On p e u t  

a j o u t e r  q u e  p o u r  u n e  t r a n s i ó r m a t i o n  d o nné  e 3 du g r o u p e  G 

l e s  f o n c t i o n s  A s o n t  p a r f a i t e m e n t  d é t e r m i n é e s  ; i l  s u f f i t

p o u r  l e s  a v o i r  de  r e m p l a c e r  l e s  5T p a r  l e u r  v a l e u r  e n  f o n c —

1 2t i o n  de  x ,  y ,  z  e t  de  r é s o u d r e  p a r  r a p p o r t  à  A , A ,
■>)

A ; o n  t r o u v e  ne c e  3 s a  j r e m e n t  a e s  f o n c t i o n s  q u i  n e  d é p e n d e n t  

q u e  de x  , x ¿  , x q , y i . y 3  y r  .

C e .1 j é t a n t ,  d o n n o n s  m a i n t e n a n t  aux  V v a r i a b l e s  x ^
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d e s  v a l e u r s  n u m é r i q u e s  f i x e s  x q e t  f a i s o n s  l e  c h a n g e m e n t  

d e  v a r i a b l e s  f o u r n i  p a r  l e s  é q u a t i o n s

(37) x1 = F* (xfy,z, ^  ) »

é q u a t i o n s  q u i  d o n n e n t  l e s  V comme f o n c t i o n s  d é t e r m i n é e s  d e a  

x ,  d e s  y  e t  d e s  z . E f f e c t u o n s  a l o r s  s u r  l e  p o i n t  ( x Qry # z)  

u n e  t r a n s f o r m a  t i  o n  d é t e r m i n é e  T* du  g r o u p e  e t  s o i t  ( £  , y , z ) 

l e  p o i n t  t r a n s f o r m é  ( e x p r i m é  a v e c  l e s  n o u v e l l e s  c o o r d o n n é e s )

A l a  t r a n s f o r m a t i o n  T , c o r r e s p o n d e n t  d e s  f o n c t i o n s
i 2 o 1 r  ^

A ( x  . . . .  , x  , y  # . . .  , 7  ) b i e n  d é t e r m i n é e s  , q u i  s e  r é 

d u i s e n t ,  p o u r  x  =  x  à  d e s  f o n c t i o n s  A ( y )  b i e n  d é t e r 

m i n é e s  . La comps r a i s o n  d e s  f o r m u l e s  (3 5) e t  ( 3 7 )  m o n t r e  

q u e  l e s  c o o r d o n n é e s  F du p o i n t  t r a n s f o r m é  s o n t  s i m p l e m e n t  

l e s  q u a n t i  t é s  A ( y )  . S i  d o n c  o n  a p p l i q u e  l a  même t r a n s 

f o r m a t i o n  T au p o i n t  ( x Q , y , s 7 ) , o n  a u r a  un n o u v e a u  p o i n t  

( £  , y , z T} a v e c  l e s  mêmes v a l e u r s  A ( y )  d e s  ^  .

S o i t  m a i n t e n a n t  ;

^  1 = ' f  1 t ^ *7. z)

l e s  é q u a t i o n s  d ’ u n e  t r a n s f o r m a t i o n  q u e l ç u n q u e  S du g r o u p e  

( e x p r i m é e s  au m o y e n  ü e a  n o u v e l l e s  v a r i a b l e s )  . D o n n o n s  aux  

£ , y ,  z d e s v a j e a r a  n u m é r i q u e s  x i  xo  e s  ( a r b i t r a i r e s )  ; i l  

e x i s t e  t o u j o u r s  au m o i n s  u n e  t r a n s f o r m a t i o n  T du g r o u p e  f a i 

s a n t  p a s s e r  du p o i n t  ( x  f y , s s )  ( a n c i e n n e s  v a r i a b l e s )  a u

V
1

o



p o i n t  ( t  , y , z )  ( n o u v e l  j  e s  v a r i a b l e s )  # e t  3 a t r a n s f o r m a 

t i o n  3 T f a i t  p a s s e r  ’e c e  mê e  p o i n t  (3?0 ,2>, z )  au l o i n t  

(fc » 27 * z ) „ P a r t o n s  m a i n t e n a n t  du p o i n t  ( x q , ;7, z T ) ; l a  

t r a n s f o r m a t i o n  T d o n n e r a  l e  p o i n t  ( . y * z f ) e t  l a  t r a n s  

f o r m a t i o n  3 T d o n n e r a  l e  p o i n t  ( t  , y , z f ) , a v e c  l e s  mêmes  

v a l e u r s  d e s   ̂ , e t  d e s  fc , Un c o n s é q u e n c e ,  l e  t r a n s f o r m a 

t i o n  3 f a i t  p e s s e r  s i m u l t a n é m e n t

du p o i n t  ( ^ , 7 , z )  au p o i n t  ( F t y , z )  

e t  du p o i n t  ( £  , y , z» ) au p o i n t  ( ï  , .7,  z T ) 

On a d o n c

|  1 = 1 £ .z7* 2) = 1 ( Î- .> » z T ) 5
1 e s  é g  a i  i  t é  s

1 i  ̂ #7, z) = 1 ( ^ ».7, z» } 
a y a n t  l i e u  r u e J  J e a  q ue  s o i e n t  l e s  v a l e u r s  n u m é r i q u e s  d o n n é e s  

a u x  a r g u m e n t s  £ » 7 » z ,  z T # c ' e s t  q u e  l e s  f o n c t i o n s  * 

n e  d é p e n d e n t  p a s  d e s  z

On p e u t  d o n c e f f e c t u e r  u n  c h e n g e r a e n t  de v a r i a b l e s  

de  man 1 è r e  que_ l o s  v a r i a b l e s  5 , e t  y  s o i e n t  t r a n s f o r m é e s  

e n t r e  e l l e s  p ~ r  l e  g r o u p e G- . Le g r o u p e  G s e  p r é s e n t e  a i n s i  

comme l e  p r o d u i t  d i r e c t  d ’ un g r o u p e  GT à n - s  v a r i a b l e s  

d o n t  r  i n v a r i a n t s  , e t  d T u n  g r o u p e  à s  v a r i a b l e s  t r a n s -  

f o  rmé e s  i d e n t i q u e m e n t  .

On s T e s t  a i n s i  e n  q u e l q u e  s o r t e  d é b a r r a s s é  d e s  I n -

17.-G.-40
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v a  r i  a n t s  z 1 , z3  z 3 . I.a i s  31 e s t  i m p o s s i b l e  de f a i r e  

p l u s  d a n s  c e  s e n s , p a r c e  q u e , c o m i e  n o u s  l ' a v o n s  d i t ,  l e  s y s 

t è m e  s y s t a t i q u e  e s t  i n v a r i a n t  p o u r  t o u t  c h a n g e m e n t  de v a r i a 

b l e s  ; i l  c o n t i e n d r a  d o n c  t o u j o u r s  l e s  é q u a t i o n s  dy = 0  t 

............ dy =5. 0 . S i  on  p o u v a i t  6 ]  i m i n e r  q u e l q u e s  u n s  d e s  i n 

v a r i a n t s  y  comme o n  a é l i m i n é  l e s  i n v a r i a n t s  z , l e s  d i f 

f é r e n t i e l l e s  de  c e s  i n v a r i a n t s  y  a i n s i  é l i m i n é s ,  ne  p o u r 

r a i e n t  m e n i f e s  t e r n e n t  p a s  f i g u r e r  d a n s  l e s  p r e m i e r s  me m br e s  

d e s  é q u a t i o n s  du s y s t è m e  s y s t a t i q u e  de  G , q u i  s o n t  l e s  mê 

mes  q u e  p o u r  G T.

N o u s  d i r o n s  q u e  l e s  i n v a r i a n t s  y  , I n t é g r a l e s  p r e 

m i è r e s  du s y a t ëme s y s t a  t i  q u e . s o n t  l e s  i n v a r i a n t s  e s s e n t i e l s  

du g r o u p e .

S i  l e  g r o u p e  e s t  f i n i  e t  d ' o r d r e  ^ , l ' é l é m e n t  p l a n  

s y s t a t i q u e  r e m p l i t  t o u t  l ' e s p a c e  ; i l  n ' y  a d o n c  p a s  de  s y s 

t è m e  s y s t a t i q u e  e t  p a s  d f i n v a r i a n t  e s s e n t i e l  : t o u t  g r o u p e

f i n i  e s t _I s o m o r p h e  à u n  g r o u p e t r a n s i t i f  , ce  q u i  e s t  b i e n

c o n n u  „ Ce t n é o r è m e  n ' e s t  p l u s  v r a i  p o u r  l e s  g r o u p e s  i n f i n i s  

( e x e m p l e  X =  x  +- f  ( y  ) , Y =  y  , o ù  y  e s t  un  i n v a r i a n t

e s s e n t i e l , e t  r e s t e  i n v a r i a n t  e s s e n t i e l  p o u r  t o u s  l e s  g r o u p e s

i somo r p h e  s  ) .

E x e m p l e  I .  -  R e p r e n o n s  1 ' e x e m p l e  d é j à  c o n s i d é r é  du g r o u p e

X — x  -4- a y  , Y = y  ( ^ = 1 ,  n = l  )
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a v e c

d u>3 = — u > 3  u, 3  ,  â o jfi  = 0  •
y

i l  n f y  6  p a s  de s y s t è m e  3 , 7 3  t a  t i  q u e  e t  p a r  s u i t e  p e s  d M n r o -  

r i a n t  e s s e n t i e l  . J n  e f f e t ,  o n  p o s a n t  x  =  y y  ,  o n  a

^ =  Ç +  a , y  =  y  

Ce g r o u p e  e s t  l e  p r o d u i t  d i r e c t  du g r o u p e  t r a n s i t i f  £ =  ï +  a 

p a r  l e  g r o u p e  y = y  . On p e u t  v o i r  d i r e c t e m e n t  q u e  l e  

g r o u p e  de  s t a b i l i t é  du p o i n t  ( x o » 7 0  ̂ 3 6  r é d u i t  à  l a  t r a n s 

f o r m a t i o n  i d e n t i q u e  . L ’ é l é m e n t  p l a n  s y s t a t i q u e  e s t  d o n c  à 

d e u x  d i m e n s i o n s ,  e t  i l  n ’y a p a s  de  s y s t è m e  s y s t a t i q u e  .

E x e m p l e  I I . -  P r e n o n s  1 e g r o u p e

X =  x  +  a y  +  b , Y = y  ( ^  =1 * n=3 )

On a
1  2  

o j  =  dx 4- u dy  , u> =  dy

a v e c

d w ^  du dy U> 2  f d w 2  = 0  { ï ï  * = du)

e t  d 3 f =  0

2
Le s y s t è m e  s y s t a t i q u e  e s t  f o rmé  de 1 ’ é q u a t i o n  co = dy  =  0  

l ’ i n v a r i a n t  y  o s t  e s s e n t i e l  .

E x e m p l e  I I I . -  S o i t  l e  g r o u p e

X — x + a y + b z  , Y =  y  , Z =  z ( ^ =1 , n = 3 )



1 7 * 3

dac -  x iJE. ♦  * ( d y  •  y J £ )  . tO 2 = d y , U >  3= <3 s 
z z

-o ,3

o

Le s y s t è m e  s y s t s t i q u ©  e s t  o j  ^  ^  ^ = dy -  d* « 0 S

1 * i n v a r i  a n t  b S t  e s s e n t i e l  . 3 n  e f f e t *  e n  p e s a n t  Ç -  i

o n  a

T «  U  a i  +  ;b
> S z

© t  13 n e  r e s t e  q u e  1 Ti n v a r i a n t  e s s e n t i e 3 -2.a
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