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Ce tta soconde conférence  t. cra eonsccrSe à. deu:-> problè- 

ncs importent»  de la  théorie  des groupes .

Problème A . - Recherche des groupes de L ie  isomorphes d ’ un

groupe de L ie  donné .

Probl feme B . - Recherche des sous-¿Troupe3 de L ie  d f un groupe

de Lie donné .

A . - Groupe1 i s omorphes d ’ un groupe donné

Nous aVons dé in t r o d u i t  J a notion  ^ ’ isomorphisme

en partant  de 1 :• notion  de prol on^eraen fc ( ho 3 oé d ri que ou mé -

r ié d r iq u e )  d ?un groupe . Deu:; groupes G et G sont  iso-
1 &

morphes h oloédriqu es  s ’ i l s  admettent deu.x prolongements holo- 

édri  eues semblables ; le groupe G^ est isomorphe mériédrique

de G-, s ’ il e x i 3 t e  un prolonge ent mé ri é g ri que cle G semblable'V  J
5 un "iroj ongetac nt  holoédrique  de G . 1 1  importe de remarquer

- j

ici  la nécessité  de d i s t i n g u e r  un i^omor^hisme mi r iédr iq u e  

propre et un isomorphisme mériéd*rique imnropre . Considérons  

pür exemple le groupe de Lie  G

X = x , Y = y 4- f ( x ) , Z = z + f 1 ( x )

où ff:t)  c? pi^ne  une 'onction  analytique  a r b i t r a i r e  et i ’ (x) 

sa d ir iv je  . Soit  G^ le troupe qui indique comment G trans
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fo r m e  x  e t  y  , e t  Gp l e  g r o u p e  q u i  i n d i q u e  com m en t (5

t r a n s f o r m e  x  e t  z . G  e s t  un  p r o l o n g e m e n t  h o l o é d r i q u e  d e

G e t  u n  p r o lo n g e m e n t  m é r i é d r i q u e  d e  G  ̂ ; i l  e n  r é s u l t e  a -

l o r s  q u e  G e s t  is o m o r p h e  m é r i é d r i o u e  d e  G . M a is  rlr a u t r e

p a r t  G] e t  G? o n t  l e s  m êm es é q u a t i o n s  d e d é f i n i t i o n  (X = x  ,

.as l  o o u r  G*i ; X =x , =  1 p o u r  %  ) : i l s  d o i v e n t  d o n c  
3 y  1
ê t r e  r e g a r d é s  a u s s i  comme i s o m o r p h e s  h o l o é d r i q u e s  ; n o u s  d i 

r o n s  d a n s  c e  c a s  q u e  ] ’ i s o m o r p h is m e  m é r i é d r i q u e  e s t  im p r o p r e .  

C’ e s t  p o u r  c e t t e  r a i s o n  o u ’ i l  p e u t  y  a v o i r  d e s  g r o u p e s  s i m p l e s

p r o p r e s  e t  d e s  g r o u p e s  s i m p l e s  im p r o p r e s  .

A v a n t  d ’ a b o r d e r  l a  s o l u t i o n  du p r o b lè m e  A , i l  s e r a  

b o n  d e  d i r e  q u e l q u e s  m o ts  du p r o l o n g e m e n t  n o rm a l d ’ u n  g r o u p e

n o r m a l G ( c T e s t - à - d i r e  d ’ un  g r o u p e  d o n t  l e s  é q u a t i o n s  d e
^ +1 n  .

d é f i n i t i o n  s o n t  du p r e m i e r  o r d r e  . S o i e n t  x  , x  l e s

i n v a r i a n t s  d e  G e t

i  1 i  3 k i  k p  ̂ x
( 1 )  d u )  =  c jjr to  \jJ + a kp co  <jy ' ( i —j .n j

s e s  é q u a t i o n s  d e  s t r u c t u r e  . l e  p r o l o n g e m e n t  n o r m a l e s t  c e l u i
. . .  1 2  n

q u i  i n d i q u e  com m en t G t r a n s f o r m e  l e s  v a r i a b l e s  x  , x  , . . . x

e t  l e s  q u a n t i t é s  u  , u  , . . • , u  q u i  e n t r e n t  d a n s  l e s  c o e f 

f i c i e n t s  d e s  f o r m e s  wo . N o u s  a v o n s  dé jà  v u  q u e  l e s  é q u a  — 

t i  o n s

g ^ i ( x , u , d x )  =  U) ( x t u , d x )

c o n d u i s e n t  a u x  é q u a t i o n s
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e  1 o J k ( x »u «d x ) Î î O ^ ( x , u t d x t d u ) -   ̂( x , u ,  dx , du ) 1 - 0  
K 9 L J

m% co m m en t ô n  e n  d é d u i t

^ 5 ^  ( x , u ,  d x , dû) -  ô5 ( s , u , â x ,  du ) = b^ fc t  u>

a v e c <r3 +  3 G-3  +  . . .  +  n  G-n v a r i a b l e s  a r b i t r a i r e s t A .

C es  é q u a t i o n s  p e u v e n t  s ’ é c r i r e

(Ç2 ^  ) *  ( x , u , V i  d x ,  du ) =  ( Cà °* ) ( x , u , v  , dx  , d u )

e n  p o s a n t

-  )*  -  s r ° ‘+ < k r*0>*

En é c r i v a n t  m a in te n a n tW * a u  l i e u  d e  ( ^5 ) , l e  g r o u p e

p r o l o n g é  e s t  c e l u i  q u i  l a i s s e  i n v a r i a n t e s  l e s  f o r m e s  (a) 

e t  ~GS . On a du r e s t e

oL n v/ ^  . f ** C*. k -<■ P 1 a 0*. k h , . ,  X \ ,  X
(2) d C5 = 1  ^ + * k ^  ^  ^ k üJ , A

l e s  Y *  é t a n t  de n o u v e l l e s  f o r m e s  l i n é a i r e m e n t  i n d é p e n d a n t e s  

p a r  ra p p o  r t  au x  d v  * ma i s  e n  re  a l i  t é  o n  p e u t  p r o  f i  t e  r  d e  

l ’ i n d é t e r m i n a t i o n  r e l a t i v e  d e c e s  fo r m e s  p o u r  a n n u l e r  l e  p l u a

g r a n d  n om b re p o s s i b l e  d e s  a u t r e s  c o e f f i c i e n t s  .

N o to n s  e n c o r e  q u e  l e s  f o r m u l e s  (Z) p e u v e n t  s ' o b t e n i r  

e n  r é s o l v a n t  d e  l e  m s n iè r e  l a  p l u s  g é n é r a l e  l e s  é q u a t i o n s  o b 

t e n u e s  e n  a n n u l a n t  l e s  d i f f é r e n t i e l l e s  e x t é r i e u r e s  d e s  s e c o n d s  

m em b res d e s  é q u a t i o n s  ( l )  , c e  q u i  e s t  un  p r o b lè m e  p u r e m e n t
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e l  g é b r i q u e .

On d é m o n tr e  f a c i l e m e n t  q u e  3 e  s y s t è m e  d e  P f a f f  a y s  — 

t a t i q u e  d u  g r o u p e  p r o l o n g é ,  à s a v o i r

t,^wk = o ( =1 . 2 ___p : A =1 .3,.. .Sj+iCg+j

e s t  i d e n t i q u e  à c e l u i  d e G. P a r  s u i t e  l e s  i n v a r i a n t s  e s s e n t i e l le  

a » u n  g r o u p e  n o r m a l s e  c o n s e r v e n t  p a r  l e  p r o l  o n g e m e n t_  n o n n a l_.

l a  r e c h e r c h e  d e s  g r o u p e s  d e  L i e  i s o m o r p h e s  d Tu n  g r o u 

p e  d e L ie  d o n n é  G, q u 'o n  p e u t  t o u j o u r s  s u p p o s e r  n o r m a l ,  r e p o 

s e n t  s u r  l e  lemrne s u i v a n t ,  d o n t  n o u s  n e  d o n n e r o n s  p a s  l a  d é 

m o n s t r a t i o n  ;

Lemme. -  S i  Gl e t  G3  s o n t  d eu il g r o u p e s  n o rm a u x  t e l  s  

q u e  G adm e t t e  comme p r o lo n g e m e n t  h o l o é d r i q u e ,  l e  g r o u p e

Qr, ad n e t  r  i c i  p r o q u e a e n t  comme p r o lo n g e m e n t  h o l o é d r i q u e  u n  d e a  

p r o l o n g e m e n t s  h o l o é d r i q u e s  n orm au x s u c c e s r . i i s  d e _ Ĝ  , c o u p lé .“ 

t é  au  b e s o i n  p a r  1 * a d j o n c t i o n  de p l u s i e u r s  v a r i a b l e s  t r a n s f o r 

m é e s  i d e n t i q u e m e n t  .

G e la  p o s é , s o i t  G u n  g r o u p e  n o r m a l d o n n é  , G* u n  

g r o u p e  is o m o r p h e  ( h o l o é d r i q u e  o u  m é r i é d r i q u e )  d e  G . P a r  d é 

f i n i t i o n  i l  e x i s t e  d e u x  g r o u p e s  s e m b l a b l e s  ! j e t  1 3 , l ’ u n  

f ’ p r o l o n g e m e n t  h o l o é d r i q u e  de G, l ’ a u t r e  L 2  p r o l o n g e m e n t  

( h o l o é d r i q u e  ou m é r i é d r i q u e )  d e  .  On p e u t  s u p p o s e r  1 ^
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f*
( e t  p a r  s u i t e  i  ) n o r m a l . D ’ a p r è s  l e  le m m e , l e  g r o u p e  1  1 

a d m e t comme p r o l o n g e m e n t  u n  p r o l o n g e m e n t  n o rm a l GT d e G ,

•  o m p lé t é  au b e s o i n  e n  <Ft p a r  1 » a d j o n c t i o n  de v a r i a b l e s  t r a n s 

f e r m é e s  t r a n s i t i v e m e n t  . P s r  s u i t e .  G-' ,  p a r  u n  c h a n g e m e n t  de  

v a r i a b l e s  c o n v e n a b l e s ,  e s t  u n  p r o lo n g e m e n t  d e  J  î d ’ où l e  

t h é o r è m e  :

T h éo rèm e  fo n d a m e n t a l  . -  T o u t  g r o u p e  ^  i  s  omo rphe_ jio l_o  é d r j-~  

q u e  ou m é r i é d r i q u e  d 'u n  g r o u p e  n o rm a l d o n n é  G a d m e t comme p r o 

lo n g e m e n t  u n  d e s  p r o l o n g e m e n t s  n o rm a u x  s u c c e s s i f s  d e  G, com *  

p i é t é  au  b e s o i n  p a r  l ' a d j o n c t i o n  d e  v a r i a b l e s  t r a n s f o r m é e s _

I d e n t i q u e m e n t  .

En d é f i n i t i v e ,  l e  p r o b lè m e  t r a n s f o r m é  s e  ra m èn e  à

t r o i s  a u t r e s  :

j o -  f o r m e r  l e s  p r o l o n g e m e n t s  n o rm a u x  s u c c e s s i f s  d 'u n  g r o u 

p e  n o r m a l d o n n é  ;

2 ° — T r o u v e r  t o u s  lo s ~  g r o u p e s  a d m e t t a n t  p o u r  p r o lo n g e m e n t

u n  g r o u p e  n o rm a l d o n n s  ;______

3 ® - R e c o n n a î t r e  d a n s  l e  c a s  o ù  un  g r o u p e  n o r m a l G e s t  l e  

y  ro  1 o n g  orne n t  -l ' u n  g  ro  up e , s i  c e  p r o lo n g e m e n t  e s t  h o l o é 

d r i q u e  o u  m é r i é d r i q u e .

N o u s a v o n s  d o n n é  d e s  i n d i c a t i o n s  s u f f i s a n t e s  s u r  1©

p r e m i e r  p r o b lè m e  . O c c u p o n s - n o u s  du s e c o n d  .
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P e c h e  r c h o  d e s  g r o u p o s  a d m e t t a n t  p o u r  p r o l  o n g e r n e n t  

u n  g r o u p e  n o rm a l d o n n é  

S o i t  G u n  g r o u p e  n o rm a l n T a y a n t  q u e  d e s  i n v a r i a n t s  

e s s e n t i e l s ,  m a is  au x  v a r i a b l e s  x  d u q u e l  o n  p o u r r a  a d j o i n d r e  

u n  n om b re i n d é t e r m i n é  d e  v a r i a b l e s  y  t r a n s f o r m é e s  i d e n t i 

q u e m e n t  ( i n v a r i a n t s  n o n  e s s e n t i e l s )  . S o i t  u n  g r o u p e  a d 

m e t t a n t  G- p o u r  p r o lo n g e m e n t  . L e s  v a r i a b l e *  t r a n s f o r m é e s  p a r  

s e r o n t  c e r t a i n e s  f o n c t i o n s  d o s  v a r i a b l e s  x ,  y ,  e t  on  

p o u r r a  t o u j o u r s  s u p p o s e r  q u Te l l e s  c o m p r e n n e n t  t o u s  l e s  i n v a 

r i a n t s  , e s s e n t i e l s  ou  n o n  d e G, q u i t t e  à s e  d é b a r r a s s e r  e n 

s u i t e  de c e u x  d ' e n t r e  e u x  q u i  n e  s e r o n t  p a s  e s s e n t i e l s  p o u r

. 1 e r  v a r i a b l e s  t r a n s f o r m é e s  p a r  ^  , a u t r e s  q u e  s e s  i n 

v a r i a n t s ,  p e u v e n t  G tr e  c o n s i d é r é e s  comme l e s  i n t é g r a l e s  p r e 

m i è r e s  d 'u n  s y s t è m e  d e  P f a f f  q u e  n o u s  s u p p o s e r o n s  r é d u c t i b l e  c 

l a  fo r m e
, V rN i i , i S + k  o  i k

(3) B = u> +  ̂ w  + rfe V -

( i=0 . ,a; k=0 , . . ,n-i)

Le g r o u p e  ^  e s t  c e l u i  o u i  i n d i q u e  com m en t G t r a n s f o r m e  e n t r e

e l l e s  c e s  i n t é g r a l e s  p r e m i è r e s  e t  l e s  y ^  ; m a is  comme G l a i s -

i  ks e  I n v a r i a n t e s  l e s  fo r m e s  e t  dy  e t  d o i t  d ' a u t r e  p a r t

l a i s s e r  i n v a r i a n t  l e  s y s t è m e  p r é c é d e n t  ( p u i s q u e  G t r a n s f o r m e

e n t r e  e l l e s  l e s  v a r i a b l e s  de >£ ) , c ' e s t  q u e  l e s  c o e f f i c i e n t s

e t   ̂ n e  d é p e n d e n t  q u e  d e s  i n v a r i a n t s  do G e t  d e s  
k  i k

y fc; o n  p e u t  d o n c  s u p p r i m e r . d a n s  l e s  é q u a t i o n s  ( 3 )  l e s  t e r m e s
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d y o t  r é d u i r e  c e s  é q u a t i o n s  à l a  fo r m e

-  » ev S( 3 * )  T3 5  W  +  °* CO -  0

(1 = 3  . 3 . . . .  a ;  k = l . 3 .  . .  .  . n - 1  )

L e s  c o e f f i c i e n t s  dir. é t a n t  d e s  I n v a r i a n t s  d e  G e t  de  

# ©n p e u t  l e s  r e g a r d e r  comme d e s  i n v a r i a n t s  i n d é p e n d a n t s ,  

q u i t t e  e n s u i t e  à é t a b l i r  e n t r e  c e s  i n v a r i a n t s  , s i  c e l a  e s t  

n é c e s s a i r e ,  c e r t a i n e s  r e l a t i o n s  .

Lo c a l c u l  d e  d 0  *

n i  * , A . 1  ̂ s+k ^ a * *  /.>3+k: d 9 = d U) + oLv d co +  ̂ k ^

1 84* k
d o n n e  , e n  r e m p la ç a n t  d Co o t  d to  p a r  l e u r s  v a l e u r s ,

e t  t e n a n t  c o m p te  d e s  é q u a t i o n s  ( 3 )  , u n e  e x p r e s s i o n  c o n t e n a n t  

d e s  t e r m e s  d e l a  fo r m e

ek 9h . tìkw 3+h • w 3+k W a+h .

dot,1. co3+k . e k srp . w 3+k s¡f.

L e s y s t è m e  ( 3 ' )  a u q u e l  o n  j o i n t dyh = 0 , d*£. = 0

e s t  c o m p lè t e m e n t  i n t é e r a b l o  . I l  f a u t  d o n c

I e ) q u e  l f e n s e m b le  d e s  t e r m e s  e n
s+k s+h 

co co s o i t  I d e n 

t i q u e m e n t  h u l  ;

3 ° )  q u e  l ' e n s e m b l e  d e s  t e r m e s  e n u> 3 5  r s o i t  i  d e n t i  —

q u em en t  n u l .



IV.-H.- 8

C e s  c o n d i t i o n s  s e  t r a d u i s e n t ,  p a r  d e s  r e l a t i o n s  algébriques

entre les o( ̂  et les coefficients de structure de G . On pourra

imaginer des relations résolues de manière \ exprimer les o( 1 en
k

fonctions déterminées des invariants essentiels de G et des paramètres 

k
z qu’on pourra provisoirement regarder comme de nouveaux invariants 

indépendants. Cela fait les transformations qui indiquent comment 

G transforme entre elles les intégrales premières du système (3) 

constituent un groupe G  isomorphe de G , avec coime invariants

les invariants essentiels de G et les invariants z . On formera 

alors le système systatique de G  , obtenu en annulant les dérivées■

partielles des Ô.Q par rapport aux fermes û O s+k et tX3^ .

Les premiers membres des équations de ce système sont linéaires oar 

raoport aux 0  1 et aux dz^ . Les invariants essentiels de 

s’en déduisent.

La méthode précédente oeriet donc, oar des calculs purement 

algèbriques de former les équations de structure des grouoes G  ad

mettant G pour prolongement et n’ayant que des invariants essentiels.

Si le grouoe G est fini, il n’a pas d’invariant essentiel 

et est simplement transitif ; soit r son ordre . Tout groupe 

isomorphe \ n + h variables et h invariants, ne pourra exister que 

pour n ^ r  ; si n = r G  n’a pas d’invariant essentiel et se

confond avec G .
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E x e m p le  I . -

P r e n o n s  l e  g r o u p e  G s im p le m e n t  t r a n s i t i f  d e s  t r a n s 

l a t i o n s  du p l a n

ac =  x  +  a , y  =  y  +  t

On a i c i

U> ~  dx , ~  dy ; d ^ 1 = 0 , à  hS* = 0 .

l e  s e u l  c a s  q u i  s e  p r é s e n t e  e s t  c e l u i  d ’ u n  g r o u p e  

'C à  îi+1 v a r i a b l e s  d o n t  h  i n v a r i a n t s  . On p o s e r a  s u i v a n t  

l a  m é th o d e  g é n é r a l e
Ci 1 l  â  «  1 2
0  = W  +  2 y  , d ’ o ù  d bl =  d z  Co

le s 3? s tèm e sys t a t i  que e s t  d z = 0 ; z e s t  u n  i n v a r i a n t  

e s s e n t i e l  . la v a r i a b l e  do G  a u t r e  que z u s t

x  +  z y = x  , e t  o n  a p o u r  é q u a t i o n s  de G

31 =  X +  a +  b z , 2* =  z 

On p o u r r a i t  a u a a i  p r e n d r e  p o u r  -z u n e  c o n s t a n t e  , m a is  a l o r s  

3 o r a . i t  i  som o r p h e  m é r i é d r i q u e  do G .

E x e m p le  I I . -

S o i t  l e  g r o u p e  s im p le m e n t  t r a n s i t i f

x  =  a x  , y  =  a y  +  b

a v e c

1 dx ^ ¿T; . 1 2  2  1
U) =  —  9 i j j  = 3 S . • d U> - 0  , d to  =u> (o

x x
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Le seul cas à considérer est celui de 3=1 ( h+1 variables 

dont h inx’ariûnts) . Si d T abord on prend = 4 0 1 , on a

un système 1 - 0 complètement intégrable avec l ’intégrale 

première x ; dans ce cas ^  n ’a pas d ’invariant essentiel 

et a pour équation x = ax : il est isomorphe mé ri é d ri que 

de G »

Bons le cas général on posera 

9  a = + z cO1 , avec d 9^ = ( + dz) .

le S37Stèmo ;jrstatique de ^  est 0  + dz = 0 ; 3 1 inva

riant z n ’est p a :: essentiel et on peut donner à z 3a v a 

leur 0 < L q  variab3o unique de G  est 3 ?integra3e première
3  t a  *

y do u> = 0 ; 1 ŸQq.ùation de G  est

ÿ  = ar + b 

et est isomorphe holoédrique de G .

S x e m p le I II. -

Prenons pour G le groupe 3 ni i ni d ’une variable x t

avec

. . 3 „ „ 1 3 _Ca> =  u dx , ä y  =

Sn changeant de nofetion ot en formant 3 es pro3 ongements n o r 

maux successifs noua aurons par différentiations extérieures

-, 3 l a
a ôo> — wo

î?' i 'z-, a u
d u> - u> <jü
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-, 3̂ „ . v3, 4. . Z „ 3 a oj = oj w  + w  to

d  " —  u / *  0 > ^ +  3  Ca>̂  Ca> 

d co5 = U)1 u>3+ 3-02 u> 5+ 3 Ui 3 ÙJ 4 

• • • • • • • » • •

Le 3 èm e p r o l o n g e m e n t  n o r m a l d e  G e  p o u r  é q u a t i o n s  

d e  s t r u c t u r e  2 ’ e n s e m b le  d e s  5+1 p r e m i è r e s  é q u a t i o n s  d e  l a  

s u i  t e  .

On p e u t  o b t e n i r  f a c i l e m e n t  l e s  f o r m e s  oÜ s u c c e s s i v e s

o n  a

1 . co = u dx

du . _ _to = — -- 4- V dx
u

, . . 3  d vw  = - -- + w dx
u

4 dv? v/d v w _
Ok> = - -- + ———  - — — du -f- s  dx

u tt-

a v e c  l e s  é q u a t i o n s  f i n i e s

x = f(x ) = X(x)

—  u 
u = —

— _  Z  X Tt
X t v  »2wA.
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— _  w____*v X" _ 1. XTtt ^  2  X"2

X» u  x r2 u  X»2  u  X »3

B o r n o n s - n o u s  à. l u  r e c h e r c h e  d e s  g r o u p e s  G  à  h + 3

v a r i a b l e s  d o n t  h  i n v a r i a n t s  . I l  f a u d r a  p r e n d r e  p o u r  9 ^  

e t  G 2  d e u x  c o m b i n a i s o n s  l i n é a i r e s  d e s  f o r m e s  c o  , s o i t

„ 1 ^  sC- *3 , w 1 «9 = + P , Jj + . .  . + P2  w  + P3 U> = 0

B 3  =  <-o -ri +  q 3 u-f +  .  . * +  q2  Co3  +  q-j tO = o

S i o< >  1 t d c o n t i e n t  l e  t e r m e  co^ tu W1 WB+1 q u i  n e  p e u t

s e  r é d u i r e  e n  t e n a n t  c o m p te  d e s  é q u a t i o n s  du  s y s t è m e ,  i l  f a u t  

d o n c  c< =  i  o t  p a r  s u i t e  l e  s y s t è m e  e s t  d e  l a  fo r m e

9 1 s  a.3 = o

S == eu'3*' +  Pqî —1 ^  + • • • P2 k** ~ 0

^  D 'u n e  m a n iè r e  g é n é r a l e  l e  tè m e  ( -3 ) d o n t  l e s  v a r i a b l e s  

d e s o n t  l e s  i n t é g r a l e s  p r e m i è r e s  e s t  i n v a r i a n t  p a r  l e  g r o u 

p e  d e s t a b i l i t é  l i n é a i r e  d e  G, comme l e  m o n t r e  u n  r a i s o n n e m e n t

g é o m é t r i q u e  s i m p l e  : i c i  l e  g r o u p e  d e  s t a b i l i t é  d e  G ( B )  e s t
r  P  1 „ "» -p>
d u j  = îa) ; 1 e s  é q u a t i o n s  U • : ‘o  —0 n e  d o i v e n t  d o n c  p a s

ft a
c h a n g e r  q u a n d  o n  r e m p la c e  o j  p a r  u j  ' +  un  m u l t i p l e  a r b i t r a i 

r e  d e  c o 3 «
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On s  g  r e n d  c o m p te  f a c i l e m e n t  q u e  3 » e x p o s a n t  e* n e  p e u t  d é p a s 

s e r  4  n  n ' y  a d o n c  e u e  t r o i s  c a s  p o s s i b l e s  .

3 ° )  On p r e n d

e 1 = w 1 = o , e 3 = u > 3 = o

a v e c

d 8  3 =  9 1 9  Z , d 9 a  t= O 1 0 J 3 ;

3 e  s y s t è m e  s y s  t a  t i q u e  s c  r é d u i t  à  0 = 0  ; i l  n ' y  a p a s  d f in

v a r i a n t  e s s e n t i  e l  . L e s  v a r i a b l e s  du  g r o u p e  ?  s o n t  x  e t  

u  e t  3 T o n  a

x  — X , u  —

Z ° ) On p r e n d

©: 5 oJ1= o . G2  s co3  + <*

avec

a 93= 9 3 vh3 , a 9 3 =«l 9’ ô 3 + e ’ w 4 + (a * -« * 2 9 3-  &3 ) w  3

Lo s y s t è m e  S77S t s t i  q u e  e s t  i c i

Q 1 =  0  d U  8 1 -  8 ^  =  0  ;

13 n ' y  a d o n c  p a s  d ' i n v a r i a n t  e s s e n t i e l  e t  o n  p e u t  f a i r e

o 4 =s 0  . L o s  v a r i a b l e s  do G  s o n t  1 e s  i n t é g r a l  e s  p r e m i è r e s

x  e t  v  du s y s t è m e  GO =  co   ̂ =  0 . L e s  é q u a t i o n s  f i n i e s  

s o n t

3f = x , v  =  Z  -  _ * 1 _
X ' X '3
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e t  3 To n  a

dtf= e1 1*>3 . j 9a = e1 w4 .  eàw3

3 ° )  On p r ^ n d

g1 s <¿>3= O o 2 = CJü4 + 4 ü / + | 3 ( ü ¿ s 0 ,

a v e c

a C?= t î : u > ¿

d § a = -o**>3  0ü3 +o¿ 9 1 e S +  9 3 C05 -H [d a i + (A .* ? )  9 1 j  U> 3

+ ( â / S - 4 Ô à  + f « i / ï d l  ) u > ¿

i í  f  au  t  d o n c  a( = O e t  1 * o n  a

d 92 = 93 U>5 4-̂  9 3 U)3 + (d/3 - 3 92 ) Ou 2

L e s y s t è m e  a y a  t a  t i q u e  e a t

9 1 = O , d ^ - 3 Q 2 = 0 .

13 n * y  a d o n c  a u c u n  i n v a r i a n t  e s s e n t i e l  .  L e c o e f f i c i e n t  3 

p e u t  ê t r e  p r i a  n u l  a v e «

d G1 = 9 : u > 3  , d 8 a  = 8 1 w 5 -  2  8 2  w 2

L e s  v a r i a b l e s  t r a n s f o r m é e s  p a r  (A s o n t  l e s  i n t é g r a 

l e s  p r e m i è r e s  d u  s y s t è m e  UJ3 =  W  2 =  O . à s a v o i r  x  e t
3 2  t  u w - ^ - v  — ç L e s  é q u a t i o n s  f i n i e s  s o n t

x = X , ï  =  _1_ - 2^ + 3 X ”a
yi¿  > ?3 3 v f4A A A
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On r e n ia r q u o r a  q u e  t o u s  c e s  g r o u p e s  s o n t  s a n s  i n v a r i a n t  e s s e n  

t i e l  : m a i s  o n  p e u t  t r o u v e r  u n  g r o u p e  \U i s o m o r p h e  d e  G à  

s i x  v a r i a b l e s  f d o n t  u n  i n v a r i a n t  e s s e n t i e l  . On t r o u v e r a  d a n s  

l e  m é m o ir e  d e M .B .C a r t a n  3f> l i s t e  d e s  g r o u p e s  à  t r o i s  v a r i a b l e s  

a i n s i  q u 'u n  c e r t a i n  n o m b re  d ' a u t r e s  e x e m p l e s  . C i t o n s  s e u l e 

m e n t  l e  g r o u p e  s u i v a n t ,  i s o m o r p h e  au g r o u p e  x  =  X ( x )  , 

y = Y(y) :

x  =  X( x )

y = y(y)

1 = - l |p
T  =  t  _  z X” _  1_ Y u

J x * Y ’ X ’  ̂ X * Y ’ z Y T \ jx '  Y ’

R em ar q u e

l e  p r o b lè m e  q u e  n o u s  v e n o n s  d e  r é s o u d r e  e s t  au  f o n d  

l a  d é t e r m i n a t i o n  d e s  d i f f é r e n t s  o b j e t s  g é o m é t r i q u e s  ( a n a l y t i 

q u e s )  a u  s e n s  d e  0„  V e b l  e n  e t  J .  A . S c h  o u  t  e n  . L e s  d e r n i è r e s  f o r 

m u le s  d é f i n i s s e n t  p a r  e x e m p le  u n  ê t r e  g é o m é t r i q u e  à  d e u x  com 

p o s a n t e s  z  e t  t  f e n v i s a g é  p a r  r a p p o r t  a u  g r o u p e  i n f i n i  

x  =  f ( x )  , ÿ  =  f£> ( y  ) ; l e s  d e u x  d e r n i è r e s  f o r m u l e s  i n d i q u a n t  

l a  l o i  s u i v a n t  l a c u e l l e  s e  t r a n s f o r m e n t  c e s  d e u x  c o m p o s a n t e s  

p a r  u n e  t r a n s f o r m a t i o n  q u e l c o n q u e  du g r o u p e  d e  b a s e  . L ' o b j e t
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g é o m é t r i q u e  c l a s s i q u e  e s t  l a  f ^ r m e  d i f f é r e n t i e l l e  q u a d r a t i q u e  

g j  j  dat â3t * d é f i n i e  p a r  s e s  c o m p o s a n t e s  g i j  I * a s  g j  3 s a

t r a n s f o r n e n t  p s r  u n  g r o u p e  i s o m o r p h e  a u  g r o u p e  g é n é r a l  d e  n
i l  jr

v a r i a b l e s  .  S i  l ' o n  p o s e  o >  =  u  k  d x  e t  q u e  1 » o n  f o r -

/ 1 t2 . , 2.3 , n.2
m e ( u > )  +  ( Ck> ) +  . « .  +  { < * > )  , l e s  c o e f f i c i e n t s

\  i  i  .
u k  u h  s e  ■ t r a n s f o r m e n t  e n t r e  e u x  s u i v a n t  l e  g r o u p e

c h e r c h é.
R e c o n n a î t r e  s i  l e  g r o u p e  ^  a d m e t  G  p o u r  p r o l o n g e m e n t  h o l o 

é d r i q u e  o u  m é r i é d r i q u e  .

N o u s  n e  d i r o n s  q u e  q u e l q u e s  m o t s  d e  c e  s e c o n d  p r o 

b l è m e  d o n t  o n  t r o u v e r a  l a  s o l u t i o n  d é t a i l l é e  d a n s  l e  M e m o i  r e  

d e  M , E „ C a r t a n  .  V o i c i  l e  p r i n c i p e  d e  c e t t e  s o l u t i o n

S u p p o s o n s ,  c e  q u i  e s t  p e r m i s ,  c u ’ o n  a i t ,  s ’ i l  y  e  

l i e u ,  a j o u t é  a u x  i n v a r i a n t s  e s s e n t i e l s  d e  G l e s  i n v a r i a n t s  

e s s e n t i e l s  d o  .  O n  p e u t  a l o r s  s u p p o s e r  q u e  l e s  v a r i a b l e s

¿f s o n t  l e s  i n t é g r a l e s  p r e m i è r e s  d e s  é q u a t i o n s  o b t e n u e s  

e n  a n n u l a n t  l e s  s  p r e m i è r e s  f o r m e s  c o *  q u i  e n t r e n t  d a n s

l e s  é q u a t i o n s  d o  s t r u c t u r e  d e  G .  S o i e n t  x 3 , x 3 ............... aca  ces

v a r i a b l e s  « O n  a  d e s  r e l a t i o n s  d e  la f o r m e

= a u <*J--- ............ íq ) ta* (i=k=l,â...,s)

les ^ é t s n t  des quanti té 3 independan-tes des , . . . , 3cS . 

C e l a  p o s é , c h e r c h o n s  q u e ] l e s  s o n t  l e s  t r a n s f o r m a t i o n s  d e  G
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q u i  c o r r e s p o n d e n t  à  l a  t r a n s f o r m a t i o n  i  d e n t i  q u e  d e  Hi m
i

Comme e l l e s  l a i s s e n t  l e s  f o r m e s  co  i n v a r i a n t e s  , o n  aura 

p o u r  c e s  t r a n s f o r m a t i o n s  d e  G

8* (s1 ,..,*3 , Ç3 , „ . . , |q ) = a* (x3 f..,xa .

On p e u t  t o u j o u r s  s u p p o s e r  q u e  l e s  c o e f f i c i e n t s  a  ̂ s o n t  q  

f o n c t i o n s  i n d é p e n d a n t e s  do C 1 , . . . C q . On v © i t  d o n c  q u e

t o u t e  t r a n s f o r m a t i o n  d e  G q u i  c o r r e s p o n d  à  l a  t r a n s f o r m a t i o n  

i d e n t i q u e  d e  w , l a i s s e  i n v a r i a n t e s  n o n  s e u l e m e n t  l e s  v a r i a b l e s  

x^ , x 2  , x s  , m a i s  e n c o r e  l e s  v a r i a b l e s  ^ t . . . »  ^

O r , c e s  d e r n i è r e s ,  j o i n t e s  a u x  p r e m i è r e s ,  c o n s t i t u e n t  l e s

i n t é g r a l e s  p r e m i è r e s  d e s  é q u a t i o n s  o b t e n u e s  e n  a n n u l a n t  l e s

 ̂ I . „ ^ ~c> ( â U> ) D ( d ui* ) 
f o r m e s  t o  o t  l e s  f o r m e s  -----5----- c — e n c o r e  -----5------- e—

1) ( d x  ) ’b  co
( I , k = l b ) ; o n  a ,  o n  e f f e t

j à i i - i s l l  =  - ^ 4  d C h (m o d . « J .  w 3 , . . . t > s )
■ ï ) ( d Xk ) ^  S

On c o n ç o i t  q u ’ e n  p r o c é d a n t  a i n s i  de p r o c h e  e n  p r o c h e  o n  a r r i 

v e  à  t r o u v e r  t o u t e s  l e s  v a r i a b l e s  d e  G ( o u  p l u t ô t  t o u t e s  l e s  

f o n c t i o n s  do c e s  v a i à a b l e s )  q u i  s o n t  i n v a r i a n t e s  p a r  l e s  

t r a n s f o r m a t i o n s  d o  G c o r r e s p o n d a n t  à l a  t r a n s f o r m a t i o n  i d e n 

t i q u e  do , S i  1 " o n  a r r i v e  a i n s i  à  t r o u v e r  a u t a n t  d e  f o n c 
ez

t i o n s  i  n d  ê o u n d  a n t e s  q u ? : i  y  a  d e  v a r i a b l e s ,  l e  g r o u p e  G e s t  

u n  pro 1 ongemont a c ’l o é d i i q u a  d e  G  ; s i n o n  l e  p r o l o n g e m e n t
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e s t  nid r i e  d r i  q u e  .  La c o n n a i s s a n c e  d e s  s e u l e s  é q u a t i o n s  de  

s t r u c t u r e  p e r m e t  d a n s  c h a q u e  c a s  d e  d é t e r m i n e r  c e  q u ’ i l  e n  

e s t  e t  même f o u r n i t  l e  s t r u c t u r e  du s o u s - g r o u p e  i n v a r i a n t  d e  

G q u i  c o r r e s p o n d ^  l a  t r e n s f o r n a t i o n  i d e n t i q u e  do . P o u r

p l u s  do d é t a i l s  s u r  l a  m é t h o d e  , v o i r  l e  i .e  m o ir e  d e  15. C a r -  

t a n  ( A n n a l e s  E c o l e  N o r m a le ,  1 9 0 5 ) .

D a n s l e  c a s  où  G e s t  l e  g r o u p e  i n f i n i  d ’ u n e  v s  r i  a b l e  

x  , 1 ’ I s o m o r p h is m ©  e s t  t o u ' o u r s  h o ] o é  d r i  q u e  c a r  à  l a  t r a n s f o r 

m a t i o n  i d e n t i q u e  d e  c o r r e s p o n d  t o u  io u r ?  l a  t r a n s f o n n a t i o n

X =» X  .

D a n s l ’ e x e m p l e  I  t r a i t é  p l u s  h a u t ,  o n  a

- n l  ^ 3  
d 9  = a>z c j  .

s i  z n ’ e s t  p a s  u n e  c o n s t a n t e  n ,  m a i s  u n  I n v a r i a n t ,

 ̂© \ 2
---------------  =  co  • à  2 a  t r a n s f o r m a t i o n  I d e n t i a u e  d e  c o r r e s -
7)( dz ) o

p o n d e n t  d a n s  G l e s  t r a n s f o r m a t i o n ?  q u i  l a i s s e n t  i n v a r i a n t e s
•j g

l e s  i n t é g r a l e s  p r e m i è r e s  do 9 = 0  e t  <jj =  0  , c ’ e s t - à - d i r e  

x  e t  y  ; 1 1 i  s o m o r p h i rm t e s t  h o  1 o ë  d r i  q u e  . S i  z e s t  u n e  

c o n s t a n t e  , 1 ’ i s o m o r p h a s m e  e s t  me r i é  d r i  q u e  .

B a n f  1 1 e x e m p le  I I ,  a v e c  u  i<5 s e u l e  v a r i a b l e  ( l ’ i n 

v a r i a n t  n o n  e s s e n t i e l  z é t a n t  é fr a l  à  z é r o ) ,  o n  a d 9 1

—~ = * ,̂e système

ô 1 = = 0 , w  = 0
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m o n t r e  q u e  ] f i s o m o r p h j  sm e e s t  h o l o é d r i q u e

3 . — S o u  s - ^ r o u p e s  d e  Lj e  d * u n  g r o u p e  d o n n é

N ou s n o u s  p r o p o s o n s  d e  c h e r c h e r  t o u s  l e s  s o u s - g r o u 

p e s  d e L i e  d ' u n  g r o u p e  d o n n é  . N oue a ^ o n s  dé j à  r e m a r q u é  q u e  

c e r t a i n s  s o u s —g r o u p e s  é v i d e n t s  comme l e  s o u s —g r o u p e  d e s  t r a n s 

f o r m a t i o n s  du  g r o u p e  d o n n é  o u i  l a i s s e n t  f i x e  u n  p o i n t ,  n e  

s o n t  p a s  t o u j o u r s  d e s  g r o u p e s  d e  l i e  l o r s q u e  l e  g r o u p e  d o n n é  

e s t  i n f i n i  ; n o u s  n e  n o u s  e n  o c c u p e r o n s  p a s  .

_*in p r i n c i p e  o n  o b t i e n d r a  u n  s o u s —g r o u p e  d e  L i e  g  

( i l  n e  s e r a  p l u s  q u e s t i o n  q u e  d e  c e u x - l à )  d ’ u n  g r o u p e  d e  L i e  

d o n n é  G e n  a j o u t a n t  a u x  é q u a t i o n s  d e  d é f i n i t i o n  d e  G d e  n o u 

v e l  j e s  é q u a t i o n s  d e  m a n i è r e  q u e  l e  n o u v e a u  s y s t è m e  d ’ é q u a t i o n s  

d é f i n i s s e  u n  g r o u p e  d e  L i e  . La d i f f i c u l t é  e s t  d e  s a v o i r  

q u e l l e s  é q u a t i o n s  i l  c o n v i e n t  d ’ a j o u t e r  . N o u s  p o u v o n s  d ’ a 

b o r d  s u p p o s e r  n u e  l e  goronpe G e s t  n o r m a l c a r  s ’ i l  n e  l ’ e s t  p a s  

o n  p e u t  l e  p r o l o n g e r  h g l o é d r i q u e m e n t  d e  m a n iè r e  à l e  r e n d r e  

n o r m a l , l e  s o u s - g r o u p e  g  s e  p r o l o n g e a n t  a u t o m a t iq u e m e n t  e n  

même te m p s  q u e  G .  L e s  é q u a t i o n s  d e  d é f i n i t i o n  d e  G é t a n t  a -  

l o r s  du p r e m i e r  o r d r e ,  l e s  é q u a t i o n s  d e  d é f i n i t i o n  d e  g

p o u r r o n t  ê t r e  e l  1 e  s  -môme s  du p r e m i e r  o r d r e  o u  d ’ u n  o r d r e  s u 

p é r i e u r  .



IV . - H . — 20

Q u o i q u ’ i l  e n  s o i t ,  s u p p o s o n s  q u ? a u x  é q u a t i o n s  d e  

i é f l n l  t i  o n  d e  G 13 y  a i t  3 i  e u  d ’ a j o u t e r  p o u r  o b t e n i r  c e l l e s  

d e  g  u n  c e r t a i n  n o m b r e  d ’ é q u a t i o n s  f i n i e s  . D ’ a p r è s  d e  q u i  

a é t é  v u  d a n s  1 ’ e x p o s é  p r i c è d e n t ,  c e l a  s i g n i f i e  q u e  l e  g r o u p e  

g  a d m e t t r a  co m n e i n v a r i a n t s  n o n  s e u l e m e n t  l e s  i n v a r i a n t s  d e  

G, m a i s  e n c o r e  d e  n o u v e a u x  i n v a r i a n t s  d o n t  i l  y  a u r a  a u t a n t  

d ’ i n d é p e n d a n t s  q u ’ o n  a a j o u t é  d ’ é q u a t i o n s  f i n i e s  i n d é p e n d a n t e s  

e n t r e  l e s  v a r i a b l e s  p r i m i t i v e s  e t  l e s  v a r i a b l e s  t r a n s f o r m é e s .

I l  p e u t  a r r i v e r  q u ’ o n  a i t  a i n s i  t o u t e s  l e s  é q u a t i o n s  d e  d é f i 

n i t i o n  d e  g  . D a n s  c e  p r e m i e r  c a s ,  g  s e  p r é s e n t e  com m e l ’ e n 

s e m b le  d e s  t r a n s f o r m a t i o n s  d e  G q u i  i  a i  ¿ s e n t  . I n v a r i a n t e s  u n  

c e r t a i n  nom b r e  do f o n c t i o n s  i n d é p e n d d n t s d  d e s  v a r i a b l e s  . C e s  

f o n c t i o n s  p e u v e n t  ê t r e  a p p e l é e s  l e s  i n v a r i a n t d  c a r a c t é r i s t i 

q u e s  du  s o u s - g r o u p e  g

S u p p o s o n s  m a i n t e n a n t  q u e  p o u r  o b t e n i r  g  I I  f a i  l i e  

a j o u t e r  d e  n o u v e l l e s  é q u a t i o n s  a u x  d é r i v é e s  p a r t i e l l e s  du  

p r e m i e r  o r d r e  a u x  é q u a t i o n s  d e  d é f i n i t i o n  d e  G . R e v e n o n s  à  

l a  d é f i n i t i o n  d e  G coni'Tiü e n s e m b le  d e s  t r a n s f o r m a t i o n s  q u i  

l a i s s e n t  i n v a r i a n t e s  n  f o r m e s  d e  P f a f f  ;

Co1 = a£ ( x . u )  dxk <i=1.3... ,n ; k=1.3....p)

I»a m a n iè r e  d o n t  l e s  v a r i a b l e s  u  s e  t r a n s f o r m e n t  p a r  G e s t  

f o u r n i e  p a r  l e s  é q u a t i o n s
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u* ( 3 T .u ) d x k *= ( x , u )  d x te

• u  e n c o r e

a*  ( x .u )  “ =* a fc

On s a i t  q u e  c e 3  é q u a t i o n s  o n  a  u 4 . . . . . u p  i « n t  c o m p a t i b l e s

t o u t e s  l e s  f o i s  q u e  l e s  3T s e  d é d u i s e n t  d e s  x  p a r  u n e  

t r a n s f o r m a t i o n  d e  G . C e la  v e u t  d i r e  q u e  l ’ é l i m i n a t i o n  d e s
«M. “>  m

kl e n t r e  l e s  rr* é q u a t i o n s  p r o  c e  d e n t e s  d o n n e  l e s  é q u a t i o n s

d e  d é f i n i t i o n  du g r o u p e  G ( l e s  u  n o  f i / ? u r o n t  p l u s  d a n s  l e

r é s u l t a t  d e  l ’ é l i m i n a t i o n )  . S i  m a i n t e n a n t  o n  s u p p o s e  q u e  l e s

x  s e  d é d u i s e n t  d e s  x  p a r  u n e  t r a n s f o r m a t i o n  d e  g  , c ’ e s t

q u ’ i l  y  a u r a  l i e u  d ’ a j o u t e r  d e  n o u v e l l e s  r e l a t i o n s  e n t r e  l e s
_  —m

x  . l e s  x  e t  1 o s  ——^------ . o a r  s u i t e  i l  y  a u r a  d e s  r e l a -
" D  “  ------------- ----------------------------------------------------------------------------

t i ç n s  f i n i e 3  e n t r e  l e s  x  ,__l e s  â ,  l e s  u __ e t  l e s  u  .

A u t r e m e n t  d i t ,  s i  o n  c o n s i d è r e  l e  p r o l o n g e m e n t  n o r m a l G’  do  

G ( o p é r a n t  s u r  l e s  v a r i a b l e s  x  e t  u  ) e t  l e  p r o l o n g e m e n t  

g 3 d o  g  c o r r e s p o n d a n t  , l e  g r o u p e  g  a d m e t t r a  d e  n o u v e a u x  

i n v a r i a n t s  f o n c t i o n s  d e s  x  e t  d e s  u  , q u i  s T a j o u t e r o n t  

a u x  i n v a r i a n t s  é v e n t u e l s  d é j à  o b t e n u s ,  f o n c t i o n s  d o s  s e u l e s  

v a r i a b l e s  x .  La p r o p r i é t é  d ’ u n e  t r a n s f o r m a t i o n  d e  G d ’ a d 

m e t t r e  c e s  i n v a r i a n t s  e s t  é q u i v a l e n t e  à  l a  p r o p r i é t é  d e  c e t t e  

t r a n s f o r m a t i o n  d e  s a t i s f a i r e  a u x  é q u a t i o n s  f i n i e s  e t  a u x  é -  

q u a t i o n s  a u i. d é r i v é e s  p a r t i e l l e s  du  p r e m i e r  o r d r e  q u ’ o n  a
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a j o u t é e s  a u x  é q u a t i o n s  d e  d ê f  i n l t l o n  â<j (*  pour o b t e n i r  tout 

ou p a r t i e  d o s  é q u a t i o n s  d e  d é f i n i t i o n  d e  g .

S i  l e s  é q u a t i o n s  a j o u t é e s  o n t  f o u r n i  t o u t e s  l e s  é -  

q u a t i o n s  d e  d é f i n i t i o n  d e  G .  c e  o u i  s u p p o s e  q u e  c e s  é r u a t i o n s

d e  d é f i n i t i o n  s o n t  l i m i t é e s  a u  p r e m i e r  o r d r e  o t  f o r m e n t  u n  

s y s t è m e  e n  i n v o l u t i o n ,  l o  g r o u p e  g  e s t  d é f i n i  p a r  l a  p r o 

p r i é t é  d ' a d m e t t r e  c o m m e  i n v a r i a n t s  u n  c e r t a i n  n o m b r e  d e  f o n c 

t i o n s  d e s  v a r i a b l e s  d e  G .  3 ’ i l  n ’ e n  e s t  p a s  a i n s i ,  o n  

p o u r s u i v r a  3 e  p r o c é d é  e n  c o n s i d é r a n t  l e s  v a r i a b l e s  v  q u ’ i n 

t r o d u i t  l e  p r o l o n g e m e n t  n o r m a l  G2  d e  G3 ;  l ’ a d d i t i o n  d e  

n o u v e l l e s  é q u a t i o n s  d e  d é f i n i t i o n  ( q u i  s e r o n t  d u  s e c o n d  o r 

d r e  p a r  r a p p o r t  s u î  v a r i a b l e s  p r i m i t i v e s  d e  g  ) f o u r n i r a  d e  

n o u v e a u x  i n v a r i a n t s  d e  g  , f o n c t i o n s  d e s  s ,  u ,  v  ,  e t  a i n s i  

d e  s u i t e  ,  N o u s  a r r i v o n s  d o n c  a u  t h é o r è m e  s u i v a n t  •

T h é  o r è m e  f o n d a m e n t a l  . — 5 t a n t  d o n n é  u n  s o u s —g r o u p e  g  

d ’ u n  g r o u p e  n o r m a l  G .  1 1  e x i s t e  u n n p r o l  o n  g o  m e n t  n o r m a l  g [^ _ |  

t e l  q u e  l e  s o u s - g r o u p e  c o r r e s p o n d a n t  p r o l o n g é  d e

g  s o  i  t  d é  f i  n i  p a r  1 ’ e n s e m b l e  d e s  t r a n s f o  i t n a t l  o n s  d e  G ^ F  q u i

l a i s s e n t  i n v a r i a n t e s  u n  c e r t a i n _n o m b r e  du f o n c t i o n s  d e s  v a r i a —

b l é s  t r a n s f o r m é e s  p a r  G ^ *  ,  C e s  f o n c t i o n s  s o n t  l e s  i n v a r i a n t s  

ç a r a c t é  r i  s t l  q u e s  d u  s o u s - g r o u p e  §■

C o  t h e o r è m e  e s t  l a  g é n é  r a l  i  s a  t i o n  d ’ u n  t h é o r è m e  b i e n  

c o n n u  s u r  l e s  g r o u p e s  d e  s u b s t i t u t i o n  .  l a  d é m o n s t r a t i o n  m ê m e
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c o n d u i t  à  d i s t i n g u e r  d e s  i n v a r i a n t s  c a r a c t é r i s t i q u e s  d e  d i f 

f é r e n t s  o r d r e s  , c e s  o r d r e s  f o r m a n t  u n e  s u i t e  in in t e r r o m p u e  

d ’ e n t i e r s  co m m en ça n t p a r  u n  e n t i e r  p -  0  ( P é t a n t  1 ’ o r d r e  

m inim um  d e s  é q u a t i o n s  d e  d é f i n i t i o n  q u ’ i l  a f a l l u  a j o u t e r  à 

c e l l e s  d e  G p o u r  o b t e n i r  c e l l e s  d e  g  ) e t  s e  t e r m i n a n t  à  h .

C es o r d r e s  s o n t  r e l a t i f s  au g r o u p e  G i n i t i a l  . P a r  r a p p o r t  au  

g r o u p e  G ^  , t o u s  c e s  i n v a r i a n t s  s o n t  d ’ o r d r e  z é r o .

P l u s i e u r s  p r o b lè m e s  s e  p r é s e n t e n t  m a i n t e n a n t  a l ’ e s  —

p r i  t  .

L e p r e m i e r  e s t  l e  s u i v a n t  : P e u t - o n  s e  d o n n e r  a r b i 

t r a i r e m e n t  l e s  i n v a r i a n t s  c a r a c t é r i s t i q u e s  d ’ u n  s o u s - g r o u p e ?  

N o u s i n d i q u e r o n s  t o u t  à  l ’ h e u r e  l a  m é th o d e  à s u i v r e ,  m a is  r e 

m a r q u o n s  d è s  m a i n t e n a n t  q u e  s i  l ’ o n  s e  d o n n e  c e r t a i n e s  f o n c 

t i o n s  comme i n v a r i a n t s  c a r a c t é r i s t i q u e s  d ’ u n  s o u s - g r o u p e ,  i l  

e s t  n é c e s s a i r e  q u e  l e s  t r a n s f o r m a t i o n s  d e  G q u i  l a i s s e n t  i n 

v a r i a n t e s  c e s  f o n c t i o n s  n e  p u i s s e n t  l a i s s e r  t o u i io à  l a  f o i s  

i n v a r i a n t e  u n e  a u t r e  f o n c t i o n  i n d é p e n d a n t e  d e s  p r e m i è r e s  •

C e la  l i m i t e  l e  c h o i x  d e s  i n v a r i a n t s  c a r a c t é r i s t i q u e s  .

Un a u t r e  p r o b lè m e  im p o r t a n t  e s t  l a  d é t e r m i n a t i o n  d e s  

d i f f é r e n t s  t y p e s  d e  s o u s - g r o u p e s  d ’ un  g r o u p e  d o n n é  e t  c e l l e  

d T'u.n r e p r é s e n t a n t  de c h a q u e  t y p e  . D eu x s o u s —g r o u p e s  appa r  t i e n 

n e n t  eu même t y p e  s ’ i l s  s o n t  h o m o lo g u e s  d a n s  l e  g r o u p e  t o t a l ,  

c ’ e s t - à - d i r e  s ’ i l s  p e u v e n t  ê t r e  t r a n s f o r m é s  l ’ u n  d a n s  1 Ta u t r e
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p a r  u n e  t r a n s f o r m a t i o n  du g r o u p e  t o t a l  . On p e u t  t o u j o u r s
/ \

s u p p o s e r  a u  M l  e x i s t e  u n  p r o lo n g e m e n t  n o rm a l G' du g r o u 

p e  G t o i  rjue l e s  i n v a r i a n t s  c a r a c t é r i s t i q u e s  d e s  d e u x  s o u s -  

g r o u p e s  s o i e n t  d e s  f o n c t i o n s  d e s  v a r i a b l e s  t r a n s f o r m é e s  p a r  

G^*1)  ̂ L e s  d eu x  s o u s - g r o u p e s  s o n t  a l o r s  h o m o lo g u e s ,  s T i  1 s

o n t  l e  même n om b re d Ti n v a r i a n t s  c a r a c t é r i s t i q u e s  i n d é p e n d a n t s

( Il  )e t  s ' i l  e x i s t e  u n e  t r a n s f o r m a t i o n  d e  G t r a n s f o r m a n t  t o u t

i n v a r i a n t  c a r a c t é r i s t i q u e  du p r e m i e r  c.o u s -g r o u ~ > e  d a n s  u n  i n 

v a r i a n t  c a r a c t é r i s t i q u e  du s e c o n d  . S i  l ’ o n  r e v i e n t  au  g r o u 

p e  I n i t i a l  G, o n  v o i t  q u e  l e s  i n v a r i a n t s  c a r a c t é r i s t i q u e s  i n 

d é p e n d a n t s  d To r d r e  z é r o  d e s  d e u x  s o u s - g r o u p e s  d o i v e n t  ê t r e  de  

même n om b re e t  t r a n s f o r m a b l e s  l e s  u n s  d a n s  l e s  a u t r e s  p a r  u n e  

t r a n s f o r m a t i o n  do G ; l e s  i n v a r i a n t s  c a r a c t é r i s t i q u e s  d T o r d r e  

z é r o  e t  u n  d e v r o n t  ê t r e  d e même n om b re e t  t r a n s f o n n a b l e a  l e s  

u n s  d a n s  l e s  a u t r e s  p a r  u n e  t r a n s f o r m a t i o n  d e G ( 1 )  , e t  a i n a i

d e s u i t e  , D T o u t r e  p a r t  l Te n s e m b le  d e s  t r a n s f o r m a t i o n s  de G 

q u i  l a i s s e n t  i n v a r i a n t s  l e s  d i f f é r e n t s  i n v a r i a n t s  c a r a c t é r i s 

t i q u e s  d ' o r d r e  z é r o  d Tu n  s o u s - g r o u p e  g  d e  G fo r m e  u n  

s o u s - g r o u p e  g  *  , d o n t  g  e s t  lu i-m ê m e  u n  s o u s - g r o u p e  . 
v /  *=

S o i t  Y lT e n s e m b le  d e s  t r a n s f o r m a t i o n s  d e  G q u i  t r a n s f o r m e n t  

e n t r e  e u x  l e s  i n v a r i a n t s  c a r a c t é r i s t i q u e s  d e  g  , c ’ ô s t -
y

à - d i r e  q u i l a i s s e n t  i n v a r i a n t  l e  s o u s —g r o u p e  g  ; p o u r  q u e
&

d e u x  s o u s - g r o u p e s  d e  g  s o i e n t  h o m o lo g u e s  d a n s  G. i l  f a u t
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e t  i l  s u f f i t  q u T i l  a s o i e n t  h o m o lo g u e s  d o n s  Y .

S u p p o s o n s  a l o r s  a u ' o n  s a c h e  ô é t e r m i n e r  l e s  d î f f ê r e n t s  

t y p e s  de s o u s - g r o u p e s  d e  G- d o n t  t o u s  l e s  i n v a r i a n t s  c a r a c t é 

r i s t i q u e s  s o n t  d ’ o r d r e  zé  ro  a i n s i  r u T u n  r e p r é s e n t a n t  d e  c h a q u e  

t y p e  , e t  s u p p o s o n s  e n f i n  q u ’ o n  s a c h e  d é t e r m i n e r  p o u r  c h a c u n
-X* nV  ̂

d e c e s  r e p r é s e n t a n t s  g  l e  p l u s  g r a n d  s o u s —g r o u p e  * d e  

G q u i  l e  l a i s s e  I n v a r i a n t  . La r é s o l u t i o n  d e s  p r o b lè m e s  a n a 

l o g u e s  p o u r  l e s  s o u s - g r o u p e s  d o n t  t o u s  l e s  i n v a r i a n t s  c a r a c 

t é r i s t i q u e s  s o n t  d ’ o r d r e  1 ( e t  z é r o )  s e  f e r a  p a r  l e s  m êm es
i f -

m j t h o d e s ,  e n  p a r t a n t  d e c h a c u n  d e s  r e p r é s e n t a n t s  g  o b t e n u s  

e t  e n  r e m p la ç a n t  p o u r  c h a c u n  d ’ e u x  l e  g r o u p e  t o t a l  G p a r  Y 

(o u  p l u t ô t  p a r  l e  g r o u p e  q u i  s e  d é d u i t  de Y p a r  l e  p r e m ie r  

p r o lo n g e m e n t  n o r m a l d e  G) . On a u r a  a i n s i  u n e  m é th o d e  r é g u 

l i è r e  p o u r  t r o u v e r  s u c c e s s i v e m e n t  t o u s  l e s  rbypes d e  s o u s - g r o u -  

p e s  d ’ un g r o u p e  d o n n é  e t  , p o u r  c h a c u n  d e  c e s  t y p e s ,  u n  r e 

p r é s e n t a n t  .

En d é f i n i t i v e ,  n o u s  som m es r a m e n é s  au x  p r o b lè m e s  

s u i  v a n t s  :
k t i

1 ° ) E t a n t  d o n n é  un  g r o u p e  n o r m a l G, dé t e r m i n e r  ,.dl f f é  r e n t s  

s y s t èm es dé I n v a r i a n t s  c a  ra  c t é  r i  s  t i q u e s  d ’ o r d r e  z é r o  d ’ u n  s o u s -  

g r o u p e  .

2 ° ) Re c o n n a  i t r e  s i  d e u x  s y s t è m e s  d ’ i n v a r i a n t s  c a r a c t é  r i s 

q u e s  d ’ o r d r e  zé  r o s o n t  h om ol_ogrues
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3  o ) P o u r  c h a q u e  t ; Tp e  d e s y s t è m e s  d ' i n v a r i a n t s  c a r a c t é r i s 

t i q u e s  d ' o r d r e  z é r o ,  t r o u v e r  u n  s o u s - g r o u p e  c o r r e s p o n d a n t  .

4 ° )  Ce r e p r é s e n t a n t  du t y p e  c o n s i dé r é  é t a n t c o n n u ,  t r o u v e r  

3 e p l u s  g r a n d  s o u s - g r o u p e  de G c u l  3 e  l a i s s e  I n v a r i a n t  .

T ou s c e s  p r o b lè m e s  p e u v e n t  ê t r e  r é s o 3 u s  e n  p a r t a n t  

u n iq u e m e n t  d e s  é q u a t i o n s  d e  s t r u c t u r e  du g r o u p e  G ; 3 e s  i n v a 

r i a n t s  c a r a c t é r i s t i q u e s  s e r o n t  d o n n é s  comme 3 e s  i n t é g r a 3 e s  

p r e m i è r e s  d ’ un  s y s t è m e  d e P f a f f  convoi è t e m e n t  i n t é g r a b 3 e  ; 3 e s  

é q u a t i o n s  d e s t r u c t u r e  d e  c h a q u e  s o u s - g r o u p e  g  e t  a o n  p 3 u s  

g r a n d  s o u s - g r o u p e  |  q u i  3 e  3 a i s s e  i n v a r i a n t  s e r o n t  o b t e n u e s  

p a r  d e s  p r o c é d é s  p u r e m e n t  a 3 g é b r i q u e s  .

V o i c i  q u e 3 q u e s  i n d i c a t i o n s  g é n é r a l  e s  s u r  3a  m é th o d e  . 

S u p p o s o n s  q u ru n  s o u s  g r o u p e  g  a d m e t t e  s  i n v a r i a n t s  c a r a c 

t é r i s t i q u e s  d ' o r d r e  z é r o  i n d é p e n d a n t s  ( e n  d e h o r s  d e s  i n v a 

r i a n t s  du g r o u p e  G l u i  -même ) .  13 s  p o u r r o n t  ê t r e  r e g a r d é s  

comme d e s  i n t é g r a l e s  p r e m i è r e s  d * u n  s y s t è m e  de P f a f f  q u 'o n  

p o u r r a  r é d u i r e  à  l a  fo r m e

( 1 )  9  =  OJ +  OJ 3 +  -  0  ( 1 = 1  3 ;  k = l  , 4  , .  , ,  n - s  )

T o u te  t r a n s f o n n a t i o n  d e G, e t  p a r  s u i t e  de g ,  l a i s s a n t  i n v a 

r i a n t e s  l e s  fo r m e s  'x> , e t  l e s  t r a n s f o r m a t i o n s  de g  l a i s s a n t

é v id e m m e n t  i n v a r i a n t  l e  s y s t è m e  ( l )  , i l  e n  r é s u l t e  q u e  l e s
i

c o e f f i c i e n t s  ot, s o n t  d e s  i n v a r i a n t s  d e  g  , c ' e s t - à - d i r e
k
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d e s  i n t é g r a l e s  p r e m i è r e s  d e ( 3 ) . D’ a u t r e  p a r t ,  l e s  s o n t  

d e s  c o m b in a i s o n s  l i n é a i r e s  d e s  d i f f é r e n t i e l l e s  d l  . a ï 3  .

d l 3 d e s  i n v a r i a n t s  c a r a c t é r i s t i q u e s ,  tu a is  comme g  

l a i s s e  i n v a r i a n t e  c h a q u e  fo r m e  © l e s  c o e f f i c i e n t s  d e s  d l  

s o n t  eu x -m êm ea  i n v a r i a n t s  e t  p a r  s u i t e  l e s  d i f f é r e n t i e l l e s  

d ©  ̂ p e u v e n t  s T e x p r im e  r  au m o y en  de^ s e u l e s  f o r m e s  9  , 

l e s  c o e f f i c i e n t s  é t a n t  e n c o r e  d e s  i n v a r i a n t s  . S i  s = l ,

Í  ^  = o Le c a l c u l  d e  d 9  c o n d u i t  comme n o u s  1 r a v o n s  

dé .là v u  a u p a r a v a n t ,  à d e s  ^ orm es e x t é r i e u r e s  du s e c o n d  d e g r é  

c u  î  p e u v e n t  3 T e x p r im e r  comme c o m b i n a i s o n s  l i n é a i r e s  d e s  p r o 

d u i t s

&k 9 h  , 9 k u>a+h , u>s+k u .8+h , a «  * c o s+k .

%k acrP, coa+,£ a p -

Comme 3 e a  d s o n t  d e s  c o m b in a i  s o n s  l i n é a i r e s  d e s  S  ,

a v e c  c o e f f i c i e n t s  f o n c t i o n s  d e s  i n v a r i a n t s ,  n o u s  p o s e r o n s

, , i  , i  . h  
W “ ¿yh. 3

13 f a u d r a  a3 o r s  e x p r im e r  3a  p o s s i b i l i t é  d e  c h o i s i r  p o u r  l e s  

d e s  c o m b i n a i s o n s  3 i  né a i r e s  d e s  B ^ e t  d e s  ûc? d e  m a

n i è r e  q u e  d 6^ p r e n n e  3 a  fo r m e  Y ^ S 9  • I l  e n  r é s u l -
t y  u X l

t e r a  e n  g é n é r a l  d e s  r e l a t i o n s  f i n i e ?  e n t r e  l e s  c o e f f i c i e n t s

rl  ̂: c e s  r e l a t i o n s  s e r o n t  a l  ^ r é b r io u e s  e n t i è r e s  e t  d é f i n i r o n t  
k . 

a a n s  1 T e s p a c e  a ( n —fo)~* d i m e n s i o n s  d e s  : u n e  ou  p l u s i e u r s
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v a r i é t é s  i n d é c o m p o s a b l e s  , P o u r  c h a c u n e  v a r i é t é  V , o n  p o u r r a  

e x p r i m e r  l e s  c o o r d o n n é e s  x i k  d 'u n  p o i n t  e n  f o n c t i o n  d e  p a r a -
_ |r

m è t r e s  fl , q u i  s e r o n t  e n c o r e  d e s  i n v a r i a n t s ,  e t  o n  a u r a  d e s  

r e l a t i o n s  l i n é a i r e s  e n t r e  l e u r s  d é r i v é e s  c o v a r i a n t e s  /â ^ .h  

( c o e f f i c i e n t  d e  9 h  d a n s  d ^3k ) e t  l e s  i l  k . C es  r e l a t i o n s  

d e v r o n t  n a t u r e l l e m e n t  ê t r e  c o m p a t i b l e s  . S i  l ' é l i m i n a t i o n  d e s
_ | r  t

y î . h  d o n n a i t  d e  n o u v e l l e s  r e l a t i o n r  e n t r e  l e s  /3 , o n  s e 

r a i t  ra m e n é  e n c o r e  à u n e  v a r i é t é  a l g é b r i q u e  c o n t e n u e  d a n s  V 

e t  q u i  p o u r r a i t  e n c o r e  ê t r e  d e c o m p o s a b le  ,

S u p p o s o n s  q u e  c e t t e  d e r n i è r e  p a r t i c u l a r i t é  n e  s e  

p r é s e n t e  p a s  . L e s  d i f f é r e n t s  s o u s - g r o u p e s  c o r r e s p o n d a n t  à  

u n e  même v a r i é t é  V s o n t —i l s  h o m o lo g u e s  e n t r e  e u x  ? S o i e n t

I 3 ( x  ) F ( x )  l e s  i n v a r i a n t s  d e  1 'u n  d * e u x  ; J 3 ( x  ) , . » . ,
s . .

J ( x )  , c e u x  d 'u n  a u t r e  ; l e s  é q u a t i o n s

(x)- I1 (x) , coS+h (x,u,dx) = COS+]l (x,u,dx)

( i = l , 3 , , . , s  • h = l , 2 , . . , n - s )

e n t r a î n a n t

u /  ( x , u , d x )  = (jj ( x , u , d x )  ( i = l . ¿ , . . , s )

S i  l e  s y s t è m e  a i n s i  o b t e n u  e s t  c o m p a t i b l e ,  i l  e x i s t e r a  é v i 

dem m en t u n e  t r a n s f o r m a t i o n  d e  G t r a n s f o r m a n t  l e  p r e m i e r  g r o u 

p e  d a n s  l e  s e c o n d .  Q u a n t au x  t r a n s f o r m a t i o n s  d e  G q u i  l a i s 

s e n t  i n v a r i a n t  u n  s o u s - g r o u p e  d o n n é ,  c ' e s t - à - d i r e  q u i t r a n s 

f o r m e n t  e n t r e  e u x  l e c  I n v a r i a n t s  c a r a c t é r i s t i q u e s  d e  c e  s o u s —
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g r o u p e  . «e seront celles qui lalasoron-fc invariants Iss coef

ficients x i k  . c'est-à— dJ re 1 «s invariants (ik . Si ces inva

riants sont au nombre de s indépendants. ce n u ’on pourra 

reconnaître a ’après les renseignements ou'on a sur lesfJ-.h 

le sous groupe g ne sera Invariant que dans lui-mène; sinon

il sera invariant dans un ' ous-groupe plus grand .

Pour sortir de ces généralités nécessairement un peu

v a g u e a , prenons quelques exemples .

E x e m p l e I

Prenons le groupe de translations du plan

x = x + a , y = y + 13

a v e c

w1 = d* . Oü3 = dy S d W 1 = 0 . J W S -  o

Le seul cas à considérer est celui d'un sous-groupe 

5j. vin paramètre ; prenons donc
* 1 2  1 

§ = ui + to ;

nous a'rons

J d <* <jü ;

11 faut donc d ^  =  0 . le coefficient *  est une constante

m . du reste quel connue; l'invariant du sous-groupe est 

y + m x et les équations du sous-groupe sont

x = 2: + a , y = y - m a

Deu:: sous-groupes correspondant à deu-> valeurs dif
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f é r e n t e s  n e  s o n t  p d s  h o m o l o g u e s ,  c a r  u n e  t r a n s f o r m a t i o n  d e  G 
/ \

n e  p e u t  t r a n s f o r m e r  l ' é q u a t i o n  CO ^ + m co = 0  e n  1 ' é q u a 

t i o n  u )   ̂ +  mT = 0  s i  m' m . D ' a u t r e  p a r t ,  c h a q u e  

s o u s - g r o u p e  e s t  i n v a r i a n t  d a n s  l e  g r o u p e  t o t a l ,  ca i?  t o u t e  

t r a n s f o r m a t i o n  du g r o u p e  l o i  s é a n t  i n v a r i a n t e  l ' é q u a t i o n  

U )^  +  a  yjü =  O , o ù  m e s t  u n e  c o n s t a n t e  d o n n é e  .

E x e m p le  I I  ,

S o i t  l e  g r o u p e

x  =  a x  , y  =  a y  +  h

a v e c

Uj 3 = —  = -âïl ; d (oî= 0 , d U)3 = Ci>à CO1
w  x  x

I l  f a u t  e n c o r e  i c i  s u p p o s e r  s  = 1 *

P r e n o n s  d 'a b o r d

6 ^  = <x>  ̂ =  0 a v e c  d $  =  0  

On a un  s o u s - g r o u p e  c a r a c t é r i s é  p a r  l ' i n v a r i a n t  x  , C ' e s t  u n  

s o u s —g r o u p e  i n v a r i a n t  c a r  t o u t e  t r a n e f o n n a t i o n  d e  G l a i s - s e  

i n v a r i a n t e  1 ' é q u a t i o n  t o  = 0 , S e  s  é q u a t i o n s  f i n i e s  s o n t  

( x  é t a n t  1 ' i n v a r i a n t )

x  =  x 3 , y  s  y  +  tj

P r e n o n s  e n s u i t e

9 1 2  U} 3  +  o l  UOa ;
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on  a

d 9"1 = ( 9^  + d e * )  Cu 3 S

5 2 f a u t  d o n c  p r e n d r e d <* -+- = 0 # A u t r e m e n t  d i t ,  «*

e s t  1 ’ i n v a r i a n t  du s o u s —g r o u p e ,  e t  13 e s t  d é f i n i  comme s o l u 

t i o n  de 1 ' é q u a t i o n  c o m p lè te m e n t  i n t é g r a i ! e

i
i  «( +  W  + o l  U> = 0

13 y a u n e  i n f i n i t é  de s o l u t i o n s  . DT o ù  u n e  I n f i n i t é  de  s o u s -  

g r o u p e s  .  13 s  s o n t  h o m o lo g u e s  e n t r e  e u x , c a r  s i  o( e t  A s o n t  

d e u x  s o l u t i o n s  l e  s y s tè m e

ft ( '* y )  = <* ( x . y )  . co3 ( >. . y , dx , dy ) = u> ( x , y , d x  , dy)

e n t r a i  ne

Oj2 ( x , y , dx , dy ) = (x , y , dx , dy )

e t  c e  s y s t è m e , d i f f é r e n c i é  e x t é r i e u r e m e n t ,  s e  r é v è l e  comme

c o m p lè te m e n t  i n t é g r a b l e  à  c a u s e  d e s  é q u a t i o n s  de  s t r u c t u r e
0  ** v  .

du  g r o u p e  . La v a l e u r  g é n é r a l e  d e  c* e s t  —" — , l ’ é q u a t i o n

~~p^L =r Q.-7L f o ù  3 'o n  r e m p la c e  x" p a r  ex  e t  y  p a r  ay + b  
x  x

d o n n e  o f f e c t l  v o i e n t  G f = aC + "b , c e  q u i  f o u r n i t  b i e n  u n e  

i n f i n i t é  de  t r a n s f o r m a t i o n s  de G p e r m e t t a n t  de p a s s e r  de  C

à  C* . • H

S n f i n ,  1 'u n  d e s  s o u s —g r o u p e s  o b t e n u s  n ' e s t  i n v a r i a n t  

que  d a n s  l u i - m ê m e , c a r  t o u t e  t r a n s f o r m a t i o n  du g r o u p e  l a i s s a n t
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i n v s r j a n f c o  é q u a t i o n  0  = 0  l a i s s e  p a r  c o l a  m&ue i n v s »  

r i a n t e  3 a f o n c t i o n  o*. . Dl 3 e  a p p a r t i e n t  d o n c  au  s o u s - g r o u n e .  

L e 3 é q u a t i o n s  du s o u s - g r o u p e  s o n t , eu  r e m p l a ç a n t  b 

p a r  ( 3 - a ) C  ,

x = as y -C = a (y-C)

P o u r  0 = 0  o n  a u n  r e p r é s e n t a n t  d u  t y p e  c o n s i d é r é  .

x  =  a x  . r  =  a?

g x e m p l e I I I .

S o i t  3 e  g r o u p e

=r rt". “b  

ex  +  d

q u i  p r o l o n g é  ( v o i r  e x p o s é  3 )  c o n d u i t  au x  f o r m e s

„ j ,  , Z _  du v  a ,,w  — u  a x  , <jo =  ---- ---— — dx .
u  u  *

Go ^ d v  + 2 _ . du  +  — 2^. dx
u2  u  2. u

a v e c  3 e s  é q u a t i o n s  d e  s t r u c t u r e

1  Z  1 i  •; i  ^  % ?.
d Cü =C o U) , d Ou =  oü u> , d co =  Ut CO

C h e r c h o n s  d 'a b o r d  3 e s  s o u s - g r o u p e s  à d e u x  p a r a m è t r e s

P o s o n s

^ 1 x ô ,  ̂ 4  „  1 
s  + a f  O J +  t o

on  a

â ( d*** “Z ^  ) J  +  d <aC ) <X>̂  +  (ol &■* +  d ft ) (O"* .
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Le s e c o n d  m em bre d e v a n t  ê t r e  i d e n t i q u e m « n t n u l .  o n  a

p = I .  d ex + ea= o

d e  s o r t e  q u e  ] ' i n v a r i a n t  c a r a c t é  r i  s  ti. q u e  o i  e s t  s o l u t i o n  de

1 T ë g u a t i o n  co m p ì externen t  i n t e g r a b !  e

d oC 4- u> + C«< "* CO = 0OI«#

Là e n c o r e  t o u s  l e e  s o u s - g r o u p e s  c o r r e s p o n d a n t s s o n t  h o m o l o g u e s :  

i l  s u f f i t  d e  c o n s i d é r e r  l e  s y s t è m e

c* { x , U , v )  =  C* ( x , u , v )

»-o ( 3* f *u, v , dx , d u , d v  ) = ix? ( x f u , v , d x , d u f d v )

<AJ^( f .............) ( 3-............  )

q u i e s t  c o m p lè t e m e n t  i n t e g r a b l e  e t  d o n t  l a  s o l u t i o n  g é n é r a l e  

d e p e n d  d e  d e u x  c o n s t a n t e s  a r b i t r a i r e s  « Q u a n t à  1 ’ un  d e  c e s  

s o u s —g r o u o e s  i l  n ’ e s t  i n v a r i a n t  q u e  d a n s  l u i - m è n e , c a r  t o u t e  

t r a n s f o r m a t i o n  d e  G q u i  l a i s s e  g  i n v a r i a n t  l a i s s e  i n v a r i a n 

t e  1 ’ é q u a t i o n  de P f a f f  q u i  d é f i n i t  o< , e t  p a r  s u i t e  a u s s i  l e s

c o e f f i c i e n t s  c* , - -  ot?  d e  c e t t e  é o u a t i o n  .
3

L e s  é q u a t i o n s  d e  s t r u c t u r e  du s o u s - g r o u p e  s o n t  :

CAĵ  — co ̂  Co 3 , d <x¡r* — (ci — oC ex?2 ) t o 3 •

l ' i n v a r i a n t  c*. n 1 é t a n t  p s a e s s e n t i e l ,  c e  g r o u p e  e s t  s e m b l a b l e
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a u  g r o u p e  o b t e n u  e n  f a i s a n t ,  d a n s  l e s  é q u a t i o n s  p r é c é d e n t e s

o4 = 0 • d c* = 0  , c ’ e s t - à - d i r e

rí ¿  g 2
d — lo go ( d Co — 0

L ’ é q u a t i o n  q u i  d o n n e  s ’ i n t é g r e  f a c i l e m e n t  e t  o n

t r o u v e

< * = _ *  + — i ---------
u^ u ( x - C )

S i  l ’ o n  p r e n d  , p a r  e x e m p l e ,
ir*

, l e s  é q u a t i o n s

x — t u  =  u (  c x + d )'v , v  =  v ( c x + d +  v c ( c s + d )

c o n d u i s e n t  a u x  é q u a t i o n a  s u i v a n t e s  du a o u s - g r o u p e  c = 0  , d —1

x  =  a x  +  b

C h e r c h o n s  m a i n t e n a n t  l e s  s o u s —g r o u p e s  à  u n  p a r a m è t r e

P o s o n s

o 1 2 . r ,1
y  =  O J  +  d  UÜ

Ci 2  3 , 1
v = (jû ■+■ fè> co

o n  a

d  0  3 = ( B 3  + -oc 8  3 +  d o ^ )  U ) 3

d 9 2 = B 3 9 3 +  ( s  Æ 9  3 -  oc 9 S +  d ^ )  cü 3
/

13 f a u t d on c  p r e n d r e

d d  + cá G ^  —  0 d + 3 /3 0 — o¿ 0 = 0
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s y s t è m e  c o n p 3 è t e  m en t  i n t é g r a b l e  ^

13 y  a i c i  à  d i s t i n g u e r  s u i v a n t  q u e  l e s  i n v a r i a n t s

oi. e t  fb s o n t  i n d é p e n d a n t s  o u  n o n  ; c e l a  d é p e n d  d e  l a  q u a n —
2

t i  t é  « t +  3 i3 :

i ° )  sa o(â+ 3 f l  = o , ß =  -  ì  ^ # o n  a l a  s e u l e

re 3  o t i  o n

d al +  o t B 0 w =  d a( +  CO*^+ °v Co*',+  oT  *-aJ —û
G*

r u  3 , J o i n t e  à  9  = 0 ,  f o u r n i t  u n  s y s t è m e  com p3 è t e r n e n t  i n t é  -  

g r a t 3 e  . T o u s 3 e s  s o u s —g r o u p e s  a i n s i  o b t e n u s  s o n t  h o m o 1 o g u e s  

e n t r e  e u x  . M a is  3 e s  t r a n s f o r m a t i o n s  d e  G n u i  3 a 3 s s e n t  u n  d e  

c e s  s o u s —gflmu p e s  i n v a r i a n t s  3 a i  o s e n t  i n v a r i a n t  3 * i n v a r i a n t  

d u  s o u ? - g r o u p e  T m a i s  p a r  n é c e s s a i r e m e n t  3 r a u t r e  : i 3 s  l a i s 

s e n t  s i m p l e m e n t  i n v a r i a n t e  3 ’ é q u a t i o n  Q = 0  q u i  f o u r n i t  

c e t  a u t r e  i n v a r i a n t  : 3 e r. o u - g r o u p e  g  e s t  d o n c  i n v a r i a n t  

d a n s  u n  s o u s - g r o u p e  à  d e u r  p a r a m è t r e s  d e  G . On p e u t  p r e n d r e

p o u r  « t  3 a f o n c t i o n  d é j à  d é t e r m i n é e  ; 3 ’ a u t r e  i n v a -
u 6'

r i a n t  e s t  d o n n é  p a r  iLü = 0 .  L ’ é q u a t i o n  d e  g  e s t  a 3 o r s
u

x  = h  +  a

3 ° ) S i o C ^  + Z il £ 0 , 3 3 y  a 3 i e u  do d i s t i n g u e r  d a n s

3 e p3 a n  d e s  d o u x  v a  r i  ab3 e s  o( e t  , 3 e s  d e u x  r é g i o n s  l i -

m i t é e s  p a r  3 a  p s - r a b o 3 e  v +  2 =  0  . L e s  s o u s —g r o u p e s  c o r 

r e s p o n d a n t  à  c h a c u n e  d e  c e s  d e u x  r é g i o n s  s o n t  h o m o lo g u e s  e n 

t r e  e u x  . L e s  d e u x  t y p e s  d e  g r o u p e s  h o m o g r a p h i q u e s  o b t e n u s
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c o r r e s p o n d e n t ,  l ' u n ,  a u x  s o u s - g r o u p e s  f o r m é s  d e s  h o m o g r a p h i e s  

a y a n t  d e u x  p o i n t s  d o u b l e s  d o n n é s  r é e l s ,  l ' a u t r e ,  a u x  s o u s -  

g r o u p e s  f o r m é s  d e s  h o m o g r a p h i e s  a y a n t  d e u x  p o i n t s  d o u b l e s  

i m a g i n a i r e s  c o n j u g u é s  . C h a cu n  d e  c e s  s o u s - g r o u p e s  n ' e s t  i n 

v a r i a n t  q u e  d a n s  l u i - m û m e ,  t a n d i s  q u e  l e s  s o u s - g r o u p e s  du  

c a s  1 ° )  f o r m é s  d e s  h o m o g r a p h i e s  p a r a b o l i q u e s  d e  p o i n t  d o u b l e  

d o n n é  s o n t  i n v a r i a n t s  d a n s  l e  g r o u p e  d e  t o u t e s  l e s  h o m o g r a 

p h i e s  q u i  l a i s s e n t  f i x e  c è  p o i n t  d o u b l e  .

E x e m p le  1 7 «

P r e n o n s  p o u r  G l e  g r o u p e  i n f i n i  d ’ u n e  v a r i a b l e  .  

R a p p e lo n s  l e s  é q u a t i o n s  d e  s t r u c t u r e
i i . ?

d  O ü =  Cjü <*>-*

d 3 Oü 3

d 00 3= eu3 VO u)^ CO 3

d u) 4 = u> 5+ 2  ¿ o 2

5 , 1 . , 6 „ . 2 , 5 .  0 , 3 , 4d wu — w i îaj +  3  '-O LO H* ¿» Cü W

a v e c
Co =  u  dx

Co"* — — -  +  v  dx  u
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OJ 3  =  -  ¿Z. +  w dx  u

, . 4  __ dw . v d v  w . , ,Cjü =  -  — -  +  — n— -  ——. du  +  s  d x  
u  \xr* u^

31 n o u a  p r e n o n s  p o u r  G l e  g r o u p e  o u i  t r a n s f o r m e  l a  

s e u l e  v a r i a b l e  x  , u n  s o u s - g r o u p e  n e  p e u t  a d m e t t r e  u n  i n -  

v a r i e n t  c  a r  a c  ta  r i  s  t i  q u e  d ’ o r d r e  z é r o  q u e  s ’ i l  l a i s  s e  x  f i n i .

I l  s e  r é d u i t  a l o r s  à l a  t r a n s f o r m a t i o n  i d e n t i q u e

S o i t  o i  l ’ o r d r e  m in im u m  d e s  I n v a r i a n t s  c a r a c t é r i s t i 

q u e s  d e  g  î 3 1 77 e n  a é v id e m m e n t  u n  s e u l  d e  e s t  o r d r e  e t  i l  

e s t  f o u r n i  p a r  u n e  é q u a t i o n  d e  l a  fo r m e

® S  C O ^ + 3 +  p ^ j  U-> +  CO “*-I +  . . .  +  p ^  U>3  +  P j c j 3 =  0

m a i s  o n  p e u t  i c i  s u p p o s e r  p_ =  o  e n  t e n a n t  c o m p te  d u  g r o u p e  

l i n é a i r e  d e  s t a b i l i t é  Ĝ  ' q u i  e s t  § ü o°< + ^= c O ü3 . On 

v é r i f i e  immé d i a t e m e n t  q u e  n e  p e u t  p a s  d é p a s s e r  3  • s i  t

p a r  e x e m p le  ot =  4  , o n  a u r a i t  d a n s  d 0  l e  t e r m e  3  Cx>5 

q u Tl l  s e r a i t  I m p o s s i b l e  d e r é d u i r e  a v e c  u n  a u t r e  .

T r o i s  c a s  s o n t  d o n c  p o s s i b l e s  :

1 ° )  o( =  1 . On p e u t  d o n c  s u p p o s e r

ö == CO 3
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a v e c

d 9  * (x? c o 3 = tu* ¿3

(co 3 io u a  l e  r S l e  d e  fo r m e  W  p o u r  l e  g r o u p e G ( 1 ) }

- 3
13 f a u d r a  d o n c  q u e  s o i t  I c i  d e  l a  fo r m e  A O  , T o u s l e s

s o u s - g r o u p e s  a i n s i  o b t e n u s  s o n t  h o  v>ol o^rues e n t r e  e u x ,  c a r  s i  

o n  c o n s i d è r e  d e u s  d ’ e n t r e  e u x ,  o n  p o u r r a  t r o u v e r  u n e  t r a n s 

f o r m a t i o n  d e  G- t r a n s f o r m a n t  3 1 i n v a r i a n t  du p r e m i e r  e n  u n e  

f o n c t i o n  d e 3 ’ i n v a r i a n t  du s e c o n d  ; 13 s u f f i r a  d ’ i n t é g r e r

CO ( 5  , u , dx ) =  CO ( x , u , dx )

g , , w o
<Jj { x ,îy Î 3 ., d u ) = CO"* ( x , u ,  dx , du)

e t  3 e s  é q u a t i o n s  d l  f  f é  r e n t i é e r e x t é r i e u r e m e n t  m o n t r e n t  q u * e 3  3 e s

c o n s t i t u e n t  u n  s y s t è m e  c o m p lè t e m e n t  i n t é g r a b l e  ( à  c a u s e  d e l a

3 3re3  a t i  o n  co  CO =  0  v r a i e  p o u r  l e s  d e u x  s o u s - g r o u p e s  ) . 

C h a cu n  d e  c e s  s o u s - g r o u p e s  e s t  i n v a r i a n t  d a n s  3 e  g r o u p e  d é f i 

n i  p a r

d CO 3 = C o^ co2  

d C 0 3 =  0

L ’ é q u a t i o n  c o  =  0 e s t  d e  3 a  fo r m e  —  -  v  dx =  0 ;

s o n  i n t é g r a 3 e  p r e m i è r e  e s t  d e  3 a  fo r m e  — ------  =  I  ,
H ( x  )

o n  a im m é d ia t e m e n t  l e s  é q u a t i o n s  d e  d é f i n i t i o n  du s o u s —g r o u p e
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c a r a c t é r i s é  p a r  1 * i n v a r ì  a n c e  de 1 a fo rm e

U > ] = u dr. = I H(x) dx

e t  comme I  e s t  u n  i n v a r i a n t  , l e  s o u s -g r o u p e  e s t  d é f i n i  p a r

H ( x )  dx =  H ( x  ) dx

On a u n  g ro u p e  lio m o lo g u e  e n  p r e n a n t  H ( x )  — 1 . d 1 o ù

x = x + a

Le p lu s  g ra n d  g ro u p e  q u i  l a i s s e  l e  s o u s —g ro u p e  in v a  

r i a n t  e s t  c a r a c t é r i s é  p a r  1 » i n v a r i a n c e  d es  d e u x  fo r m e s

, du F  f ( x ) •
u  dx  e t  —  ~ Ë T x T  ’

s i  1 * on p o s e x  =  X ( x  ) t on  a l e s  é q u a t io n s  de d é f i n i t i o n

X " +  H T ( X ) x , _  H» ( x )  

X T I I  (X )  H ( x  )

c Te s t - à - d i  r e

X " -  0  s i  H ( x )  =  1

g o )  oC =  -i . N ous p o u v o n s  p o s e r

Q à , 3 , . f ,3
C / — oL* H-  Ok w

a r e c

d 0  =  9  + o l  u ?  U> d QÍ CO 3  ;

e n  p o s a n t

^  =  (25 =  A <0^-+- B «jó3 +  C 9  ,
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o n  t r o u v e

d 0  =  ( B +  o O  OJ1 Où 3 +  c u ^ 8  +  u > 3  ( 9  •  *  «* >

d ’  o ù

B =  -  OL , C =  0  .  d o< r= ©

C o  *  C O  -  di u? c o  3

l ’ é a u a t i o n

d  oL -  C D 3  +  Ol

ô t a n t  a i n s i  c o m p l è t e m e n t  i n t é g r a b l e .  o n  c o n s t a t e  f a c i l e m e n t  

q u e  t o u s  l e s  s o u s - g r o u p e s  o b t e n u s  s o n t  h o m o l o g u e s  e t  q u e  c h a 

c u n  n ’ e s t  i n v a r i a n t  q u e  d a n s  l u i - m ê m e  .

L e s  é q u a t i o n s  d e  s t r u c t u r e  d ’ u n  d e  c e s  a c m s - g r o u p e a

s o n t

d co1-  ou1 Co

d <JJ3 = U)1 ( <3 -e t Ca> )

l ’ i n v a r i a n t  o t  n ’ é t a n t  p a s  e s s e n t i e l ,  o n  p e u t  s u p p o s e r  c ( - 0  

c e  q u i  d o n n e
■ I T O  2

d CO = CO OO , d CO = 0

Le calcu l de c* e s t  fa c i le ;  l ’équation à in tégrer  e s t

d  o l  +  —  +  cs( -  ( «  +  o i  v )  d x  =  0
u  u

e l l e  d o n n e

ai =  H ( x )  -  v  d t o ù  v  -  h ( x )  -  e< u  
u
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t e s  é q u a t i o n s  d e  d é f i n i t i o n  d e  g  s ’ o b t i e n n e n t  e n  e x p r i m a n t  

l ’ i n v a r i a n c e  d e s  d e u x  f o r m e s

3 _  _  d u  d x  _  _  d £  +  H ( x ) d x  -  o< u  d x
w  U  U

c o m m e  cX e s t  u n  i n v a r i a n t ,  3 a  s e c o n d e  f o r m e  p e u t  ê t r e  r e m p l a 

c é e  p a r

( îjJ 2  ) *  =  -  +  H (  x )  d x

O n  a u r a

x  =  X
77 _  U
U  ' F

puis l ’ é q u a t i o n  d e  d é f i n i t i o n  d u  s o u s - g r o u p e  î

■? I L -  +  E ( X ) . X f =  $ ( x )  
X »

S i  1 ’ o n  p r e n d E ( x )  =  0 , o n  o b t i e n t X” = 0

ou x =  a x  +  b  .

) c i. — 3  .  N o u s  p o u v o n s  p o s e r

9 = U ) 4 + o ( C Ü 3  +  (1 U ) 2

d * o ù

d 9  =  Cü 'It 0 5 +  2  GO3  ( 9  -  U>3  ) +  GO1 ( 8 - « i  t o 3 - ^  CO5  )

-i- cH vu* Co 3 +A U)3 + d «1 co + d CO
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l a  c o n s i d é r a t i o n  d e  ] 'e n s e m b l e  d e s  t e r m e s  q u i  n o  c o n t i e n n e n t  

p a s  CO m o n t r e  q u e  «  0  « e t  1 1  r e s t e

a  9  =  CO1  LfJ5 #■ i l  <jJ* <JL> 3+  ( À 4 9  * 4 p  ) » 0

d * o ù

d p  = 3 0  . e u 1  sjü5 => W 1  (X>*

l ' I n v a r i a n t  fb  e s t  d o n c  d o n n é  p a r  l ’ é q u a t i o n

d /3 =  Z U>4 + Z (h  CO 3  .

T o u s  l e s  g r o u p e s  o b t e n u s  s o n t  h o m o lo g u e s  e t  c h a c u n  

d * e u x  n ’ e s t  i n v a r i a n t  q u e  d a n s  lu i» m ê m e  * L e s  é q u a t i o n s  de  

s t r u c t u r e  de 1  f u n  d Te u x  s o n t

d O J 3

d Cü3 = U J 3  U) 3

d OJ 3= OJ 2 cü^+ tu  3  (,3. d ) ;

m a is  l ’ i n v a r i a n t  /3 n ’ é t a n t  p a s  e s s e n t i e l ,  o b  p e u t  f a i r e  

d a n s  l e s  é q u a t i o n s  p r é c é d e n t e s  /3 = 0  e t  o n  r e t r o u v e  l e s  

é q u a t i o n s  de  s t r u c t u r e  du  g r o u p e  h o m o g r a p h iq u e  .

Le c a l c u l  d e  /3  e s t  f a c i l e  • o n  d o i t  i n t é g r e r  l * é -

q u a  t i  o n

d fi + Z -  Z v +  3 (̂ — +  ^ 7 5-) d u  -  3 ( s  +  /3 v ) d x  = 0

I u u^ u u
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c o  q u i  d o n n e ,  p o u r  l ’ i n v a r i a n t  o  a r a c  t é  r i  s t  i q u e  c h e r c h é

/ i  _  2 w  H ( x )

r ~ —  + ^  + "3T-

3 n  e x p r i m a n t  1 T i n v a r i a n c e  d e  c e t t c  f o n c t i o n ,  o n  t r o u v e  l e s  

é q u a t i o n s  d e  d é f i n i t i o n  d u  s o u s - g r o u p e

Z -  3  +  H ( X ) . X * a  =  H { x )
X ? x T

R e m a r q u e

N o u s  v e n o n s  d e  r é s o u d r e  l e  p r o b l è m e  s u i v a n t  : T r o u 

v e r  t o u s  l e s  g r o u p e s  d e  L i e  à  u n e  v a r i a b l e  ;  e n  d e h o r s  d u  

g r o u p e  i n f i n i  g é n é r a l ,  i l  n ’ y  a  q u e  d e s  g r o u p e s  f i n i s  à  1 ,

2  o u  3  p a r a m è t r e s  .  C ’ e s t  u n  r é s u l t a t  c l a s s i q u e  .

D a n s  c h a q u e  t y p e  d e  g r o u p e s  f i n i s  à  u n e  v a r i a b l e ,  

l e s  t r a n s f o m a t i o n s  q u i  i n d i q u e n t  c o m m e  G t r a n s f o r m e  l ’ i n v a 

r i a n t  c a r a c t é r i s t i q u e  d o s  d i f f é r e n t s  s o u s - g r o u p e s  d u  t y p e  

c o n s i d é r é  f o r m e n t  u n  g r o u p e  f o n c t i o n n e l ,  l e s  é l é m e n t s  t r a n s 

f o r m é s  é t a n t  d e s  f o n c t i o n s :  o n  f a i t ,  d a n s  c h a q u e  c a s ,  l ’ i n 

v a r i a n t  e s t  c a r a c t é r i s é  p a r  u n e  f o n c t i o n  H ( x )  , e t  l e s  f o r 

m u l e s  q u i  d o n n e n t  l a  f o n c t i o n  t r a n s f o r m é e  H  =  H ( X )  , j o i n t e s  

à  x  =  X , f o u r n i s s e n t  p r é c i s é m e n t  l e s  d i f f é r e n t s  g r o u p e s  

à  d e u x  v a r i a b l e s  ( x  e t  H )  i s o m o r p h e s  a u  g r o u p e  G ,  c o m m e  

o n  p e u t  s ’ e n  r e n d r e  c o m p t e  f a c i l e m e n t  .
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1 ° )  l e  g r o u p e X-1 =  f i ( x 1 . . .  x n  y 1 . . .  y p )

—k k  
y = y ( f i  f o n e t i o n s

a r b i  t r a i  r e s )

2 ° )  l e g r o u p e  p r é c é d e n t  a v e c D( x -1 . . . x -n) =  1 

D  ( x 1 .  .  . x n )

3 ° )  l e  g r o u p e  l a i s s a n t  i n v a r i a n t e  l ' é q u a t i o n

d z  -  p l. d x 1 -  . . . . -  p n d x n  = 0  (m o d . d y 1 . . .  d y p )

o ù  l e s  y k s o n t  d e s  i n v a r i a n t s  .

4 ° )  l e  g r o u p e  l a i s s a n t  I n v a r i a n t e  l a fo r m e

d x 1 d x 2  +  . . .  +  dx 2 n -1  d x 2 n  ( m o d . d y 1 . . . .  d y p  )

o ù  l e s  y k s o n t  d e s  i n v a r i a n t s  .

5 ° )  u n  g r o u p e  s im p l e  f i n i  q u e l c o n q u e  , o ù  l e s  p a r a m è t r e s  

s o n t  r e g a r d é s  comme d e s  f o n c t i o n s  a r b i t r a i r e s  do p v a r i a 

b l e s  i n d é p e n d a n t e s  .


