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I n t r o d u c t i o n

L ’ é tude  a lg é b r iq u e  des f o n c t i o n s  a lg é b r iq u e s  s f e s t  

» c u v e n t  dé ve lo p p é e  p a r  a n a lo g ie  avec l a  t h é o r ie  des c o rp s  de 

nombres a lg é b r iq u e s  . O r, q u o iq u ’ e l l e  s o i t  d f o r i g i n e  b ie n  p lu s  

ré c e n te  que c e t t e  d e r n iè r e ,  on a c o n s ta té  s o u v e n t  que l e s  r é 

s u l t a t s  s ’ y p r é s e n t a ie n t  p lu s  s im p le m e n t .  On p e u t  donc p e n s e r  

que l Té tu d e  a lg é b r iq u e  des c o rp s  de f o n c t i o n s  a lg é b r iq u e s ,  ou 

t r e  son i n t é r ê t  p r o p r e ,  p e u t  e n c o re  nous s u g g é re r  des id é e s  

p o u r  a t t a q u e r  le«» p ro b lè m e s  de l a  t h é o r i e  des nombres .

O r, on s a i t  t o u te  l f im p o r ta n c e  de l a  f o n c t i o n  ^ ( a )  

i n t r o d u i t e  p a r  R iemann dans 1 * é tu d e  du c o rp s  de nom bres r a t i o n 

n e l s ,  e t  g é n é r a l i s é  p lu s  t a r d  p a r  D edek ind  p o u r  t o u t  c o rp s  de 

nombres a lg é b r iq u e s  # Ces f o n c t i o n s  s o n t  d Tune é tu d e  t r è s  d i f 

f i c i l e  e t  beaucoup de p ro b lè m e s  r e s t e n t  e n c o re  sans ré p o n s e .

La f o n c t i o n  ^  ( s )  de Riemann e s t  d é f i n i e  comme f o n c t i o n  ana

l y t i q u e  de l a  v a r i a b l e  com p lexe  s p a r  1Te x p r e s s io n  ;

y*1 -n rVJ t) 1-  — 5- n=0 n*  pS

lo r s q u e  l a  p a r t i e  r é e l l e  ÿ i [ a )  ^  1 , p p a r c o u r a n t  to u s  l e s  

nombres p r e m ie r s .  On m o n tre  que ( s )  e s t  r é g u l i e r  e t  u n i 

fo rm e dans t o u t  l e  p la n  des s , s a u f  uu p o i n t  s = 1 où i l  

y  a un p o lo  s im p le  de r é s iû u  +1 * S i  l * o n  f i x e  l a  p a r t i e  r é e l 

l e  de s , ^  (s )  e s t  p r e s q u e - p é r io d lq u e  . La f o n c t i o n

1
o©
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^ ( s )  =  si^ îl  n ' t  r  ( f )  ^ ( « )

e s t  une f o n c t i o n  e n t i è r e  i n v a r i a n t e  p a r  l e  changem ent de e 

en 1 -s  . s f a n n u le  p o u r  s =  - 2 ,  - 4 ,  . . .  ; e l l e  n *a

aucun zé ro  à p a r t i e  r é e l l e  1 comme l e  m o n tre  im m é d ia te 

m ent l e  p r o d u i t  i n f i n i  . En e x c e p ta n t  l e s  z é ro s  r é e l s  e t  n é g a 

t i f s  , on m o n tre  que ^ ) ( s ) s une i n f i n i t é  de z é ro s  dane l a  

"bande  c r i t i q u e "  0 ¿-¿Ma)  1 s y m é t r iq u e s  deux à deux p a r

r a p p o r t  à 18 d r o i t e  £R(s) -  ~  e t  p a r  r a p p o r t  à l * a x e  r é e l  .
2

I l  n * y  a pas de z é ro s  s u r  l e s  deux d r o i t e s  l i m i t e s  (R Ib ) *  0

e t  <R(s) — 1 © t ce théorèm e e s t  é q u i v a le n t  eu théorèm e des

nombres p re m ie r s  q u i  d i t  que l e  nombre de nombres p r e m ie r s  I n -
N

f é r i e u r s  à N e s t  a sym pto t i q u e  m ent é q u i v a le n t  à --------— . Le
lo g  N

nombre N(T)  de z é ro s  de ^  ( s )  d o n t  l a  p a r t i e  im a g in a i r e  e s t  

c o m p r is e  e n t r e  0 e t  T e s t

N(T) = a r t  T log T ’  1+a°rf 'g L 1 + CT(iogT)

On s a i t  même q u Ti l  y  a une i n f i n i t é  de z é ro s  s u r  l a  d r o i t e

Sli a ) e t  que l e u r  nombre e s t  s u p é r i e u r  à cT , c é t a n t  une

c e r t a in e  c o n s ta n te  . La c é lè b r e  "h y p o th è s e  de R iem ann" c o n s i s 

te  à a f f i r m e r  que to u s  l e s  z é ro s  de } < * )  de l a  bande c r i t i q u e  

se t r o u v e n t  s u r  l a  d r o i t e  ¿R(s) — "g • La d é m o n s t ra t io n  de

c e t t e  h y p o th è s e  p e r m e t t r a i t  d Ta p p r o f o n d i r  c o n s id é ra b le m e n t  nos 

c o n n a is s a n c e s  s u r  l e s  nombres p r e m ie r s ,  m a is  m a lg ré  to u s  l e s  

e f f o r t s  f a i t s  dans ce sons , on n ’ a pas e n co re  pu y  p a r v e n i r  .

(a)
WJ

1+1 c Jl1

1
2
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IDedefrind a g é n é r a l i s é  l a  f o n c t i o n  A ( s ) à un c o rp s  

de nombres a lg é b r iq u e s  k de l a  fa ç o n  s u iv a n te  :

V' -JirVz-Lw
jf |^js ov 1  ̂

v  p a r c o u r a n t  to u s  l e s  id é a u x  p r e m ie r s  de k e t  to u s

l e s  id é a u x  e n t i e r s  . | I  e s t  l a  norme de 1 ?i d é a l  xJt/ , c ' e s t  

à - d i r e  l e  nombre de c la s s e s  d ' e n t i e r s  de k d i f f é r e n t s  mod.tW> 

C e t te  f o n c t i o n  ^  (s )  tî o u i t  de p r o p r i é t é s  a n a lo g u e s  à l a  

f o n c t i o n  de R iemann . Son I n t é r ê t  p r i n c i p a l  c o n s i s t e  dans l a  

r e l a t i o n  q u i  l a  l i e  au nombre h de c la s s e s  d ' i d é a u x  . 

R a p p e lo n s  que l ' o n  d i t  que deux id é a u x  a p p a r t ie n n e n t  à un© mê

me c la s s e  s i  l e u r  q u o t i e n t  e s t  un nombre de k  . Le r é s i d u  de 

"% ( s )  au p ô le  8=1 e s t  a l o r s  ah , a é t a n t  une c o n s ta n te  

d é p e n d a n t des u n i t é s  e t  du d i s c r i m i n a n t  de k . C e t te  f o n c t i o n  

^  ( s )  de D edek lnd  e s t  e n co re  p lu s  c o m p l iq u é e  que c e l l e  de 

R iemann e t  on ne s a i t  même pas s ' i l  y  a une I n f i n i t é  de z é ro s  

s u r  l a  d r o i t e  s ) = —

La f o n c t i o n  de D edek lnd  nous m o n tre  comment on p e u t  

p a s s e r  à une f o n c t i o n  h  ( s )  r e l a t i v e  à un c o rp s  K de f o n c 

t i o n s  a lg é b r iq u e s  . En e f f e t ,  ce q u i  c o r re s p o n d  à un  i d é a l ,  

c ’ e s t  un d i v i s e u r  e n t i e r  . Nous c h e rc h e ro n s  a l o r s  à d é f i n i r  

l a  norme j A ( d 'u n  d i v i s e u r  e n t i e r  A de fa ç o n  a n a lo g u e  à 

c e l l e  d 'u n  ic lu a l  . Les e n t i e r s  du c o rp s  d e v r o n t  ê t r e  re m p la 

cés p a r  l e s  é lé m e n ts  de K e n t i e r s  p a r  r a p p o r t  à A , c ' e s t  à

1 1

in s

Sii



V . - K . - 4

d i r e  d o n t  l e  d i v i s e u r  d é n o m in a t e u r  ne c o n t i e n t  aucun  d i v i s e u r  

p r e m i e r  f i g u r a n t  dans  A . ü)n p a r t i c u l i e r ,  s o i t  P u n  d i v i s e u r  

p r e m i e r  de K, u  une u n i f o r m i s a n t e  l o c a l e  c o r r e s p o n d a n t  à P, 

t o u t  é lé m e n t  z de K e n t i e r  p a r  r a p p o r t  à P, p e u t  se m e t t r e  

sou s  l a  fo rm e  z = ° Î 0 + u + ne c o n t e n a n t  aucune

p u is s a n c e  n é g a t i v e  de u  , o<0 , o < ^ , . . .  a p p a r t e n a n t  à une e x -  

t e n s i o n  k  f i n i e  du c o r p a  k  des c o n s t a n t e s  de Z . On a 

a l o r s  z = oi (mod P) e t  i l  y  a a u t a n t  de c l a s s e s  (mod P) 

de t e l s  é lé m e n ts  z q u ’ i l  y  a d f é lé m e n t s  da n s  l e  c o r p s  k *  . 

P o u r  que ce nombre ne a o i t  p a s  i n f i n i  e t  que l ’ on p n ia a e  d é 

f i n i r  c o n v e n a b le m e n t  | P |  i l  f a u d r a  s u p p o s e r  k  *  fo rm é  

d ’ u n  nom bre  f i n i  d ’ é lé m e n t s .  I l  f a u t  p a r  s u i t e  que k *  , e t  

donc k , s o i e n t  de c a r a c t é r i s t i q u e . p ^  0 , e t  i l  s u f f i t  que
»

k  s o i t  lu i -m ê m e  fo rm é  d ’ u n  nombre f i n i  q = p d ’ é l é m e n t s .  

S i  f  e 8 t  a l o r s  l e  d e g ré  ( k  ï k )  de l ’ e x t e n s i o n  k *  /  k  

c ’ e s t - à - d i r e  p a r  d é f i n i t i o n  l e  d e g ré  de P , i l  y  a u ra  q 

c l a s s e s  (mod P) d ’ é lé m e n ts  de K e n t i e r s  p a r  r a p p o r t  à P e t  

no u s  c o n v ie n d r o n s  de p o s e r

-  q'

De f a ç o n  g é n é r a l e ,  n  é t a n t  l e  d e g ré  du d i v i s e u r  e n t i e r  A, 

nous  p o s e r o n s  | a | = qn , Avec c e s  c o n v e n t i o n s ,  nous  d é f i 

n i r o n s  f o r m e l l e m e n t

ï ( a )  = T T  - i— |-  = J ~  - L -i , rrzx ; V  w

* 1

p
■f

|A
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P p a r c o u r a n t  to u s  l e s  d i v i s e u r s  p r e m ie r s  de K, e t  A to u s  l e s  

d i v i s e u r s  e n t i e r s  .

m iè re  f o l s  p a r  M . A r t i n  dans sa th è se  en 1924, dans l e  cas  où 

K é t a i t  un c o rp s  de f o n c t i o n s  h y p e r e l l i p t i q u e s .  Sa d é f i n i t i o n  

non i n v a r i a n t e  p a r  l e s  t r a n s f o r m a t i o n s  b l r a t i o n n e l l e s  de K , 

a é té  rem p la cé e  p a r  c e l l e  que nous venons  de d o n n e r  p s r  M.

F.Ü  3 c h m id t  en 1931 e t  é tendue  p a r  l à  à un c o rp s  E q u e lc o n 

qu e .  Nous a l l o n s  é t u d i e r  c e t t e  f o n c t i o n  a  (s ) e t  nous v e r 

ro n s  que 1* a n a lo g ie  avec l e s  f o n c t i o n s  de Riemann e t  de De- 

d e k in d  e s t  t r è s  g ra n d e ,  t o u t  en é t a n t  "bien p lu s  s im p le  que 

ces d e r n iè r e s  f o n c t i o n s  . On p e u t  d ’ a i l l e u r s  en d é d u i r e  des 

r é s u l t a t s  a n a lo g u e s  p o u r  l e  nombre de d i v i s e u r s  p r e m ie r s  e t  

l e  nombre de c la s s e s  de d i v i s e u r s  du c o rp s  K . M a is  , i l  y  

a p lu s *  e t  c ' e s t  l à  un r é s u l t a t  d é c o u v e r t  p a r  M .H asse , dans 

l e  cas où K e s t  de g e n re  g = l  , on p e u t  d é m o n t re r  l ’ h y p o 

th è se  de Riemann e t  m o n t r e r  a i n s i  que to u s  l e s  z é ro s  se 

t r o u v e n t  s u r  l a  d r o i t e  ^ . ( s )  = i  . L a  d é m o n s t r a t io n  c o n s i s -
€mj

te  e s s e n t i e l l e m e n t  à é t a b l i r  l ’ i d e n t i t é  e n t r e  un po lynôm e 

du second d e g ré ,  d o n t  d é p e n d e n t  l e s  z é ro s  de ( s )  dans ce 

c as ,  e t  l ’ é q u a t io n  du second deg ré  v é r i f i é e  p a r  un m érom or-  

ph isme p a r t i c u l i e r  J~l de Z , c e l u i  q u i  t r a n s fo r m e  t o u t  é -  

l é m e n t  de E en sa p u is s a n c e  q^ me. On o b t i e n t  a i n s i  une s i -

Ces f o n c t i o n s % (s ) o n t  é té  é t u d ié e s  p o u r  l a  p re

g n i f i c a t i o n  des zé ro s  de l a  f o n c t i o n ' S ( s ) q u i  p e u t  nous
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s u g g é re r  des t e n t a t i v e s  s e m b la b le s  dans l ' é t u d e  des f o n c t i o n s  

de R iemann e t  de D edek ind  .
'W », .

Les d i v i s e u r s  de K.
1 *1'* - - - - - - 1 - i - i - i i 0

P our é t u d i e r  l a  f o n c t i o n  nous sommes c o n 

d u i t s  à e x a m in e r  d 'a b o r d  l e s  d i v i s e u r s  e n t i e r s  d 'u n  c o rp s  K
"S*

. v
d o n t  l e  c o rp s  de c o n s ta n te s  k e s t  de . c a r a c t é r i s t i q u e  pj^O 

e t  ne c o n t i e n t  q u 'u n  nombre f i n i  q = p ^  d 'é lé m e n ts  .

Un t e l  c o rp s  e s t  une e x t e n s io n  f i n i e  de d e g ré  du c o rp s

des e n t i e r s  (mod p ) e t  p a r  s u i t e ,  e s t  p a r f a i t  ,

Le nombre de d i v i s e u r s  e n t i e r s  d ' un deg ré  n donné e a t  

f i n i  .

t-r e i
Sn e f f e t ,  s o i t  A = J v. P* un  d i v i s e u r  e n t i e r  de

1 r  
d e g re  n . S I  f.^ e s t  l e  d e g ré  de P^ , on a donc n  = L- e ^ f ^  

avec e^ A  0 . S o i t  z une f o n c t i o n  de K . S i  P. f i g u r e  au

d i v i s e u r  d é n o m in a te u r  do z , — «a— e s t  d i v i s i b l e  p a r  P., .
z i  1

S i  P^ ne f i g u r e  pas au d i v i s e u r  d é n o m in a te u r  de z , i l  y

a un po lynôm e c ^ ( z )  de k  C z 3 d e g ré  au p lu s  9 j ^ i  d i -
* e j, v

v i s i b l e  p a r  P ^1 , Donc, A d i v i s e  l e  d i v i s e u r  d 'u n  é lé m e n t  de
-, e

l a  f  o rme (~ )  c { z )  où e — n e t  où c ( z )  e s t  un po lynôm e en 

z âe degré  au p lu s  é g a l  à n -e  . Or k  n ' a y a n t  q u 'u n  nombre 

f i n i  d Té lé m e n ts ,  l e  nombre d 'é lé m e n ts  de l a  fo rm e  p ré c é d e n te  

e s t  f i n i  e t  p a r  s u i t e  a u s s i  l e  nombre de d i v i s e u r s  e n t i e r s  A 

q u i  l e s  d i v i s e n t  .

( s )
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Le nombre des c la s s e s  de d i v i s e u rs  de d eg ré  0 e s t  f i n i .

Noua d é a ig n o n s  ce nombre p a r  h .

S o i t  e n co re  z une f o n c t i o n  de K e t  m = ^ K ï k ( z ) ) .  

P renons n  = n m m u l t i p l e  de m s u f f is a m m e n t  g ra n d  p o u r  que 

n A  2g -  2 , g é t a n t  l e  g e n re  de K . Le d i v i s e u r  num éra 

t e u r  d ’ un po lynôm e c ( z )  de k  f z }  , de d e g ré  n  en z , 

e s t  a l o r s  e x a c te m e n t  do d eg ré  n .m  = n , s o i t  Cn ce d i v i 

s e u r  . D é s ig n o n s  p a r  Cq un  d i v i s e u r  de d e g ré  0 , l e  d i v i s e u r  

0 oCn  e s t  de deg ré  n . CcmnîO n ^  2g -  2 , l e  théorèm e de R le -

mann-Roch nous ap p re n d  que l a  d im e n s io n  do l a  c la s s e  de C CLo n

e s t  p o s i t i v e ,  c ’ e s t - à - d i r e  , i l  y  8 su m o ins  un é lé m e n t  de K 

m u l t i p l e  de ----------  , donc d o n t  l e  d i v i s e u r  e s t  de l a  fo rm e
c » c oc n • ■ ; Ü B 1XI

----------  où C* e s t  un d i v i s e u r  e n t i e r  de d e g ré  n  . I l  enn n n  ^
, 0 n c » n

r é s u l t é  que C0 a p p a r t i e n t  à l a  c la s s e  du d i v i s e u r  ------“
®n

Or l e  nombre de t e l s  d i v i s e u r s  e s t  f i n i  , c a r  Cn e t  C *n 

s o n t  e n t i e r s ,  i l  en e s t  donc a i n s i  a f o r t i o r i  du nombre de 

l e u r s  c la s s e s  . Nous d é s ig n e ro n s  p a r  h l e  nombre f i n i  des 

c la s s e s  de d i v i s e u r s  de d e g ré  0 .

Les d e g ré s  des d i v i s e u r s  de K s o n t  m u l t i p l e s  d *u n  c e r t a i n  

e n t i e r  d . e t  lo r s q u e  n e s t  m u l t i p l e  de d , l e  nombre dea 

c la s s e s  de d i v i s e u r s  do deg ré  n e s t  h «

Les d e g ré s  des d i v i s e u r s  de K s o n t  des nom bres e n t i e r s  

i l  y  a donc un d i v i s e u r  B dans K d o n t  l e  deg ré  e s t  minimum ,
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■  o i t  d ^  0 , ce d eg ré  , I l  en r é s u l t e  que l e s  d e g re s  des d i -  

r i s e u r s  de K s o n t  des m u l t i p l e s  de d . S o i t  a l o r s  Cn un 

d i v i s e u r  de deg ré  n = m d , l e  d i v i s e u r  Cn B = CQ s e ra  

de deg ré  0 . T o u t  d i v i s e u r  Cn de IL p e u t  donc se m e t t r e  sous 

l a  fo rm e  C0 Bm . S é t a n t  un d i v i s e u r  f i x e ,  ce q u i  dém ontre  

l a  deuxième p a r t i e  de l a  p r o p o s i t i o n  ,

Le nombre de d i v i s e u r s  e n t i e r s  d ’ une c la s s e  JÇ, de d im en-

s io n  r  e s t  J3— I_JL 
-------------- q -  1

S o i t  A un  d i v i s e u r  e n t i e r  de l a  c la s s e  d C . p a r

h y p o th è s e  l e  m odu le  des é lé m e n ts  z de K m u l t i p l e s  de A ^

e s t  de d im e n s io n  r  , c ’ e s t - à - d i r e  , on a z = ^ 2 . z l + ««*

. . +  ^ z  avec dans k , I l  y  a donc q r  -  1 t e l s

é lé m e n ts  non id e n t iq u e m e n t  n u ls  . O r, avec z , l e s  é lé m e n ts

A z , e t  c e u x - là  s e u le m e n t ,  o n t  même d i v i s e u r ,  A é t a n t  un

é lé m e n t  non n u l  de k . I l  y  a donc —— d i v i s e u r s  e n t i e r s
r  q - i

dans l a  c la s s e  Z  donnée .

E tu d e  a n a ly t i q u e  de l a  f o n c t i o n  ^ ( s ) .

( s ) e s t  une f o n c t i o n  a n a l y t i q u e  e t  r é g u l i è r e  

dans t o u t  l e  p la n  des ja s a u f  aux p o i n t s  0_ e t  1_ ( mod

2 m  t
T  ' ou e l l e  a des p ô le s  s im p le s  avec l e s  r é s id u s  r e s -

lo g q

p e c t i f s  ------------------------  e jb -------------- ^ -------------- ----- E l l e  e s t  p é -
( q - l ) l o g  qd ( q -1  ) q ^ ^ l o g  qd

r i o d iq u e  de p é r io d e  -2- ^ 1 .
lo g q d
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Dans l a  f o m u le  ¥  ( s )  = /  ■ -  —„  où A p a r c o u r t
^  A |A|

to u s  l e s  d i v i s e u r s  e n t i e r s  de E , nous a l l o n s  f a i r e  l a  somma

t i o n  en g ro u p a n t  l e s  A d Tabord  p a r  d e g ré  e t  e n s u i te  p a r  c l a s 

ses . Nous d é s ig n e ro n s  p a r  n une c la s s e  de d eg ré  n e t  

de d im e n s io n  r n . En te n a n t  compte de ce q u * i l  y  a h c l a s 

ses d ?un  deg ré  donné, on a u ra  :
oc

l o r s q u e  tR {s) 1 . Les d i v i s e u r s  des d i f f é r e n t i e l l e s  de K

s o n t  de d e g ré  2g - 2  , donc 2g - 2  e s t  m u l t i p l e  de d . Or

s i  dn -à 2g - 2  , l e  théorèm e de R iem ann-Roch nous in d iq u e

que r dn = dn -  g + 1 . La s é r i e  /  .J- c o n v e rg e  donc
A | A l8

p o u r  ^ ( a )  A  i  e t  on a :
©o

dn=oW * /

\  in - g + 1
~ /  q . __ü_______ -L 

q -1  Z ______ q dné________q -1  "a - ci3- l
dn 7 dn=2g-2+d  q q 1

-1 <1*1 q “da-l

où T-T ) e s t  un po lynôm e en --Ag_ de degré  2g -  2 .

Le théorèm e énoncé s ’ en d é d u i t  im m é d ia te m e n t

Comme l a  s é r i e  £ __ c o n v e rg e  p o u r  îR /s )  1 ,
A ( A{ 3

e t  r e p ré s e n te  ( s )  , i l  en e s t  a f o r t i o r i  a i n s i  p o u r  l e

(s)
an=C V

\ £ dr
-1

r dnq - î î

SI ans
1

q-1

r di

dn=C

ans
h

■f
1-1

1

q -a s -1(y

*>< s)

•2

dn=0

r dnq

(a) V (
q ds

1
•) + h

a -1
q

g - l
2(g-1)s

qd
s - l

h 1

1

q
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p r o d u i t  H  -------- r —* . Nous en d é d u i ro n s  l e  théorèm e s u i v a n t :
P 1 -

Le c o rp s  K c o n t i e n t  des d i v i s e u r s  de d e g ré  1 . c ' e s t -  

à - d i r e  d = 1 .

En e f f e t ,  s o i t  k une e x te n s io n  de d e g ré  d de k

k a u ra  a l o r s  qd é lé m e n ts  . S o i t  K *  = Z  k  *  l e  c o rp s

de f o n c t i o n s  a lg é b r iq u e s  c o r re s p o n d a n t  . Comme l e  d eg ré  f  de

t o u t  d i v i s e u r  p r e m ie r  P de k  e s t  d i v i s i b l e  p a r  d , l e  c o rp s

des r e s t e s  GT de k (mod P) c o n t ie n d r a  un c o rp s  iso m o rp h e

à k  . Dans l ' e x t e n s i o n  de K à K , Ç  d e v ie n d ra  une

somme d i r e c t e  de d c o rp s  de d e g ré  1  s u r  k  *  , donc P
d

se décompose dans K *  en d d i v i s e u r s  p r e m ie r s  P ^  de 

degrés |  . On a ainsi |p*| = (4d)* = <jf = | P | et ls

f o rm u le  ^ * ( s )  =  f i  — -1- t  m o n tre  , u e  t * , s ) = [ *  ( s ) ]  4

P JP*F J  ̂1 J
Or l e s  p ô le s  de ^  ( s )  s o n t  a u s s i  s im p le s ,  donc d = l

La f o n c t i o n  

s en 1—a .

P renons  d 'a b o r d  l e  cas  du g e n re  g  = 0 , a l o r s  

& -  1 ; en e f f e t ,  i l  n ' y  a pas de d i f f é r e n t i e l l e  e n t i è r e  e t  

r n “  n+1 » donc l a  d im e n s io n  d 'u n e  c la s s e  de d e g ré  0 e s t  1 .

P a r  s u i t e ,  11 y  a un  é lé m e n t  de K , p u l t i p l e  de t o u t  d i v i s e u r  

de d e g ré  0 ,  c ’ e s t - à - d i r e  d o n t  l e  d i v i s e u r  e s t  p ré c is é m e n t  l e

l i s )  e s t  i n v a r i a n t e  s i  on change

Ipls

q
g - ] )a
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d i v i s e u r  de d e g ré  0 c o n s id é r é  . On a donc 
co po

\  n+1 - .. \
X 0 ( 3 î ® L— — q"i^—  •rrrs’ “ — ( l+<ï+. . .  +<ln ) pis- -  

n=0 q 1 q n=0 *
<*> jb SL _ û Ô .

\  i  . a J )  _ i  + -  > i  )
' Z _ a na + + ------- /  /

n=ô n=0 n=0 n^ü

1 1 _ ^ - S O / _ x  -1  1
So - l

Sous c e t t e  fo rm e l * i n v a r i a n o e  de q. ^ 8 r  ^ r a n s ~

f o r m a t io n  de e en 1 - s  e s t  en é v id e n c e  .

S o i t  m a in te n a n t  l e  cas g ^  1 , On a u ra  :

< g - i ) e y (a )  = ( g - i ) 8 v ( i  )+  h 
J a 9 q -1

q ( g - l ) ( l - 8 )  „ ( g - l l s  

3°' î -1 t  <TU *s ) - l  q“3-X . 
L , in v a r ia n c e  en q u e s t io n  e s t  en é v id e n c e  s u r  l e  c r o c h e t  . 

Dans l e  po lynôm e y (t t ) e l l e  r é s u l t e r a  du théorèm e de R ie  
q

mann-Roch . D é s ig n o n s  p a r  f l a  c la s s e  c o m p lé m e n ta ire

de n . p a r  n* son deg ré  e t  p a r  r ? n t sa d im e n s io n  .

l e  theorèm e de R iem ann-Roch nous apprend  que r „  = r ’ T,»+ nn n

-  g + 1 avec n + n '  = 2g -  2 , ou sous une fo rm e p lu s  

s y m é t r iq u e  n  -  g + 1 = - ( n * -  g + l )  e t  r n -  ■§ = r» -  Sf* 

On a

i s - 1 ) a U ( ~ )  = ^ l g ~1 )3  irA
* 3 " w  fe  * 7

n 
Q__

<1

( a
1- 1 ©t q > =

I 8 -»1 ?

1
~3

la8)5o

n'

r n2 ß - 2

q -1
<1
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= q -1  /  i __ ( n -g4 - i ) ( s -  i ) J
n=Ü \«£n  q

ce q u i  dém on tre  1 1 i n v a r i a n c e , l e  changem ent de s en 1 -8  

f a i ô a n t  p a s s e r  d ’ une c la s s e  à l e  c la s s e  c o m p lé m e n ta ire  .

Le8 z é ro s  do A j ( s ) .

La f o n c t i o n  As ( s ) ne p e u t  s ’ a n n u le r  que dans l a  

"bande  c r i t i q u e ”  d é f i n i e  p a r  0 {a)  £. 1 .

L ’ i n v a r ia n c e  de ( 3 ) p a r  l e  changem ent de

8 en 1 -8  m o n tre  que l e s  z é ro s  de ^ ( s )  s o n t  deux à deux 

s y m é t r iq u e s  p a r  r a p p o r t  à l a  d r o i t e  5R ( s )  . 1 1  s u f f i t

donc de c o n s id é r e r  l e  d e m i -p la n  ^  (a )  ^  ^  . L ’ e x p r e s s io n

- ^ ( s )  = r i  f ---------- r— ) m o n tre  que K ( s )  ^  0 s i  ^  [ a ) ^ l

p ' 1 "  T p F '

I l  en r é s u l t e  donc a u s s i  * > (a )  î  0 p o u r  ( s )  0 .

Le f a i t  que 0 p o u r  ( s )  = 1 se démon

t r e  comme p o u r  l e s  f o n c t i o n s  X ( a )  de l s  t h é o r i e  c l a s s iq u e .  

P o u r une f o n c t i o n  a n a l y t i q u e  f [ s )  on  a j

l i m  ( z - z n ) Î . .J ,z '_ = o r d r e  de f (  z) en z0 .
z=z0 - f { z )

€ e t  t  é t a n t  a l o r s  des nombres r é e l s ,  t  0 , e t  

e n t i e r  p o s i t i f ,  on p e u t  é c r i r e  :

k un

l i m  £ 91 
c=0

V  ( i +  t  )

(̂i+er
-1  e t  l i m  £  &  

£=0
Vu+ikt+efl y 

^ ( î+ ik t+ O

n
,r »<1

2*-2e-3

■ l aq

1
■5

R

S(a )
*>



V.-K.-13

y  é t a n t  l f o r d r o  de l a  f o n c t i o n  ^ ( s )  p o u r  8 = 1 +  i k t  .

O r  l o g f y a )  = - /  l o g  ( l -  -~ -~ g \=  y1 5  — p
J V  V |pr /  fer  P »l*

OQ
_ y ^  

/
m=l 1*1

n ?

En p o s a n t  s = 6* + i t  i l  v i e n t  :

31
J 5L Ü L

^ ( a ) J
=

> oo ____

. n £ I

l o g  |P|
p\ms > r

>m=l F

iogJPl j
[ p | mé- ° o e ( a t l o g | ï | )

On p e u t  donc é c r i r e  :

| « 2 7\x- ¿>p=lim E
2 x 2 ^  e=0

où P̂m = mt lo6 lpl •

O r §  + 2 C08 ¥m+ \  coa 2 *fm ~  < l+ o o a  <fm) 2 -  0

3 . 2 > - i *A * n ^ * 1  ô  A 2 '  0 •donc :
2 -»• 2

S I  a l o r s  a v a i t  un  z é ro  p o u r  ( s )  = 1  , en

v e r t u  de l a  p é r i o d i c i t é  i l  y  a u r a i t  a u s s i  un zé ro  1 + i t  t e l

que o 2 J t
l o g  q

. S i  a l o r s  l e  p o i n t  l + 2 i t  n ’ e s t  pas

un  p ô le ,  on a u r a i t  \  ^  0 e t  A  0 , ce q u i  e s t  im p o s 

s i b l e  . D’ a u t r e  p a r t ,  s i  l + 2 i t  e s t  un p ô l e ,  l e  p o i n t  1 - i t  

c o n ju g u é  de 1 + i t ,  o o i n c i d e r a i t  avec l e  p o i n t  d é d u i t  de 1 + i t

en r e t r a n c h a n t  l a  p é r io d e  -~2 . f ce s e r a i t  donc un zé ro
lo g  q

d o u b le  de ^ ( s )  e t  ~ 2 , ^  2 = - 1  . On v o i t  q u ’ i l  y  

a e n co re  i m p o s s i b i l i t é  .

8 )*><

1

ni

aO

m=l
r

| i lm
[ i ♦ n

l o g l i ( 3
2

■t-2c02 _4CD
1

2<fcoa1
2

%
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J u s q u M c l  l a  t h é o r i e  exp o sé e  de l a  f o n c t i o n  ^ ( s )  

e s t  t o u t  à f a i t  a n a lo g u e  à l a  t h é o r i e  des f o n c t i o n s  c l a s 

s i q u e s  . Nous a l l o n s  m a i n t e n a n t  d é v e l o p p e r  d Ta u t r e s  r é s u l t a t s  

e t  nous  commencerons p a r  d é m o n t r e r  l e  f a i t  s u i v a n t  :

On a V 3 > = \  ( s )  L ( s ) . e s t  l a  f o n c 

t i o n  ^  c o r r e s p o n d a n t  au g e n r e  g = 0 e t  L( s ) u n  p o l y n S -

me en  de d e g ré  2 & de l a  fo rm e  s u i v a n t e  :
cl

Ni  -  (q+ 1 )
L( s ) -  1 + ---------------------+ . . . .  + -

q < r gs

N i  e s t  l e _n ombre de d i v i s e u r s  e n t i e r s du 1 e r  d e g ré  de E ( ce

s o n t  des d i v i s e u r s  p r e m i e r s  ) .

Sn o f f e t ,  on s :

q+1 q _ q , „ s - l  
^ oTsT -  1 " -¿5  *  p z r  -  -  q - ï !<î 11

Sn m u l t i p l i a n t  p a r

u - l „ |  „  1 s^~ ^ h q ^ ” 1 1 h
V “1 - *-i}_ K— priFÎTâ ~ ^ +^ ï

n=0 VX n /

on v o i t  b i e n  que l ' o n  o b t i e n t  un p o lyn ô m e  L ( g )  c n  de d e -
q

g ré  2g .

Le c o e f f i c i e n t  du te rm e  —i —  e s t  -J9L_ /  q - . A . , qg

* 2g3 « - 1 

O r s i  o e3-t l a  c l a s s e  des d i f f é r e n t i e l l e s ,  r ^  „  = g ,2 g - 2  * 2 g - 2

t a n d i s  que p o u r  l e s  h - 1  a u t r e s  c l a s s e s  Z  o _ o » o n s
t-g -^

(s )

n %

q~a- 1 ) (

1

q ' 1° - l

q 2*1

'2 g  - 2
4.

Æ2g

1
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r  = g -1  Le c o e f f i c i e n t  c h e rc h é  e s t  donc 
2g-2

*1 6 , ,  î  S"1 v <lg  6
q -1  + ( q -1  * ~ q -1  4

D’ a u t r e  p a r t

*«.> -r î  ^ i  
f  *  1 +  3  +

a n r  4

ce q u i ,  svec  l a  fo rm u le  :

1 q+1 q
= 1 -  +

V  /  \ 8  ¿ SX0 ( s )  q q

donne l ’ e x p r e s s io n  in d iq u é e  p o u r  L { s )  .

E n f i n  ^ ( s )  e t  q ~ a *)0 ( 9 ) s o n t  i n v a 

r i a n t s  paiî l a  t r a n s f o r m a t i o n  de s en 1 -s  . I l  en s e ra  donc 

de môme p o u r  q ^ a L ( a )  , d ’ où une c e r t a i n e  s y m é t r ie  dans l e s  

c o e f f î o i & n t t i  de L ( s )  . Comme V ( s )  £ 0 q u e l  que s o i t  s 

l e s  r a c in e s  de ^ ( s )  = 0 s o n t  c e l l e s  de L ( s )  = 0 . S i  l ’ on 

pose a l o r s  s = q "  , q L ( s )  d e v i e n t  un po lynS È e  

P( z) = z 2^  -  ( q + l )  J z 2^ " 1 + . . •  + q® d® d e g ré  2g en z .

Nous d é s ig n e ro n s  ses 2g r a c in e s  p a r  = q ^  . ^ ) ( s )  = 0

admet donc ¿ans l a  bande c r i t i q u e  2g s é r i e s  des r a c in e s

l e s  r a c in e »  d ’ une s é r i e  se d é d u is a n t  de l ’ une d ’ e l l e s  p a r  l a

p é r io d e  . Comme on ne p e u t  a v o i r  n i  ( s )  = 0 ,  n i
lo g q

( s) = 1  , on a u ra  p o u r  t o u te s  l e s  2g r a c in e s  1

I l  y  a donc un e x p o s a n t  -- — B Z. 1 t e l  que |u>^| = q^
Cj

donc t e l  que X -  9  -  31 (a )  ^  9

(g-l)sq

2gS

2 n i

q
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On a en p a r t i c u l i e r  

2g
-  { q + l )  = -  y  ~  d ’ où [N1 -  ( q + l ) }  -  2g q .

N=T~ m
D’ a u t r e  p a r t  en c a l c u l a n t  l e s  r é s i d u s  de aux p ô le s

8 = 0 e t  s = l  avec l a  fo rm e  %0 i ^ )  I * ( s )

2g A
L ( s )  =  4 - T  n ( q s - U i J  / , e t  en l e s  é g a l a n t  a ux  v a l e u r s  

2gs > - vl

2g 2g  
h = R  (1 -  0Jo ) = n  ( q -  UK)

V=1 V ^=1

V=1
t r o u v é e s  p l u s  h a u t ,  on  o b t i e n t  :

2g 
1
V=1 v qS

Ces deux  f o r m u le s  r e l i e n t  l e s  deux n o m b re s  h  e t  Ni  * c a r a c 

t é r i s t i q u e s  de K , aux  z é ro s  de sa f o n c t i o n  n  ( s )  .

F onc t i o n  ^ ( s ) de l ’ e g t e n s io n  = K k ^ r __ _ de k

de degré^^^ jr ,

Le c o r p s  k ^ r * c o n t i e n d r a  q r  é lé m e n ts  . S o i t  P

u n  d i v i s e u r  p r e m ie r  de d e g ré  n  de K e t  s o i t  d l e  p . g .

c . d # de n  e t  de r  . P osons  n  = d n 0 , r  = d r 0 , n Q

e t  r  s e r o n t  p r e m ie r s  e n t r e  eux  . Le o o rp s  des r e s t e s  de Ko

p a r  r a p p o r t  à P e s t  une e x t e n s io n  de d e g ré  n  de k  , i l  se 

décompose en  somme d i r e c t e  de d c o r p s  de d e g ré  n Q dans 

l ’ e x t e n s i o n  . Donc P se décompose dans en  d

d i v i s e u r s  p r e m ie r s  P* t c h a c u n  de d e g ré  n 0 e t  on a u ra  

l ^ i l  -  ( q r ) ° =  |s f°  c a r  | p |  =  qn  e t  n r Q = m Q = d r Qn 0

N1 Le

a)

1

r )

r )r )
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On a p a r  s u i t ©  :

n

O r d é s ig n o n s  p a r  i  l o s  r a c i n e s  r ie m e s  do l ’ u n i t é ,  a l o r s

n  (i - ) = (i - -à- )a . a*où
V  ï  z r°

i s n_ p
M a is  £  =  e 1 p = 0 . 1 , . . . ,  r - 1  , on en  d é d u i t  :

w < r ‘ ( a )  =  H  * » ( .
j  p =0 ^  '  r  l o g q

P a r  s u i t e  l e s  r a c i n e s  se d é d u i s e n t  des 2g r a c i n e s  de L ( a )

p a r  l a  p é r i o d e  ^  0 A - . q u i  e s t  l a  r -*-^m0 p a r t i e  de l a  p é r io d e
r  l o g q

—--------- 9 e l l e s  s o n t  donc a u s s i  co n n u e s  , E n  p a r t i c u l i e r ,  e l -
l o g  q

l e s  s o n t  dans l a  "bande 0 1 -  9  ^  3^ ( s ) — 9  ¿ 1  e t  

e s t  i n d é p e n d a n t  de r

H y p o th è s e  do R iem ann  dans l e  ca s  du g e n re  1 .

L ’ é tu d e  p r é c é d e n te  nous  a m o n t ré  que p o u r  é t u d i e r  

l e s  r a c i n e s  de ^ ( s )  = 0 ,  on p o u v a i t  p r e n d r e  comme c o r p s  de 

c o n s t a n t e s  k  une e x t e n s io n  f i n i e  q u e lc o n q u e  du c o r p s  des 

e n t i e r s  (mod p ) . D é s ig n o n s  d ’ a u t r e  p a r t  p a r  K u n  c o r p s  de
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f o n c t i o n s  a lg é b r iq u e s  d o n t  l e  c o rp s  de c o n s t a n te s  fc e s t  a l 

g é b r iq u e m e n t  fe rm é ,  m a is  e s t  t o u j o u r s  de c a r a c t é r i s t i q u e  p .

IE c o n t i e n t  a l o r s  une i n f i n i t é  d , é lé m e n ta  . Dans l a  d e r n iè r e  

c o n fé r e n c e ,  où l ’ on t r o u v e r a  l e s  d é m o n s t r a t io n s  des f a i t s  u t i 

l i s é s ,  on a v u  que s i  Tt e s t  de g e n re  g = l  , i l  e x i s t a i t  

dans î£ une m u l t i p l i c a t i o n  c o m p le x e ,  c ’ e s t - à - d i r e  des t r a n s f o r 

m a t io n s  , de ü  en un  s o u s - c o r p s  l a i s s a n t  f i x e  u n  c e r 

t a i n  d i v i s e u r  p r e m ie r  (T  de d e g ré  1 . On d i t  que ^  e s t  a lo rs»  

un m érom orph ism e normé p a r  r a p p o r t  à c r  de K . L ’ ensem b le  de 

ces m érom orph ism es ^  e s t  is o m o rp h e  à u n  o r d r e  , s o i t  I o ) de 

l ’ ensem b le  des e n t i e r s  r a t i o n n e l s ,  2 ° )  de l ’ ensem ble  des e n 

t i e r s  d ’ un  c o rp s  q u a d r a t iq u e  c o m p le x e ,  3 ° )  d ’ une a lg è b r e  de 

q u a t e r n io n s .  Dans ch a cu n  de ces  ca s  ^  v é r i f i e  une é q u a t io n
g \

/y - u A  +  v  =  0 , o ù  u  e s t  a u s s i  u n  m érom orph ism e norme 

e t  v  = N ( 'X ) e s t  l e  d e g ré  de l ’ e x t e n s io n  K /  •

S I  l , x , y  e s t  une base du m odu le  des m u l t i p l e s  de

t r 3 t e l l e  que l e  d i v i s e u r  d é n o m in a te u r  de x  s o i t  O '*  e t
3

( j c e l u i  de y ,  on a u ra  ?  = F  ( x , y )  e t  c e t t e  g é n é r a t i o n  de 

E  e s t  d i t e  normée p a r  r a p p o r t  à O ' . S o i t  f ( x , y ) = 0  l ’ é 

q u a t io n  r e l i a n t  x  à y  , s e3 c o e f f i c i e n t s  s e r o n t  dans un  

c e r t a i n  s o u s - c o r p s  de Te à un  nombre f i n i  d ’ é lé m e n ts ,  e t  

c ’ e s t  ce s o u s - c o r p s  que nous p re n d r o n s  p o u r  c o rp s  k  . Nous 

d é s ig n o n s  p a r  K l e  c o rp s  a lg é b r iq u e ,  d o n t  k  e s t  l e  c o rp s  

de c o n s t a n te s ,  e t  p a r  q l e  nombre des é lé m e n ts  de k  .
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La c la s s e  des d i f f é r e n t i e l l e s  de T  e s t  de d im e n s io n  

g=1 , c ’ e s t - à - d i r e  l e  r a p p o r t  de deux  d i f f é r e n t i e l l e s  e n t i è r e s  

de Y  e s t  une c o n s t a n te  de ¥  . du =  - 2 2 ---------;— e s t  une d i f f é -
f f y ( x f y )

r e n t i e l l e  e n t i è r e  e t  u n  m é ro m o rp h ism e  A l a  t r a n s f o r m e  en une

d i f f é r e n t i e l l e  c^ du où c .  e s t  dans TE . On d é m o n tre  a -
A A

l o r s q u e  o . ^  = 0 ^ 0 ^  e t  % +  a 2 =  0 >1 +  8 * 2 9 t

que d ’ a u t r e  p a r t  l a  c o n d i t i o n  c _  ^  0 e s t  é q u i v a l e n t e  au

f a i t  que l r e x t e n s io n  'K /  1T e s t  s é p a r a b le  .
A

S o i t  a l o r s  tX l a  t r a n s f o r m a t i o n  de Y. o b te n u e  en

r e m p la ç a n t  chaque  é lé m e n t  de p a r  sa  p u is s a n c e  q ^ m e  # on

o b t i e n t  a i n s i  un  c o r p s  K c o n t e n u  dans  I  e t  H  l a i s s e
K

i f  i n v a r i a n t * donc TX e s t  un  m é ro m o rp h ism e  norm é de Y. . On 

v o i t  f a c i l e m e n t  que l ’ e x t e n s io n  HZ /  l v _  n ’ e s t  p as  s é p a r a 

b l e  e t  que so n  d e g ré  e s t  q . I l  en  r é s u l t e  que c _  = 0 ,  

e t  que IX v é r i f i e  une é q u a t i o n  - -o H  + q. =: 0 * D é s ig n o n s

a l o r s  p a r  A  l e  m é ro m o rp h ism e  c o n ju g u é  norm é -C -  F\ e t  

p o s o n s  Q f z )  =  z2 — + q = ( z - / T ) ( z - R )  . D’ a p rè s  l a  d é f i 

n i t i o n  de JT f JR e s t  é c h a n g e a b le  a ve c  t o u t  m érom orph ism e  

norm é X  de ÏT , donc s i  ÏT ^  f l  , J I  e s t  u n  e n t i e r  q u a d r a 

t i q u e  c o m p le x e  . Les r a c in e s  de Q( s )  = 0  s o n t  donc t o u j o u r s
1

de même m odu le

M o n t ro n s  m a in te n a n t  l ’ i d e n t i t é  de Q( z) e t  du p o l y 

nôme P( z) = z 2 -  £  -  ( q + l ) J  z +  q q u i  p r o v i e n t  de ^ ( s ) .

2

£

n2

qZ

N1
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L ’ h yp o th è se  de Riemann s e ra  a lo r s  dém ontrée , e t  c e la ,  d ’ ap rès  

l a  rem arque de t o u t  à l ’ h e u re ,  q u e l  que s o i t  l e  c o rp s  de c o n s 

ta n te s  f i n i  k . P o u r  d é m o n tre r  c e t t e  i d e n t i t é  i l  s u f f i t  de

m o n t re r  que Q ( l )  = P ( l )  .

On a Q ( l )  a  ( l - n ) ( l - n . )  = N ( r i - 1 )  . O r c R = 0

e t  c-l ¿ 0 donc c = c r t "  c i  ^  0 e t  l 'w t t e n a i o n  

ÏT /  S: ^ e s t  s é p a ra b le  . On m o n tre  que dans un t e l  cas , 

N ( J l - l )  e s t  a u s s i  l e  nombre de s o l u t i o n s  de ( T l - l )  P = (J* , 

c ’ e s t - à - d i r e  l e  nombre de d i v i s e u r s  p re m ie rs  P de E  t r a n s 

fo rm és  en 0* p a r  l e  méromcrphisme ft -1 .

D’ o u t re  p p r t  P { l )  = N-, e s t  l e  nombre de d i v i s e u r s  

p re m ie rs  de degré  1 de K , c ’ e s t  donc l e  nombre des d i v i s e u r s  

p re m ie rs  de Y  de degré  1 q u i  s o n t  d é jà  d i v i s e u r s  p re m ie rs  de 

E . Or s i  on a x  = a (mod P) e t  y  = b(mod P) où a e t  

b a p p a r t ie n n e n t  à Te e t  où P e s t  un  d i v i s e u r  p r e m ie r  de 

Y. , on a f ( a , b )  = 0 . On m on tre  que l a  r é c ip r o q u e  e s t  v r a i e  

c ’ e s t - à - d i r e  à t o u t  c o u p le  ( a , b )  de c o n s ta n te s  de 1E t e l l e s  

que f ( a , b )  = 0  on p e u t  a s s o c ie r  un d i v i s e u r  p r e m ie r  de degré

1 , P de ^  e t  un s e u l  p o u r  l e q u e l  x  = 8 (mod P) e t  

y = b(mod P) , D’ a u t r e  p a r t ,  s i  ( A a . ' A b )  e s t  l e  c o u p le  

c o r re s p o n d a n t  aux t ra n s fo rm é s  A x  , * ^ y  (med P) de x ,  y ,  

p a r  un méromorphisme normé *X # l e  d i v i s e u r  p r e m ie r  c o r r e s p o n 

d a n t  à ( A 8 , ”Ab )  e s t  l e  t r a n s fo r m é  "X P de P p a r  A .
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S i  s l o r s  P e s t  d i v i s e u r  p r e m ie r  de K » l e  c o u p le  a s s o c ié  

( a , b )  e s t  dm is k , e t  p c r  s u i t e  a = a<i , b -  b<l , donc 

( a , b )  ts ( j \ a ,  }{Tû) . I l  en r é s u l t e  que P = P , e t  en 

v e r t u  de l a  l o i  d 1a d d i t i o n  des m érom orph ism es normés 

( n - l )  P = c r  I I  y  a donc e x a c te m e n t  a u t a n t  de d i v i s e u r s  

p r e m ie r s  de degré  1 dans K que de s o l u t i o n s  dans 1£ de l a  

r e l a t i o n  ( r t - l )  P = cr  , ce q u i  dém on tre  l f I d e n t i t é  a s s o o ié e  

e t  p a r  s u i t e  l ’ h y p o th è s e  de R iemann .

En p a r t i c u l i e r ,  on p e u t  i d e n t i f i e r  f o r m e l le m e n t  l e s

deux s é r i e s  de z é ro s  f *  = p x + f 0̂ f ~  e t  f  = ?2  + l o g Y " 

(œ = . . . , - 2 , - 1 , 0 , 1 , 2 , . . . . )  aux deux m érom orph ism es H  e t  T"l

p a r  l e s  f o rm u le s
P* P" -a

f c O . = q  = JTX e t  ÜJ g = q = JL

BIBLIOGRAPHIE

E.ARTIN  Q u a d ra t is c h e  K ö r p e r  im  G e b ie t  d e r  h ö h e re n  Kon
g ru e n z e n  I  e t  I I
Ma t h , Z e i t s c h r .  19 (1 924 ) p . 1 5 3 -2 0 6  e t  2 0 7 -2 4 6

F. K.SCHMIDT A n a ly t i s c h e  Za h le n t h e o r i e  l n  K ö rp e rn  d e r  C h a ra
c t e r i s t i k  p -  M a th .Ze i t s c h r . 33 (1931 ) p , l - 3 2

H.HASSE U ber d ie  K o n g ru e n z z e ta fu n c t io n e n
S i t z u n g s b e r i c h t e  d e r  p r e u s .A k a d .  W is s . (1 934 ) 
p .2 5 0 -2 6 3

H.HASSE Z u r  T h e o r ie  d e r  a b s t r a c t e n  e l l i p t i s c h e n  F u n k t io n
n e n k ö rp e r  I I I
J o u rn a l  f . d . r e i n e  u . a n g . M a t h . 175 (1 9 3 6 ) p . 193 -207


