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INTRODUCTION

D o n n o n s - n o u s  d a n s  u n  p l a n  une  d r o i t e  £i t deux  

p o i n t s  A e t  B d Tun même c û t é  de e t  p r o p o s o n s - n o u s  de t r o u  

v e r  d a n s  ce  p l a n ,  p a r m i  l e s  a r c s  de c o u r b e  d Te x t r é m i t é s  A,B,  

c e l u i  d o n t  l a  r o t a t i o n  a u t o u r  de ( \ e n g e n d r e  l a  s u r f a c e  de 

r é v o l u t i o n  d Taij?o l a  p l u s  f a i b l e  p o s s i b l e  . P l a ç o n s - n o u s  en  

a x e s  r e c t a n g u l a i r e s  e t  p r e n o n s  A p o u r  Ox : l ’ a i r o  e s t  d o n n é e
r B

p a r  1 ’ i n t é g r a l o  p r i s e  l e  l o n g  de l Ta r c  : / £ ff y  de .
L

Bn s u p p o s a n t  c e t  a r c  r e p r é s e n t a b l e  p a r  u n e  f o n c t i o n  u n i f o r m e

y ( x )  , l f i n t é g r a l e  s ’ é c r i t  :
-b

2 n y ( x  ) y  1+y T £ ( x J dx 
a

E l l e  e s t  de l a  fo rm e
b

f ( x » y , y f ) dx

où l e s  l i m i t e s  d ’ i n t é g r a t i o n  o , b  ( a b s c i s s e s  d o s  p o i n t s  A,B) 

s o n t  d o n n é e s ,  a i n s i  q_ue l a  f o n c t i o n  f ( x , y , y T) ; l ’ i n c o n n u e ,  

c ’ e s t  l a  f o n c t i o n  y ( x )  ( d o n t  y 1 e s t  l a  d é r i v é e )  e t  i l  

s T a g i t  de l a  d é t e r m i n e r ,  s a c h a n t  q u ’ e l l e  p r e n d  d e r  v a l e u r s  

d o n n é e s  p o u r  a e t  b , de m a n i è r e  à  r e n d r e  m in im a  l a  v a l e u r  

de 1 * i n t é g r a l o  I  .

C’ e s t  à  u n  p r o b l è m e  de ce g e n r o  que c o n d u i t  e n c o 

r e  l a  r e c h e r c h e  du p l u s  c o u r t  c h e m i n  e n t r o  l e s  p o i n t s  A ,B • 

é g a l e m e n t  c e l l e  du c h e m i n  l e  p l u s  rap3.de p o u r  un  p o i n t  maté-*- 

r i e l  p e s a n t  a s s u j e t t i  à  l é  s u i v r e  s a n s  f r o t t e m e n t ,  q u a n d  on
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V I .  -A. -  2

s u p p o s e  l o  p l a n  v e r t i c a l  ( p r o b l è m e  de l a  b r a c h i s t o c h r o n e ) .

8 i  l ’ on v e u t  s ’ a s s u r e r  qu e  l a  t r a j e c t o i r e  r e s t e  b i e n  d a n s  ce 

p l a n  v e r t i c a l ,  i l  y  a l i e u  d r i n t r o d u i r e  d e u x  f o n c t i o n s  i n c o n 

n u e s  y (x)  , e ( x ) , d a n s  1 T i n t é g r a l e  e x p r i m a n t  l e  t e m p s  de 

p a r c o u r s .  S t  q u a n d  i l  s r a g i t  de s u r f a c e  , comme d a n s  l e  p r o 

b l è m e  de P l a t e a u  ( d é t e r m i n a t i o n  de l a  s u r f a c e  d ’ a i r e  m in im a  

p a s s a n t  p a r  u n  c o n t o u r  d o n n é ) ,  c ’ e s t  un e  i n t é g r a l e  d o u b l e  

p o r t a n t  s u r  une  f o n c t i o n  i n c o n n u e  de deux  v a r i a b l e s  z ( x , y ) ,  

q u Ti l  s Ta g i t  de r e n d r e  m in im a  p a r  u n  c h o i x  c o n v e n a b l e  de c e t t e  

d e r n i è r e  f o n c t i o n  .

Que l ’ i n t é g r a l e  s o i t  s i m p l e  ou  m u l t i p l e  e t  p o r t e  

s u r  un e  ou p l u s i e u r s  f o n c t i o n s  d ’ u n e  ou p l u s i e u r s  v a r i a b l e s ,  

s a  v a l e u r  d e p e n d  de t o u t e s  l e s  v a l e u r s  de c e s  f o n c t i o n s  .

Dans  l ’ i m p o s s i b i l i t é  de l ’ a p p e l e r  un e  f o n c t i o n  de f o n c t i o n ,  

e x p r e s s i o n  r é s e r v é e  à  t o u t  a u t r e  c h o s e ,  n o u s  l ’ a p p e l l e r o n s  

a v e c  MèVOLTERRA, u n e  f o n c t i o n  de l i g n e  ou  de s u r f a c e ,  p l u s  

s i m p l e m e n t  e n c o r e ,  a v e c  M.HADAIviARD, un e  f o n c t i o n n e l l e  . E t  

c ’ e s t  à  l a  r e c h e r c h e  d e s  e x t r e m a  de c e r t a i n e s  f o n c t i o n n e l l e s  

q u e  s ’ a t t a q u e  l e  c a l c u l  d e s  v a r i a t i o n s  .

Dans c e t t e  r e c h e r c h e ,  a u  l i e u  de s u p p o s e r  f i x e s  

l e s  e x t r é m i t é s  de l ’ a r c  ou l e  c o n t o u r  de l a  s u r f a c e ,  on p e u t  

c o n s i d é r e r  d e s  l i m i t e s  v a r i a b l e s  d a n s  c e r t a i n e s  c o n d i t i o n s  

( p l u s  c o u r t  c h e m i n  e n t r e  d e u x  c o u r b e s )  . On p e u t  a u s s i  im p o —



s e r  aux ê t r e s  g é o m é t r i q u e s  c h e r c h é s  de s a t i s f a i r e  à  c e r t a i n e s  

c o n d i t i o n s  ( s e  t r o u v e r  s u r  une s u r f a c e  q u a n t  aux g é o d é s i q u e s  

de l a  s u r f a c e ) , v o i r e  même de c o n s e r v e r  une  v a l e u r  donnée  à 

c e r t a i n e s  f o n c t i o n n e l l e s  ( p r o b l è m e s  i s o p é r i m é t r i q u e s , d o n t  l e  

nom v i e n t  du p r o b l è m e  i s o p é r i m é t r i q u e  p r o p r e m e n t  d i t  ; r e c h e r 

che  de l a  c o u r b e  f e rm é e  p l a n e  de p é r i m è t r e  d o n n é ,  e m b r a s s a n t  

l r a i r e  m ax ina  } .

I . -  DEVELOPPEMENT IBS ILEES .

Comme i l  a r r i v e  g é n é r a l e m e n t  aux b r a n c h e s  de 1 * a n a 

l y s e  d o n t  l e s  p r o b l è m e s  v i e n n e n t  de l a  p h y s i q u e  m a t h é m a t i q u e ,  

de l a  m é c a n iq u e  ou de l a  g é o m é t r i e ,  l e  c a l c u l  d e s  v a r i a t i o n s  

e s t  l o i n  de p r é s e n t e r  d a n s  s o n  d é v e l o p p e m e n t  l a  c o n t i n u i t é  e t  

^ h a r m o n i e  d e s  b r a n c h e s  d ’ s n a l y s e  p u r e  . I l  abonde  en  d i f f i c u l 

t é s ;  e t  ch aq u e  d i f f i c u l t é ,  une f o i s  r e c o n n u e ;  a é t é  l e  p o i n t  

de d é p a r t  d fu n  n o u v e l  e s s o r t  de l a  t h é o r i e  . Les  i d é e s  d i r e c 

t r i c e s  d an s  l e  r e c h e r c h e  d e s  e x t r e m a  de f o n c t i o n n e l l e s  v i e n n e n t  

d e s  a n a l o g i e s  , e t  p l u s  s o u v e n t  e n c o r e  d e s  d i v e r g e n c e s  , avec  

l a  r e c h e r c h e  d e s  e x t r e m a  d e s  f o n c t i o n s  o r d i n a i r e s  .
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M ëthode  d e s  v a r i a t i o n s  de LAGRANQE . Son i n s u f f i s a n c e  

Mé th o  de de VŒIER3TRASS

R e p r e n o n s  1 T i n t é g r a l e  : 

f  *
ifÿ) = I f(x.y.y') dx

a
e t  s u p p o s o n s  que  l a  f o n c t i o n  y  ( x) a c q u é r a n t  e n  a e t  b d e s  v a 

l e u r s  d o n n é e s ,  l a  r e n d e  m in im a  . S o i t  Y( x)  une  a u t r e  f o n c t i o n  

de même v a l e u r  aux l i m i t e s ,  e n  s o r t e  que  l a  d i f f é r e n c e  

v j ( x )  = y ( x )  - y ( x )  s Ty a n n u l e  . R e l i o n s  l ’ u n e  à  l ’ a u t r e  l e s  

deux f o n c t i o n s  y  e t  Y p a r  l a  f a m i l l e  de f o n c t i o n s  y + tk yj 

d é p e n d a n t  l i n é a i r e m e n t  du p a r a m è t r e  oC ( dL =0 donne y  , = 1 

donne  Y) . P o u r  l e s  f o n c t i o n s  de l a  f a m i l l e  , l ’ i n t é g r a l e  I  

d e v i e n t  une f o n c t i o n  o r d i n a i r e  du p a r a m è t r e  n u m é r i q u e  0(

I ( o U = J  f(x,y+o(Yj , y ’ + c (> | ’ ) dx 

La d i f f é r e n c e  I ( o (  ) -  I ( o )  a d m e t  g é n é r a l e m e n t  un  d é v e l o p p e 

m en t  de T a y l o r  e n  ot ( a u  m o in s  l i m i t é  à  un  c e r t a i n  o r d r e  n )

I ( o < ) -  I ( o )  = o( I ' ( o )  + S t | l " ( o ) + . . . +  ÇLÇ [ i ( b ) ( o ) + t U  )]

Avec L a g r a n g e ,  n o u s  a p p e l l e r o n s  l e s  t e r m e s  s u c c e s s i f s ,  v a r i a 

t i o n  p r e m i è r e  ^  I  , v a r i a t i o n  s e c o n d e  I  , e t c  . . .  de 1 ’ 

i n t é g r a l e  I  c o r r e s p o n d a n t  à l a  v a r i a t i o n  de f o n c t i o n  a y  =

. Que l e s  c o n d i t i o n s  :

$ 1  = 0 I  ^  0
s o i e n t  n é c e s s a i r e s  p o u r  que  y ( x )  r e n d e  m ln im a  l ’ i n t é g r a l e  I

ora
h

2 3

2



y

r é s u l t e  du f a i t  que s i  e l l e s  ne  s o n t  p a s  r e m p l i e s ,  on  p e u t  

t r o u v e r  des  v a l e u r s  de o( s u f f i s a m m e n t  p e t i t e s  p o u r  que 

I ( a i  ) s o i t  m o i n d r e  q u e  I ( o )  .

Que p a r  c o n t r e  l e s  c o n d i t i o n s  

^ 1  = 0 ,  0 ^1  >  0 ( é g a l i t é  e x c l u e )  

n e  s o i e n t  p a s  s u f f i s a n t e s  p o u r  a s s u r e r  l ’ e x i s t e n c e  d Tun  m i 

nimum a b s o l u  (comme n o u s  l e  c h e r c h i o n s  d a n s  l e s  p r o b l è m e s  de 

l ’ i n t r o d u c t i o n )  n Ta r i e n  d ’ é t o n n a n t  p u i s q u ’ i l  en  e s t  d é j à  

a i n s i  d a n s  l a  q u e s t i o n  c o r r e s p o n d a n t e  de c a l c u l  d i f f é r e n t i e l  

o r d i n a i r e  . M a i s  on p o u r r a i t  e s p é r e r  qu e  c e s  c o n d i t i o n s  s o i e n t  

s u f f i s a n t e s  p o u r  a f f i r m e r  l ’ e x i s t e n c e  d 7u n  minimum r e l a t i f  

( c ’e s t - à - d i r e  r e l a t i v e m e n t  à d e s  f o n c t i o n s  x)  d o n t  l a  d i f f é 

r e n c e  a v e c  y ( x) « s o i t  yj ( x ) ,  r e s t e  p e t i t e ) .  C’ e s t  ce  que  

c r o y a i t  L a g r a n g e ,  e t  à  s a  s u i t e  L e g e n d r e , J a c c b i  e t  C l e b s c h  

q u i  o n t  d é v e l o p p é  l e s  c o n d i t i o n s  s o u s  l e s q u e l l e s  l a  v a r i a 

t i o n  s e c  on 1s reste  p o s i t i v e  . Or  i l  n - e n  e s t  r i e n  c a r  une  

f o n c t i o n  Y'r: )  v o i s i n e  de y ( x )  é t a n t  d o n n é e ,  t o u t  c e  q u ’ on 

p e u t  a f f i r m e r  à  p a r t i r  de

I ’ (o)  = 0 , I T|V ( o ) >  0 c ’ e s t  I (  o? ) >  I  ( o )

p o u r  d e s  v a l e u r s  de o< s u f f i s a m m e n t  p e t i t e s  , m a i s  n o n  p a s  

p o u r  ôt  = i  coune i l  l e  f a u d r a i t  p o u r  a f f i r m e r  I £ y ] ^  IJfyj 

On p o u r r a i t  ê t r e  t e n t é  de c r o i r e  quo l a  d i f f i c u l t é  n ’ e s t  q u ’ 

a r t i f i c i e l l e  ; e l l e  e s t  au c o n t r a i r e  e s s e n t i e l l e  comme l e

. - A -  5
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m o n t r e  l ’ e x e m p le  de S c h e f f e r
.t+a 

I  = '
/* Ï - M

= I ( x ^ y ’ 2 + x y*®) dx

" * â  /** I f i  O  O  C  rr

P o u r  y (x )  s  0 , I (« (  ) = J  (x*-ol*  y  *+ x  oL dx

+a  _ />+a2 j5 r
V| T dx + cC j x  Yj= o< * J x 2 *  ’ 2 dx 4- x n ’ 3 dx

-A 1 - a

La v a r i a t i o n  p r e m i è r e  e s t  n u l l e  ; l a  v a r i s t i o n  s e c o n d e  e s t

p o s i t i v e  ( e l l e  ne  s e r a i t  n u l l e  qu e  p o u r  y ( x )  = 0  î

y (x)  =3 *i ( b)  = 0  , ce q u i  n ’ e s t  p a s )  . N é anm oins  , e n  

p r e n a n t  p o u r  Yj (x )  :

0 p o u r  - a  -  x  ^  - h  e t  h T -  x  -  a f

+ i ( x + h )  p e u r  i  x  i  0 e t  * £ ( x - h )  p o u r  0 -  x  ^  h  , 

l e  c o e f f i c i e n t  de ^  e s t  n é g a t i f  e t  p o u r  h  L  — £ , s u p é -  

riffiiic? en  v a l e u r  a b s o l u e  à  c e l u i  do oC 2 #

Des l o r s ,  l a  s e u l e  c o n s i d é r a t i o n  d e s  v a r i a t i o n s  

p r e m i è r e  e t  s e c o n d e  e s t  i n s u f f i s a n t e  p o u r  t r a n c h e r  l a  q u e s t i o n -  

de 1 ’ e x i s t e n c e  d ’u n  minimum même r e l a t i f  ; e t  même r e l a t i f  à 

u n  v o i s i n a g e  d : o r d r e  1 > c 1e s t - à - d i r s  e n  a s t r e i g n a n t  à  r e s t e r  

p e t i t ,  non  s e u l e m e n t  vj (x )  ( v o i s i n a g e  d ’ o r d r e  C) , m a i s  e n 

c o r e  Yj 1 ( x ) , c a r  i l  e n  e s t  a i n s i  d a n s  l ’ e x e m p l e  de S c h e f f e r  

C’ e s t  c e t t e  i n s u f f i s a n c e  q u i  a c o n d u i t  Wei e r s t r a s s  à  une  n o u 

v e l l e  c o n d i t i o n ,  o b t e n u e  n o n  p l u s  e n  r é d u i s a n t  l a  d i f f é r e n c e

1 [ y ]  -  i  [ y ]  à  s o n  p r e m i e r  t e r m e  I  é t a n t  p r é a -

3

I (
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l a b l e m e n t  a n n u l é )  , m a i s  en c o n s i d é r a n t  l a  d i f f é r e n c e  e l l e -  

même c o n v e n a b l e m e n t  t r a n s f o r m é e  comme on l e  v e r r a  d a n s  l a  

d eux ièm e c o n f é r e n c e  .

E x i s t e n c e  a p r i o r i  de l a  s o l u t i o n  : t r a v a u x  de f 

HUBERT. LEBESGÜE. TCNELLI , -  La m é th o d e  d e s  v a r i a t i o n s  de 

L a g r a n g e  e t  c e l l e  de W e i e r s t r a s s  q u i  s ’y  g r e f f e , p a r t e n t  de l a  

c o n s i d é r a t i o n  de l a  s o l u t i o n  du p r o b l è m e .  Cr  i l  s e  p e u t  q u T 

e l l e  n ’ e x i s t e  p a s  . P a r  e x e m p le ,  de t o u s  l e s  a r c s  d ’ e x t r é m i t é s  

A, B t a n g e n t s  e n  c e s  p o i n t s  à  deux  d e m i - d r o i t e s  n o n  p o r t é e s  

p a r  AB , i l  n ’y e n  a p a s  de l o n g u e u r  m in im a  . On p e u t  b i e n  en  

t r o u v e r  d o n t  l a  l o n g u e u r  s ’ a p p r o c h e  de l a  d i s t a n c e  AB , e t  l a  

c o n f i g u r a t i o n ,  du s e g m e n t  AB ; m a i s  ce s e g m e n t  ne  s a t i s f a i t  p a s  

aux c o n d i t i o n s  t a n g e n t i e l l e s  aux  e x t r é m i t é s  . On p o u r r a i t  o b 

j e c t e r  que l e s  c o u r b e s  de l o n g u e u r  min ima v é r i f i a n t ,  comme 

n o u s  l e  v e r r o n s  t o u t  à  l ’h e u r e ,  une  é q u a t i o n  d i f f é r e n t i e l l e  

du  s e c o n d  o r d r e  , l e s  deux  c o n s t a n t e s  d o n t  e l l e s  d é p e n d e n t ,  

ne  p e r m e t t e n t  p a s  de s a t i s f a i r e  à. q u a t r e  c o n d i t i o n s  aux  e x 

t r é m i t é s  .

En r é a l i t é ,  l a  d i f f i c u l t é  e s t  d ’u n e  a u t r e  n a t u r e  

c a r ,  p a r m i  l e s  a r c s  d ’ e x t r é m i t é  A,B p a s s a n t  p a r  un  t r o i s i è m e  

p o i n t  C n o n  s i t u é  s u r  AB, i l  en  e x i s t e  un  de l o n g u e u r  minima? 

l a  l i g n e  b r i s é e  ACB. E n c o r e  f a u t - i l  que  l ’ on v e u i l l e  b i e n  a d 

m e t t r e  comme s o l u t i o n  une l i g n e  p r é s e n t a n t  en  C un  p o i n t  a n 
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g u l e u x .  De t e l l e s  s o l u t i o n s  ( d i t e s  s o l u t i o n s  d i s c o n t i n u e s ,  

l a  d i s c o n t i n u i t é  p o r t a n t  s u r  l a  d é r i v é e  p r e m i è r e )  o n t  é t é  

c o n s i d é r é e s  s y s t é m a t i q u e m e n t  p a r  M . C a r a t h é o d o r y  d a n s  s a  t h è s e  

( G C t t i n g e n ,  1904) .

Même a v e c  c e t  é l a r g i s s e m e n t ,  un  p r o b l è m e  de c a l c u l  

de s  v a r i a t i o n s  n ’ adm et  p a s  t o u j o u r s  de s o l u t i o n  . CTe s t  l à  l e  

p o i n t  de d é p a r t  d e s  t r a v a u x  del.r.H.’. ? , b s r t , p u i s  de M. L e b e s g u e  

s u r  l ’ i n t é g r a l e  de D i r i c h l e t

/  î) u  \  ^
J Ï Ï f ë ) 4-' clx dy

V ^ y  /
p o u r  l a  d é t e r m i n a t i o n  d ’ une  f o n c t i o n  h a r m o n i q u e  u ( x , y )  p r e 

n a n t  des  v a l e u r s  d o n n é e s  s u r  un  c o n t o u r  donné  . Dans c e t t e  

q u e s t i o n  d ’ e x i s t e n c e  a p r i o r i  de l a  s o l u t i o n ,  l e s  d i f f i c u l t é s  

s o n t  de d eux  s o r t e s  .

D’un e  p a r t ,  a l o r s  que  l e s  f o n c t i o n s  que l ’ on r e n 

c o n t r e  e n  p h y s i q u e  m a t h é m a t i q u e  , m é c a n i q u e ,  ou g é o m é t r i e  , 

s o n t  g é n é r a l e m e n t  c o n t i n u e s ,  l e s  f o n c t i o n n e l l e s  q u i  s e  p r é 

s e n t e n t  n o r m a l e m e n t  ne s o n t  que  s e m i - c o n t i n u e s ,  comme i l  r é 

s u l t e  d e s  t r a v a u x  de M . T o n e l l i  . C o n s i d é r o n s  , p a r  e x e m p l e ,  

l a  l o n g u e u r  d ’ un  a r c  de c o u r b e  1 . On p e u t ,  t o u t  en  r e s t a n t  

au  v o i s i n a g e  de P  , t r a c e r  un  a r c  1 0 s u f f i s a m m e n t  s i n u e u x  

p o u r  que s a  l o n g u e u r  s o i t  a u s s i  g r a n d e  que  l ’ on v e u t  . P a r  

c o n t r e ,  on ne  p e u t  p a s ,  au  v o i s i n a g e  de 1 , t r a c e r  un  a r c  

de c o u r b e  0 b e a u c o u p  p l u s  c o u r t  que i  . On ne  p e u t  p a s

2
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non p l u s  t r a c e r  un  a r c  en  c o r r e s p o n d a n c e  b l u n i v c q u e  e t

b l c o n t i n u e  a v e c  F* , l e s  é l é m e n t s  c o r r e s p o n d a n t s  du p r e m i e r  

o r d r e  é t a n t  v o i s i n s  ( p o i n t s  p e u  é c a r t é s ,  t a n g e n t e s  p e u  i n 

c l i n é e s  l * u n e  s u r  l ’ a u t r e ) ,  s a n s  que l a  l o n g u e u r  de I*\ s o i t
J.

v o i s i n e  de c e l l e  de F  . Cn e x p r i m e  c e s  f a i t s  en d i s a n t  q u e ,  

r e l a t i v e m e n t  au  v o i s i n a g e  du p r e m i e r  o r d r e ,  l a  l o n g u e u r  d ’un  

a r c  de c o u r t e  e s t  une  f o n c t i o n n e l l e  c o n t i n u e  ; m a i s  que r e 

l a t i v e m e n t  au v o i s i n a g e  d ' o r d i e  z é r o ,  e l l e  n ' e s t  que s e m i -  

c o n t i n u e  i n f é r i e u r e m e n t  „ A i n s i , l e s  deux  n o t i o n s  de s e m i -  

c o n t i n u i t é  i n f é r i e u r e  e t  s u p é r i e u r e  e n  l e s q u e l l e s ,  p o u r  d e s  

r e c h e r c h e s  t o u t e s  t h é o r i q u e s ,  B a i r e  a décomposé  l a  n o t i o n  

de c o n t i n u i t é  ( t o u t e  f o n c t i o n  à l a  f o i s  s e m i - c o n t i n u e  i n f é -  

r l e u r e m e n t  e t  s u p é r i e u r e m e n t  é t a n t  c o n t i n u e  e t  r é c i p r o q u e 

m ent)  d e v i e n n e n t  i n d i s p e n s a b l e s  d an s  l ’ é t u d e  d e s  f o n c t i o n n e l - r t  

l e s  que l ’ on r e n c o n t r e  couram m en t  .

DTa u t r e  p a r t ,  a l o r s  que  d a n s  l ’ e s p a c e  c a r t é s i e n  

r e p r é s e n t a t i f  de 1 * a r g u m e n t  d ’une  f o n c t i o n  o r d i n a i r e ,  t o u t e  

s u i t e  i n f i n i e  e t  b o r n é e  de p o i n t , s  a d m e t  au  m o in s  un  p o i n t  

l i m i t e ,  dans  l e s  f a m i l l e s  de v o u r o e s  ou s u r f a c e s  a r g u m e n t s  

d e s  f o n c t i o n n e l l e s  q u i  s e  p r é s e n t e n t  en  c a l c u l  des  v a r i a 

t i o n s ,  c ’ e s t ,  uns  p r o p r i é t é  i m p o r t a n t e  m a i s  non  n é c e s s a i r e  

de l a  f a m i l l e  que  t o u t e  s u i t e  I n f i n i e  e t  b e r n é e  d ’ é l é m e n t s  

a d m e t t e  au  m o in s  u n  é l é m e n t  l i m i t e  : f a m i l l e  c o m p ac te  s e l o n  

M . F r é c h e t ,  P a r  e x e m p l e ,  n o u s  av o n s  vu  que  n : é t a i t  p a s  com-

P i
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p a c t e  l a  f a m i l l e  des  a r c s  de c o u r b e  de d e m i - t a n g e n t e s  d o n n é e s  

en  l e u r s  e x t r é m i t é s  .

M ais  s i  l Ton p e u t  é t a b l i r  q u Tune  f o n c t i o n n e l l e  e s t  

s e m i - c o n t i n u e  l n f é r i e u r e m e n t , e t  que  l a  f a m i l l e  d e s  a r g u m e n t s  

e s t  c o m p a c t e ,  a l o r s  on e s t  s û r  que  l a  b e r n e  i n f é r i e u r e  de l a  

f o n c t i o n n e l l e  e s t  a f f e c t i v e m e n t  a t t e i n t e  p o u r  un  a r g u m e n t  de 

l a  f a m i l l e  . Ce th é o r è m e  d Te x i s t e n c e  n o u s  ramène  au p r o b l è m e  du 

minimum a b s o l u  e n v i s a g é  d ' u n  p o i n t  de vue g l o b a l ,  s a n s  3e p r é 

o c c u p e r  d e s  c o n d i t i o n s  l o c a l e s  d o n n é e s  p a r  l e s  m é th o d e s  de L a -  

g r a n g e  , p u i s  de W e i e r s t r a s s  .

T ra v a u x  de M,Mars t o n  MCRSB

Avec l e s  t r a v a u x  de M.Morse ,  n o u s  a t t e i g n o n s  e n c o r e  

l e  p o i n t  de vue  g l o b a l ,  m a i s  e n  p a r t a n t  c e t t e  f o i s  du p o i n t  de 

vue  l o c a l ,  au  moyen de l a  t o p o l o g i e  . D’ a u t r e  p a r t ,  g u i d é  p a r

1 a n a l o g i e  avec  l e s  f o n c t i o n s  o r d i n a i r e s ,  M.Morse i n t r o d u i t ,  

a p r è s  l e  minimum e t  l e  maximum, t o u t e  une  é c h e l l e  de t y p e s  de 

v a l e u r s  s t a t i o n n a i r e s  . P a r  e x e m p le ,  s u r  l a  s u r f a c e  r e p r é s e n t â t "  

t i v e  d Tune  f o n c t i o n  o r d i n a i r e  de deux  v a r i a b l e s ,  o u t r e  l e  m i n i 

mum e t  l e  maximum, i l  y a l e  c o l  (comme a u  sommet d ' u n  p a r a b o -  

l o ï d e  h y p e r b o l i q u e )  où l e s  s e c t i o n s  n o r m a l e s  p r é s e n t e n t  t a n t ô t  

un  mlnimun1 , t a n t ô t  un  maximum , l e  p a s s a g e  s e  f a i s a n t  p a r  l e s  

d i r e c t i o n s  a s y m p t o t i q u e s  * D é jà  M . B i r k l i o f f  avoc  so n  "m in im ax  

p r i n c i p l e ,r a v a i t  o b t e n u ,  en  c a l c u l  d e s  v a r i a t i o n s ,  l e  p r e m i e r  

t y p e  a p r è s  l e  minimum . C Te s t  de l à  q u r e s t  p a r t i  M J I o r s e  p o u r
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p o u r  une  s y s t é m a t i s a t i o n  c o m p l è t e  .

En r é s u m é ,  e n t r e  l e s  deux g r a n d s  c o u r a n t s  d ’ i d é e s ,  

p o i n t  de vue  a n a l y t i q u e  de L a g r a n g e , L e g e n d r e ,  J a c o b i ,  W e i e r s — 

t r a s s ,  e t  p o i n t  de vu e  s y n t h é t i q u e  de H i l b e r t ,  L e b e s g u e ,  To- 

n e l l i ,  l e s  t r a v a u x  de M.Morse f e r m e n t  une  s y n t h è s e  e t  un  c o n 

s i d é r a b l e  a p p r o f o n d i s s e m e n t  .

I I . -  VARIATION PREMIERE

I l  y a donc l i e u  de r e p r e n d r e  l a  t h é o r i e  d è s  l e

d é b u t ;  e t  d ’ a b o r d  d ’ a n n u l e r  l a  v a r i a t i o n  p r e m i è r e .

E q u a t i o n  d ’E u l e r  . -  C o n s i d é r a n t  a v e c  L a g r a n g e

l a  f o n c t i o n  du p a r a m è t r e
b

I ( o O  = f  f (x ,y+«**j  , y ’ + «< y  ) dx

n o u s  d e v o n s  e x p r i m e r  I ’ (o )  = C . Or , d ’ a p r è a  l a  r è g l e  de 

d é r i v a t i o n  s o u s  l e  s i g n e  j

l ' I o l  = f *  ( J L I  + J t l  dx 
\  y l ^  y ’ 1 /

Dana l ’ é l é m e n t  d i f f é r e n t i e l  f i g u r e n t  l e  f o n c t i o n  i n c o n n u e  y

e t  l e  d é r i v é e  y ’ : c ’ e s t  p r é c i s é m e n t  ce  qu© n o u s  v o u l o n s  p o u r

o b t e n i r  d e s  c o n d i t i o n s  que  y  d o i t  r e m p l i r  . Ce q u i  g ê n e ,  c ’ e s t

l e  f o n c t i o n  a r b i t r a i r e  ta e t  s a  d é r i v é e  ’ e t  l e  s u c c è s  de

l a  méthode  t i e n t  à  ce  q u ’u n e  i n t é g r a t i o n  p a r  p a r t i e s  p e r m e t

de m e t t r e  l ’ une  ou l ’ a u t r e  en  f a c t e u r  . Dans l e  p r o c é d é  c l a s -
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"à fs i q u e ,  on o p è r e  s u r  l e  s e c o n d  t e r m e  -2Li d "h , ce  q u i  donne

t  v '  * y ’
" I  1 ' -  ' w x v * 1 d xI T (o \ _

i'dy *a ** a

Le t e r m e  t o u t  i n t é g r é  d i s p a r a î t  p u i s q u e  Vj (■£») = h (b )  = 0 .

B t  s i  l e  c o e f f i c i e n t  de yj d an s  1 Té l é m e n t  d i f f é r e n t i e l  n ’ é -

t a i t  p a s  I d e n t i q u e m e n t  n u l ,  p o u r  un e  v a l e u r  x 0 de l ’ I n t e r -

v a l l e ( a , b ) , i l  s e r a i t  d i f f é r e n t  de z é r o ,  s o i t  p o s i t i f  ;

comme n o u s  l e  s u p p o s o n s  c o n t i n u  de m a n i è r e  t  ne p a s  s o r t i r  de

1 ’ I n t é g r a t i o n  d e s  f o n c t i o n s  c o n t i n u e s ,  i l  r e s t e r a i t  p o s i t i f

d a n s  un  p e t i t  i n t e r v a l l e  ( x 0 - h ,  x 0+h) . Bn c h o i s i s s a n t  h n u l

e n  d e h o r s  de ce  d e r n i e r  e t  p o s i t i f  s u r  l u i ,  1 Ti n t é g r a l e  I  ’ { o )

ne s a u r a i t  ê t r e  n u l l e  . En s o r t e  que  l a  f o n c t i o n  i n c o n n u e  y

d o i t  v é r i f i e r  1 ’ é q u a t i o n  d i f f é r e n t i e l l e  du s e c o n d  o r d r e

d à f  _ d f  s o i t  ~è 2f  .  . 2 f  . j ) 2f  Jô_f
dx ’d y ’ d y  ô y T ^  ^&x&y’ ^  y

C’e s t  l ’ é q u a t i o n  d ’E u l e r —L a g r a n g e , d o n t  l e s  s o l u t i o n s  s e r o n t  

a p p e l é e s  e x t r é m a l e s  . En g é n é r a l ,  on p o u r r a  d i s p o s e r  d e s  deux 

c o n s t a n t e s  d ’ i n t é g r a t i o n  de m a n i è r e  à f a i r e  p a s s e r  une  e x t r é 

m ale  p a r  l e s  deux  p o i n t s  d o n n é s  A e t  B . R e s t e r a  à v o i r  s i  

c e t t e  e x t r é m a l e  r e n d  b i e n  min im a l ’ i n t é g r a l e  I  ¿

O b j e c t i o n  de Du Bois -Reymond . -  P o u r  o b t e n i r  l ’ é 

q u a t i o n  d ’E u l e r ,  n o u s  avons  f a i t  i m p l i c i t e m e n t  un  c e r t a i n  

nombre d ’h y p o t h è s e s  . D’ a b o r d ,  p e u r  a p p l i q u e r  l a  r é g i e  de 

d é r i v a t i o n  s o u s  l e  s i g n e  C , i l  f a u t  que  f ( x , y , y ’ ) s o i t

f
Ixy

y'

^y>yf
o = o

nt j
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a s s e z  r é g u l i è r e  ; comme I I  s u f f i t  que  e t  e x i s t e n t
a y  d y T

e t  s o i e n t  c o n t i n u e s ,  l a  c o n d i t i o n  s e r a  t o u j o u r s  r é a l i s é e  dans  

l e s  p r o b l è m e s  c o u r a n t s .  E n s u i t e ,  d a n s  l ’ i n t é g r a t i o n  p a r  p a r 

t i e s ,  n o u s  av o n s  s u p p o s é  l ’ e x i s t e n c e  e t  l a  c o n t i n u i t é  de 

d "d f
dx "5F*" 5 ° r * 3 9 S t  l é g i t i m e  cle f a i r e  c e s  h y p o t h è s e s  s u r  

y ’ p u i s q u ’ i l  f i g u r e  s o u s  l e  s i g n e  f  d a n s  l a  m i s e  en  é q u a 

t i o n  du p r o b l è m e ,  i l  n ’ en e s t  p a s  de même p o u r  y "  . C’ e s t  l à  

l ’ o b j e c t i o n  de Du B ois -Reym ond q u ’ i l  a l e v é e  de l a  m a n i è r e  

s u i v a n t e  :

Au l i e u  d ’ i n t é g r e r  p a r  p a r t i e s  l e  s e c o n d  t e n n e ,  

on  I n t è g r e  l e  p r e m i e r  • » a i e  où U>(x) = f  d f  a*  , ce  q u i  

donne

i ’ (o)  = a *

Le t e rm e  t o u t  I n t é g r é  e s t  e n c o r e  n u l  à c a u s e  de ^ ( a )  = ^ { 13)

= 0 .  Q u a n t  au  c o e f f i c i e n t  $  (x)  de ’ , s ’ i l  n ’ é t a i t  

p a s  c o n s ta m m e n t  é g a l  à  s a  v a l e u r  moyenne C, d é f i n i e  p a r  

Jg  ”  C] dx = 0 , on p o u r r a i t  p r e n d r e

Xx

[ $ ( * )  - c]  dx 

c a r  a l o r s  = îrt (b)  = 0  , e t  l ’ on a u r a i t

'(o) = £ { $ - c ) $ a x =  f -o)^ax - J p b($-<rtcaxI

/
1

Ì £

b fj a r''n Í

e> t . v

$  (*!

(* )

(a)

• b

a

* b

(4> ■C) dx 0
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E a r  8 'i±*Qy l e  f o n c t i o n  inconnu© y d o i t  v é r i f i e r  l ’ é q u a t i o n  

i n t è g r e - d i f f é r e n t i e l l e

i - i  = f * 2 j . i x  + c fce
d y T d y

B ie n  e n t e n d u ,  quand  i l  e a t  l é g i t i m e  d ’ e n  d é r i v e r  l e  p r e m i e r  

membre, e l l e  e s t  é q u i v a l e n t e  à  l ’é q u a t i o n  d ’B u l e r  . E n  p a r 

t i c u l i e r ,  s i  ^  ^  ne s ’ a n n u l e  p a s  s u r  y ( x )  dans  l ’ i n t e r -  
"dy*2 /

v a l l e  ( a , b )  (on  d i t  a l o r s  que  1© p r o b l è m e  c o r r e s p o n d a n t  e s t
V ja

r é g u l i e r )  , à  c o n d i t i o n  que l e s  d é r i v é e s  p a r t i e l l e s  de —£-=■
d y ’

e x i s t e n t  e t  s o i e n t  c o n t i n u e s ,  l a  t h é o r i e  des  f o n c t i o n s  im

p l i c i t e s  p e r m e t  d f a f f l r m e r  l ’ e x i s t e n c e  e t  l a  c o n t i n u i t é  de 

y ” . Mais  i l  y  a d e s  p r o b l è m e s  t r è s  s i m p l e s  q u i  ne  s o n t  p a s  

r é g u l i e r s ,  en  p a r t i c u l i e r ,  d ’ a p r è s  ce  q u i  v i e n t  d ’ â t r ©  d i t ,  

l e s  p r o b l è m e s  q u i  c o n d u i s e n t  à  d e s  s o l u t i e n s  d i s c o n t i n u e s  .

E x t r é m i t é s  v a r i a b l e s  . -  En s u p p o s a n t  v a r i a b l e s  

l e s  e x t r é m i t é s  A,E ,  de l ’ a r c  d ’ i n t é g r a t i o n ,  s i  l e  minimum de 

l ’ i n t é g r a l e  I  e s t  o b t e n u  s u r  un  c e r t a i n  a r c  d ’ e x t r é m i t é s  A0 , 

BQ, c ’ e s t  en  p a r t i c u l i e r  l e  minimum r e l a t i v e m e n t  aux a r c s

d ’ e x t r é m i t é s  f i x é e s  en  A , B C’ e s t  donc p a r m i  l e s  e x t r é -
o o *  *

m a i e s  que d o i t  ê t r e  c h e r c h é e  l a  s o l u t i o n  du p r o b l è m e  . Ccmme 

e l l e s  d é p e n d e n t  en g é n é r a l  de deux p a r a m è t r e s ,  o( , A  r au 

moyen d e s q u e l s  on p o u r r a  e x p r i m e r  a u s s i  l e s  c o o r d o n n é e s  des  

e x t r é m i t é s  A, Bt l ’ i n t é g r a l e  I  d e v i e n d r a  , p o u r  c e s  a r c s  d ’
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e x t r é m a l e ,  u n e  f o n c t i o n  o r d i n a i r e  d e s  d e u x  p a r a m è t r e s  numé

r i q u e s  A\

*(<* , (h ) = /  f  l x » y ( x , «*,/*) t J  dx
a(o< ,/S)

S e l o n  1 Tl d é e  de l a  m é t h o d e  d e s  v a r i a t i o n s ,  n o u s  

n o u s  p r o p o s o n s  d Ten  a n n u l e r  l a  d i f f é r e n t i e l l e  p r e m i è r e  p a r  

r a p p o r t  aux p a r a m è t r e s  . C e l l e - c i  s Té c r l t  d * a p r è s  l a  r è g l e

de d i f f é r e n ë i a t i e n  d Tun e  i n t é g r a l e
i b PI  /

í )  I  = [  f ( x , y , y T ) *3 x l  + j  f  3  y + ^ y ^
L -»a «/a \  d y  a 7 ‘ /

dx

e t  s e  t r a n s f o r m e  p a r  l e  p r o c e d e  de Bu B o i s - R e y m c n d  en

= [fíx + + jf ( |f -  < f)  $ y '  ** ■

Compte t e n u  du f a i t  q u e  y ( x , «*,/$) e s t  u n e  e x t r é m a l e  , 

t é g r a l e  v a u t  Fe 9  y l  e t  l Ton a

b

M r -

3*= [f3x + T?-̂ ]a

I n t r o d u i s o n s  l e s  p a r a m è t r e s  d i r e c t e u r s  de l a  t a n g e n t e  à  l a  

c o u r b e  l i e u  de A

dx = ^  a , dy = y 1 x ( a f i )  $  a + <}y  ; 

de même p o u r  B . Ce q u i  donne

%i= ¡ÿ-ŷ |,)âx+4|Ta/)b
8

Le r a i s o n n e m e n t  d é j à  f a i t  e n  f i x a n t  l e s  deux  e x 

t r é m i t é s  p e u t  ê t r e  r e p r i s  e n  n ’ en  f i x a n t  q u ’ u n e  . I l  e s t

,/M
y * (x )

a f

.■b

a
Y



donc n é c e s s a i r e  q u Ten A comme en B , on a i t  î

f  - £ 4  -  oBy T dx

O e t t e  r e l a t i o n  e n t r e  l e s  p e n t e s  y f de l ’ e x t r é m a l e  e t  du 

l i e u  de l f e x t r é m i t é  e s t  d i t e  r e l a t i o n  de t r a n s v e r s a l i t é  ; 

e l l e  g é n é r a l i s e  c e l l e  d To r t h o g o n a l i t é  à l a q u e l l e  e l l e  se  r é 

d u i t  quand f ( x , y , y Ÿ) e s t  de l a  forme g ( x , y )  y l + y ^ .  En 

g é n é r a l ,  l e s  deux r e l a t i o n s  de t r a n s v e r s a l i t é  p e r m e t t e n t  de 

d é t e r m i n e r  ©i e t  A . R e s t e r a  i c i  e n c o r e  à v o i r  s i  l * a r c  

r e n d  "bien minime l r I n t é g r a l e  .

Forme p a r a m é t r i q u e  . -  J u s q u ^  p r é s e n t  , noue 

avons supposé  l e s  a r c e s  rep  r é s e n t a b l e s  p a r  des  f o n c t i o n s  u -  

n i f o r m e s  y ( x )  . Dans l Texemple  de l a  s u r f a c e  de r é v o l u t i o n  

minlma,  i l  e s t  é v i d e n t  que s i  l a  demi-iûv r v » s t  r e n c o n t r é ^ -  

en p l u s  d ’un p o i n t  p a r  une p e r p e n d i c u l a i r e  à l Ta x e ,  en  r é 

d u i s a n t  au segment  de p e r p e n d i c u l a i r e  c o m p r i s  e n t r e  l e s  p o i n t s  

e x t r ê m e s  l a  p a r t i e  c o r r e s p o n d a n t e  de m é r i d i e n n e ,  on o b t i e n d r a  

une s u r f a c e  moindre  , l i a i s  l a  n o u v e l l e  c o u r t e ,  c o m p re n a n t  un 

segment  p a r a l l è l e  à Oy, n ’ e s t  p a s  d a v a n ta g e  r e p r é B e n t a b l e  

p a r  une f o n c t i o n  u n i f o r m e  y (x )  . Df où l * i n t é r $ t  d ’ i n t r o d u i 

r e  s y s t é m a t i q u e m e n t ,  comme l Ta f a i t  l i l f c i e r s t r a s s , une r e p r é 

s e n t a t i o n  p a r a m é t r i q u e  x ( t ) , y ( t )  , LTI n c o n v é n i e n t ,  c f e s t  

q u Tun même a r c  e s t  s u s c e p t i b l e  d ’una  i n f i n i t é  de t e l l e s  r e -

VI.-1.-16

(yT-
dy
dx
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p r é s e n t a t i o n s .

En  p a r t i c u l i e r ,  n o u s  v o u l o n s  que l a  v a l e u r  de 

l ’ i n t é g r a l e  de l a  fo rme

i  -  J  . y * ) <*t
a

s o i t  i n d é p e n d a n t e  du c h o i x  de c e t t e  r e p r é s e n t a t i o n  . S o i t  

donc t  = c p ( ü î ,  a v e c  ( XT ) à  0 » l a  r e l a t i o n  e n t r e  l e s

deux p a r a m è t r e s  v a r i a n t  d a n s  l e  même s e n s .  E x p r i m é e  a v ec  l e  

p a r a m è t r e  l t i n t é g r a l e  s ' é c r i tl r i n t e g r a i e  s ' é c r i t  

1 = j  ) d
%j  -------- 1 -  ■ -  T '

e t  d e v i e n t ,  p a r  l e  c h a n g e m e n t  de v a r i a b l e s  t  = ( X  )

1 * / f(x,y,xîtYT‘yttf) %-

On d o i t  donc  a v o i r ,  q u e l  quô s o i t  0 , ‘

f ( x , y , > x r , ^  y » ) f ( x , y , x » , y M

ce q u f on e x p r im e  en  d i s a n t  que £( x , y , x T, y f ) d o i t  ê t r e  p o s i 

t i v e m e n t  homogène e t  de d e g r é  1 p a r  r a p p o r t  aux v a r i a b l e s  x * , 

y* . Dans c e s  c o n d i t i o n s ,  l e s  deux  é q u a t i o n s  i n t é g r o - d i f f é r e n 

t i e l l e s

& -H « * • ■ •a a
a u x q u e l l e s  c o n d u i s e n t  des  d é v e l o p p e m e n t s  c a l q u é s  s u r  l e s

p r é c é d e n t s  s e  r a m è n e n t  l ’u n e  à 1 Ta u t r e  ,

Dans l e  p r o b l è m e  de l a  s u r f a c e  de r é v o l u t i o n  m i -

nlma

b
f ( x y . * 1

t u

/e
rr» 1

= A

t
i f

t
5 , f d t C*
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rB
I — I 2 Hy  ds  = / 2 Hy  Vx ’ * M - y d t  

»/A '- 'a

l a  f o n c t i o n  f  ne  r e n f e r m e  p a s  x  , e n  s o r t e  q u e  l a  p r e m i è r e

é q u a t i o n  s ’ é c r i t  f o r t  s i m p l e m e n t

-----2LÜ-----  = n .

V x ’ ^ + y ’ *

En  I n t r o d u i s a n t  l ’ a n g l e  p o l a i r e  9  de l a  t a n g e n t e  à  l a  c o u r 

t e  C . ^ ,y  — —— g- q u ’ on p e u t  p o s e r  c c h c p ,
CCS 9  

dx = = C d
t g B  T

L es  e x t r é m a l e s  s o n t  a l o r s  l e s  c h a i n e t t e s  d ’ axe

y  = C ch  x  ~ x o
G

S a u f  t o u t e f o i s  p o u r  l a  v a l e u r  z é r o  de l a  c o n s t a n t e  0 : on 

d o i t  a l o r s  s e  d é p l a c e r  p e r p e n d i c u l a i r e m e n t  à l ’ axe  ( x ’=0)  

ou s u r  l ’ axe  (y  = 0) . E t  l ’ on c o n s t a t e  e n  e f f e t  que  s i  l e s  

p o i n t s  A e t  B s o n t  r e l a t i v e m e n t  é l o i g n é s  p a r  r a p p o r t  à  l e u r s  

d i s t a n c e s  à , l e  minimum de l a  s u r f a c e  e s t  o b t e n u  n o n  p a s  

p o u r  l a  c h a i n e t t e  q u i  l e s  j o i n t ,  maifcs p o u r  l a  l i g n e  P r i s é e  

A Af BT B , A’ e t  B’ d é s i g n a n t  l e s  p r o j e c t i o n s  o r t h o g o n a l e s  

de A e t  B s u r  û  •

A i n s i  a p p a r a i t  s u r  u n  e x e m p l e  s i m p l e  l ’ i n t é r ê t  

d e s  s o l u t i o n s  d i s c o n t i n u e s  e t  du p r o c é d é  de Lu B o i s -R e y m o n d  

q u i  p e r m e t  de l e s  a t t e i n d r e .  P a r  c o n t r e ,  p o u r  l e s  i n t é g r a l e s

ay

b
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m ú l t i p l e s ,  a l o r s  que l ’ é q u a t i o n  d i f f é r e n t i e l l e  d ’E u l e r  de 

v i e n t  une é q u a t i o n  aux d é r i v é e s  p a r t i e l l e s ,  l e  p ro cé d é  de 

Du Bols-Reymond n ’ e s t  p l u s  a p p l i c a b l e  . CTe s t  l à  l e  p o i n t  de 

d é p a r t  des r e c h e r c h e s  de M.HAAR, p r i n c i p a l e m e n t  s u r  l e  p r o 

blème de P l a t e a u  où l a  n a tu r e  g éo m étr iq u e  de l a  n o t i o n  d ’ a i 

re perm et de c o n s i d é r e r  l e s  i n t é g r a l e s  au s e n s  de M .Lebesgue,


