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Les résultats des conférences précédentes noue ont 

montré comment on pouvait trouver un minimum relatif pour 

une intégrale . Or les problèmes qui ont conduit au calcul 

des variations posent souvent la question de savoir sfil y a 

une fonction qui donne à 1Tintégrale une valeur plus petite 

que toute autre fonction, c1 es't-à-dlre de savoir si l’on peut 

atteindre le minimum absolu , Les «aéthcdes étudiées ¿usqurà 

présent ne peuvent que rarement résoudre ce problème ; rap

pelons par exemple le cas de la plue courte distance entre 

deux peints dfun plan. L fexistence de minimR relatifs n ten- 

traine pas celle d fun minimum absolu . Considérons, par exem

ple, la courbe 0 , continue, à tangente continue, suivantes 

soit .1 un cercle de centre C et de rayon R . A partir dTun 

point Pc nous marquons des points f}.» Pg, ...,rn , ... tels que

les angles P^CP„,t soient tous égaux à Q .2 (X , 0 4-xi n*T" jL

tant un nombre irrationnel . Ensuite, autour do chaque peint 

Pn comme centre, nous traçons lfarc do cercle limité aux cor

des P-.P t et P P_ , ,  passant par les milieux de ces cor- n n-1 n n+1 ’ r *

des et ayant des points extérieurs h 1 quand son contre

est un point P d*indice pair, ou au contraire, n Tayant aucun

point extérieur à 1 si son contre est un point P d’indice

impair .Soit a le rayen commun à tous ces cercles ,

(a = P P-, } . Soit alors A un point de ^P situé du côté 
2 ® *— . ©
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opposé à Pc par rapport à 0 , et à une dietance ÂC ±  R+a 

et cherchons le minimum absolu d de la distance de A à 

la courbe C. On a nécessairement d — CA — (B+a) . D’autre 

part si le point est asser. voisin du point S de F*
*  îJlI

dlamétrelement opposé à P . la droite 0Po_ donne un mini—
* r  O  Cat±

muni relatif dont la valeur est “ a • ^cnme les points

Pçv,_ sont partout denses sur X , on a des minima relatifs
î ĵL1

aussi voisins que l ’or, veut de £A — H+8 ) . Cependant cett©

valeur n ’est pas atteinte pour aucune courte issue de A .

En effet, en devrait avoir un peint P __ en S , c’est-à-
2n

dire un angle £n. ^ £ TT devrait être ég-al à ( P,k-KL) f“l ,

d’ofl v7 = — — -i~- —  , ce qui ne peut avoir lieu, car
4 n

est irrationnel . Il n’y a de ne pas de minimum absolu pour 

la distance du point A à la crurbe 0 .

Cn est dene obligé de chercher d’autres méthodes 

peur démontrer l ’existence d’un minimum absolu peur les in

tégrales étudiées dans le calcul des variations. C’est là 

l ’oeuvre , d’une port, de M.Hilbert et de ses continuateurs 

parmi lesquels 3e citerai surtout MM. Lebesgue et Tenelli, 

d’autre part, dR M.Eadamard . les premiers ort cherché à 

transposer dans le calcul fonctionnel les méthodes employées 

pour démontrer qu’’.me fonoticr. atteint sa borne inférieure.

£nCl

&
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Les résultats obtenus sont alors de purs théorèmes d’exis

tence. H.Hadamard a utilisé une méthode inspirée du calcul 

par approximations successives qui lui fournit un moyen 

théorique de cûlculer la fonction qui donne à 1 Tintégrale 

la valeur minimum absolue .

Nous allons donner quelques Idées sur la façon 

dont M.Hilbert a résolu le problème en prenant comme exem—

étant une fonction posrltivet lntégrable pour toute valeur 

de x , y(x), y T(x) d ’un certain champ D . L fensemble des 

valeurs prlsee par I pour les fonctions du champ D a une 

"borne inférieure J . La question q_ui se pose alors est de 

savoir si cette borne inférieure J est effectivement at

teinte pour une fonction de D .

Il semble assez naturel de raisonner de la façon 

suivante ; Puisque J est la borne inférieure de I pour une 

fonction de D, on peut extraire de D une suite de

fonctions yi(x), y 2 {x), ... , yn (x) _____  telles que

M3TH0EB de M. HILE3RT

pie une Intégrale de la forme I = J  f(x,y,y») dx , f
a

11m. 
n= eo

I

In lim
n=oo

a

b
f [ * ,y a(*) Jdx](*)’y  n

9 ?
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Cu bien J est atteint peur une certaine fonction de S F'  ,

ou la suite 3* contient une Infinité de fonctions . C ’est

ce dernier cas que noua devons examiner .

Le fait que lim I = J n fentraine nullement 
n— oo n

que les fonctions ccrrespendantes aient une limite*n ^ 1

Considérons, par exemple, l’intégrale *
0 1 4 -  y » 2

oti le champ D est l ’ensemble des fonctions ayant une déri

vée continue, et passant par les peints x — 0 , y = 0, 

et x = 1, y — 0 . 31 on prend pour famille de fonc

tions yr , les fonctions yr (x) = n sin fl x , on a

= ---- -----  et lim 1^ = 0 = J , quelque yn ( x) ne

V l+nSr\S n=°°
tende vers aucune limite dans D , Cn peut même supposer 

les fonctions y (x) bornées, par exemple soit S*' la fa- 

mille yn ( x) = h sin fin x f où h est constant, on a 

encore T = — ... .. . , .. et lim l_ = 0 . Ces fonctions
H  . / ---------- K — 15------- r  -  co n

Yl+h n
quoiquer bornées dans leur ensemble n ’ont pas de fonction 

limite .

Une condition assez naturelle à Imposer à l’en

semble D, c ’est la propriété que toute famille de fonctions 

de I) ait au moins une fonction limite, cn dit alors que la 

famille D est compact© . Mais cela encore ne suffit pas ,

&

n=CO
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car il peut très bien se faire que la fcncticn limite n ’ap

partienne püL.‘:'a à la famille D . Il est inutile dTen donner 

des exemples particuliers, ncus n ’avcns quTà rappeler que 

par exemple les fonctions limites de fonctions continues 

peuvent être discontinuas . Si la fcncticn limite appar

tient à D, on dit que D est compact en soi ,

Compacité.

Une première partie du problème sa rapporte donc 

uniquement aux champs de fonctions D et consiste dans la 

recherche de champs compacts en sol . lî.Lebesgue, à la 

suite de M.Asccll, a montré que tout ensemble de fonctions 

bornées , également continues, est compact en soi . Je rap

pelle qu?également continu veut dire que 1 y (ac) — y f(x)| 

peut être rendu inférieur à un quantité % tendant vers 0 

avec | x -x?J et indépendante de la fonction y particuliè

re choisie dans 3D . La démonstration en a été esquissée 

par M.Hilbert et détaillée par M.lebesgue . Ces auteurs 

considèrent dans 1 1intervalle de variation (a,b) de x une 

suite déncmbrable , x ol..., x ... de points partout 

denses . La famille L étant bornée, 1 T ensemble des valeurs 

des fonctions de D pour x=Xt_ est borné et a, par suite, 

au moins un point d: accumulation o( . O n  peut donc ex-
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traire de D une suite Infinie D_ î y.. (x) f y.. (xi ,. . , »
J - JL t  JL x  T O

.. Ji n (x) telle que peur x = xx , l’on ait :

ly-, (x-,) - ot-, | - è  . 10 m^me » de X1 cn Peut extraire 
-L, n

une nouvelle suite indéfinie ïp, convergeant vers un peint 

cC p pour x = xc , de sorte que Jyg ~ 2 1 ~

Cette suite étant extraite de ^  , on a nécessairenent î

n (x) = yi^m (x) avec m ^ n , donc lyj>,r^xl̂  ~ °* 1 I “y

»1

De proche en proche , on forme ainsi des suites 

, E2, ... , X± ..... telles que ly1>n(x ^  “ *  3 ! “ è

pour J = l,2t.

Désignons alors par 3 ^  la suite diagonale 

y1 (x) = y T -jjx),.... yrjx) = yn>n(x ) . Cette suite

converge pour toutes les valeurs x-,, Xg,. . . . , x^,.... de 

l’ensemble dénombrable vers des valeurs . , . . . »

Ce dernier ensemble est un ensemble continu . En 

e f f e t c n a î

j ^ l  -  ^ j l 4  K  '  y n i * l ) |  + *  yr.''x j ' l + l7 n !x j ! -  «* jl

L ¿  + %
n

dès que n dépasse i et J , étant la quantité indépen

dante de n Intervenant dans 2.a dé fini ticr. de 1 '■ égale con

tinuité . Gomme n peut être pris aussi grand que l ’on veut 

et que S est indépendant de n , on e * - o(j| — O , ce

1
n

1
n

2)n

V 'yn (

oC
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qui démontre la proposition . Il existe dĉ rtc une fonction 

continue y(x) prenant pour x = x , . .., x^ ..... les va

leurs oi-,, ... , ot«»... et o en est encore le module de 

continuité, la famille E est donc compacte en soi .

Il en est on particulier ainsi si les fonctions 

y de D vérifient une condition de Llpchitz de la forme 

| y ( x+h ) — y ( x } | — K  h , M  étant un nombre fixe, le même 

pour tout le champ I* .

Tous ces raisonnements s ’appliquent au cas où au 

lieu dT une fonction y(x) , on a un système d Tun nombre fi

ni de fonctions d'un nombre fini de variables . En particu- 

lier, prenons pour D une famille de courbes C rectifiables 

de longueur bornée par un nombre L Indépendant de C. Soit 

B l’arc de — ’une des courbes C , v  83 longueur, prenons
T , S

O-Lers 7  pour paramètre . C sera alors décrite en en

tier si t décrit le segment p  , 3^. Las fonctions x(t), 

y(t), 55(t) forment alors une famille de fonctions égale

ment continues . En effet, la corde ne dépasse pas l ’arc, 

donc :

) |[x(t+h)-x(tîJ2-T-jVit+h)-y{t)] 2+Js{t+h)-z(t)] 2̂  Ii2^2^ 2!/

par suite chacun des crochets ne dépasse pas en valeur ab

solue le nombre .1.1 h Toute famille de courbes rectifia—
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bles de longueur bernée, variant dana un champ borné, s 

donc au moins une courbe limite et cette courbe limite vé*.

prime que la longueur drune ligne polygonale arbitraire 

inscrite dans la courbe limite est bernée supérieurement 

par le nombre L . La courbe est donc rectifiable et appar

tient au champ D . Le champ D est par suite compact en 3oi

Seml -Cor,tinui té .

prise pour la foncticn limite ne soit pas é^ale à la limi

te des valeurs des intégrales . Ainsi, si nous reprenons

rifie une inégalité de la forme (1) . Oette inégalité ex-

Il est évident que cett« condition de cnçipaclté 

en soi n ’est pas suffisante pour affirmer lTexlstence du

minimum . En efjiet, il. peut bien se faire que 1* inte^rale

l’exemple j — — et si nous prenons la famille 
Jr\ 1+y • 2

ynf*! — je—  sin ÎTnx , cette famille est également continue
I l  T ï  \

car |yTr (x) | — |h cosnnx| — h et elle a peur limite la

fcncticn y(xj * f , Cr T — ------  et prur y (x) — 0
c

on e 1 = 1

Cr si nous considérons l’intégrale j  ds , laconsidérons l’intégrale C

première qui se soit présentée dans le calcul des varia

tions, m  voit que si C? est une courbe rectifiable don—

h ' :14-



Y T . - C . -  9

née, sa longueur- v est la borne inférieure des longueurs 

des courbes rectlfilahles tendant vers C . De façon plus 

précise, £ ,̂  0 étant dcnné è. 1 T avance , on peut trouver 

un nombre *v\ assez petit pour que toute courte rectifiable 

0’ dont la distance da chaque point h C est inférieure k<V 

ait une longueur v T — v — ̂  • En effet, il en est ainsi 

pour des lignes polygonales, et 6n en déduit le théorème 

pour toute courbe rectifiable . Cn exprime ce fait en di

sant que lo longueur d’une courbe est une fonction semi- 

continue Inférleurement .

Il est alors facile de démontrer que cette der

nière condition est suffisante pour démontrer l ’existence 

d’une fonction donnant à 1 ’Intégrale sa valeur minimum .

En effet, supposons que si y{x) et y (x) sort deux fonc

tions du champ D compact en soi et si

I - J 1 f jx,y(x) ,y’(x)J dx et In = fJx,yn (x) ,y’R (x)J dx

l’on ait In — I - £, dès que |y(x) - yr ( x) j >> .

Alors, si l ’on prend pour y {x } les fonctions pour les-» 

quelles ln tend vers J , on pourra , en vertu de la com

pacité de la f ami lie, en extraire ur_e svtite ayant une li

mite y (x) et l’on aura X ^ + t et par suite , si n 

augmente Indéfiniment I — Z . Gemme J est la borne infé —

ü

b
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rieure, il en résulte que I = J .

Nous venons de voir que la longueur dTune courbe 

est une fonction semi-continue inférieurement dans tout 

champ borné D de courbes rectifiables à longueur bornée . 

Si en particulier, nous prenons pour D le champ des cour

bes rectifiables tracées sur une surface donnée entre deux 

points donnés, nous avons établi 1 'existence d’une courbe 

rectifiable particulière de cette surface, de longueur mi

nime, quand la surface donnée a des plans tangents variant 

continûment avec le point de contact .

Monsieur Lebesgue a montré encore que pour un 

champ borné D de courbes rectifiables de longueur bornée.

ne tendant vers C . Partageons C en m parties de longueur

les intégrales C  f'xfy 9z) da sent semi-continue s infé-*-

rieurement lorsque f est une fonction continue en x, y, z, 

positive, — k: A  0 . 3n effet, soit Cr une courbe veisi —

respective 

1 o ngue u r  ^

"Ci . A lo r s *  ccA lo r s *  OCWH0  on a v u ,  <  t ,  -  £ . où l i m  £ = 0 .
r *»  -  -1- n , i .  r „  Q Q  n , i

tendant respectivement vers les IntervallesH. » 1

, , 1=1,2,...,m , et 0n en Intervalles de

Soit f., la borne inférieure de f(x,y,»̂ .) quand x,y,r. 3e

trouve sur 1’ arcl’arc de C , et f . la berne correspondan

te pour C_ . f étant continue on a I f . - f 4 1 C. avecw i n * 11 n a vec

«i

A

t
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lim £ = o , Cn a ?
r= CO Ij-

f étant continue, f* est "bornée supérieurement, de même que 

, on peut donc choisir n assez grand pour que
m_ m

In — ÿ "v » £ O étant donné dT avance . Bn faisant
fer

alors augmenter m indéfiniment, de façon que la plus gran—
ç m

de des quantités -C1 tende vers 0 , on a lim f =if
m— ot> 1^1

d»où rn ^ i - t .

La methode de M.Hilbert s’étend aussi aux inté

grales doubles , et c’est là où elle a donné des résultats 

très importants . Mais les diffioul.tés rencontrées sent 

plus grandes et on est rbligé en général de connaître déjà 

une solution du problème dans un cas particulier . Je rap

pelle ici la démonstration du principe de Dirichlet par 

Eilbert, qui est basée sur le fait que les fonctions h armo— 

^iq*1©3 dans un êrc_,.e forment une famille compacte en soi et

-i- on peut résoudre _¡_e problème de Dirichlet pour un cer

cle .

lions leur Jiebeŝ rue a de meme utilisé la méthode de 

Eilbert pour démontrer qu’il existe une surface d’aire mínima 

passar t par un contour donné G , lorsque 0 vérifie les cor dl-

T
n
N

m

1=
i j

m
I £ ,) ( fi-

_SL
t fi £n ±fL“£r: * î

t

que

-Lt
.4 fi■c

n { H

_L

i



tlons suivantes :

Io ) Cî est rectifiable et sa projection sur un certain plan 

P est ccnvese,

2°} l ’angle avec la normale à P d:> tout plan coupant C en 

tro is points * est borne Inférieurement par une constante 

positive non nulle „

Ici aussi, M.Lebesgue s Tappuie sur le fait que le problème 

peut être résolu lorsque le contour donné est plan .

M.Tcnelll a ccnsidérablement élargi le champ des 

fonctions f pour lesquelles 1 T intégrale I est semi-continue 

inférieurement . Il a en même temps montré que la fonction 

donnant £ I sa valeur minimum absolue vérifie en général 

1féquation dTEuler , donc est une extrémale .

METHCIE de LC„EAimâRD

IC.Hadamard a suivi une autre voie peur démontre ̂

1T existence dTun minimum absol u de l 7intégrale 

_ f &
 ̂— I i{x »y»y1r) dx , Considérons le cas où l ’on cherche 

0
un minimum de xa fonction z = f x , y ) , En un point x0 ,y 

de cette surface, on peut déterminer la ligne de plus 

grande pente par la condition - ÈS. = .Ay — „ a w  En

^x ^y

TX—C. «*12

Ci ÖJf
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résolvant ce système différentiel, on obtient des fonctions 

x[d) et y (ai } prenant pour oC = 0 les valeurs x 0, y0 et 

telles que si o<, croit, la fonction z(oC ) = ,y(«j]

décroît, car -âü = ('&p Y
x' \ dy/ .

est négatif . SI

prur = O0> , x( o< } et y (e*} ont des limites atteintes

à  y
uniformément, 11 en sera ainsi peur v. ( oL ' et ^ 0 .

on volt donc que l ’on aboutit à un peint tel que =f
C)x "dy

ce qui en général sera un minimum de la fonction s .

Iîans le problème du calcul des variations, nous

n ravons plus un point Initial x , y .  mais une fonction .o o

Nous allons donc chercher une fonction y{x,c<) qui peur 

©< = f se réduise à une fonction donnée y (x) , à dérivée 

seconde continue, qui vérifie les conditions y {0, <X } = 0, 

y(a,c<) = b, quel que soit o( , telle que

^ i  f F*̂ ,y ( x , c< } ,y T {x , dx soit une fonction dé

croissante de m Nous supposerons que f a des dérivées 

partielles Unies du £èffie ordre 0

I\eus Indiquerons par une barre la dérivation par

rapport K oC , ainsi T  représentera -. --V. . On a î

Q, y* dx où Q -f ds: -» h est lrex—
n  A-T7 A  " ±  -rr

[ * 'M

!'•*+

v>

=

c>*P s)

I

O Ö

'0
otî

"à-f £> f
ò U«
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pression obtenue pai- Du Be is Raymond . Pour que T seit né

gatif, nous dé terminons y T par la conditien : y» = - q 

h. sT obtient en écrivant que ÿ( a, <X ) = 0 , d T où

v _ 1 f a r i*  rx a* l
11 ~ a c/ 0 Lày ■■ -

Cn a ainsi un système différentiel où o< est la variable 

indépendante :

y T = - Q - j T Q dx

la méthode des apprexiaatiens successives de M.Picard per

met de démontrer que ^e système a une solution y(x,CX)

y T(xto<. ) et une seule , se réduisant pour oi — o à v (x)
' o *

y tf -lorsque _i.es conditions de Lipchitz suivantes sur f

sont réalisées :

!*,y+l--,y’+h’)- i*,y,y')| ^  M (|h| +|h'|)

— f  i*.y+t , y » + h ' ! - ^ r  i*,y,yM  
c>y1

v
oy M ( )h| +|h»/ )

o< restant inférieur à un nombre c<0 dépendant des valeurs 

minima de lyc, { et |yrr | . En vertu de la convergence unifoiw 

me de la méthode des approximations, y (x, ©O et y ’fx,©^} 

sont, continues en 0  ̂ .

yo (x) admettant une dérivée seconde yTT (x) con-

à y
ix dx

y

y 1

f
cy

z.

f7r

y y'O



tinue, en peut avec la même méthode déterminer une fonction 

continue y {*,<* ) se réduisant pour ©< = 0 à yTTc(x) et 

vérifiant 1féquation différentielle :

y * =  -g-j ( -Q). = a y* + x » y » y ’ î

où A = et 4?v’x fy,yT) ^ ~ - 5^:-- y ’
^ày • ^  T  ^ y  ^xc>yT cyày1

Une méthode analogue à celle de la variation des constantes

permet de montrer que l’on a y ( x, oO = y" ( x, <X ) .Les

fcncticns y(s, o< ) ont donc des dérivées secondes continues

quel que soit ©c

On a slnsi établi l’existence pour 0 ^ ^  — o<c

de fonctions y-'x,o<. et y T [ x , o(. ; pour lesquelles I est

une fonction décroissante de o< . Pour pouvoir établir 1’

existence de ces fonctions quel qp.a soit oC , il faut a-

vcir des limites supérieures de |y(x,oO| et JyTfx,o()j.

Une limite supérieure de |y(x, crt ) | peut être ebr

tenue facilement . Par exemple supposons que f vérifie les

conditions : f\* et f A  k|yf| dès que |y*| kT , k:

et kT étant deux constantes . Alors :

(y|~J |yT| ^x ^ ~ f Xf ix + k*x r +k»o< ¿. Î-L+k'ct
© 0

Il est p.-.us difficile de trouver une limite s up e -

rieure de |yT (***(}{ . Supposons réalisées lies conditions

vr. ►15

2-f? f 2-f»

* )t i
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suivantes :
T. A =  ̂£ A C lorsque 0 — x ̂  a

, i ( r 1
|y I £- '¿' +kra et yf quelconque .

(Le problème de calcul des variations correspondant est 
donc régulier).
"T" T  ^  |  *rjp ■ y  T j

• ' ;> est berné supérieurement quand x.y,yTf(*,y,yT} ,,y
sont dans le champ précédert

3n détermine d»abord une limite supérieure de j(c< } = 

jT yrr2dx en partant de la relation y"= Ay,f + U>(x,y,y*) 

5̂e la limite obtenue on peut deduire une berne supérieure 
de |yT| lorsque f vérifié une certaine conditien supplément 
taire , par exemple :

(̂x*ytyf'j est un Infiniment grii»d avec |y*| dTordre 
supérieur k |yT|1+  ̂ , 0 A C

Cn en déduit que y.'x,«*} et yf(x,o() existent 
et sont bornés en valeur absolue peur toute valeur positive 
de o< _ ïïnfin y'x,ci } tend uniformément vers une fonction 
yiX,oo i quand o< augmente indéfiniment , quand on a encere 
la nouvelle eenditien :

IV. Lf expression B = A vf -w- 2  ̂r'* vf-v H- ̂ A rtS
â y * y *  y  “  *  7

2f
oy ▼S

m

?" A
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g étant une constante positive . En effet, on a alors :

a r* a

Q Q dx = 2 I (J y * dx ,
J 0

et par Intégration par parties :

—  r  ® v r  ° ?  .  
T  = 2 J  B ix — 2 g J  A y* J dx — - 2 g £ T

Cn entire :

| 1 1 =|j£ y T 2 dx j 0

r a 2 a
et comme J y'-^dx et / y” dx restent finis, on en 

0 */0
déduit que | y ’{ tend vers O comme e . y ’(i,c*) tend

donc uniformément vers une limite ÿ T = — Q , Q—C peur 

y(x, oo ) , c ’est-à-dire que y(x,©o ) est une extrémale 1, 

Cette extrémale 1 est indépendante de la ccurbe 

initiale yc (x) choisie . ül effet, si y,(x) 9st une autre 

courbe initiale , considérons la ccurbe yp -f t y-. dépen

dant continûment de t . 1 Textrémale devra aussi dépendre 

continûment de t , cr elle joint deux points fixes , et 

la variation seconde étant positive, il n ’y a pas d*extré

males infiniment voisines d’une extrémale donné, passant 

par deux points donnés . Oe tte extrémale JL donne bien un 

minimum abso3.u pour I , car la ccurbe Initiale y^(x) est 

arbitraire et on arrive à T _ en faisarit décroître X .

I = -
h

o

O

r£

*-C

a
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L’existence du minimum absolu est donc démontré 

sous des conditions très générales, la condition I de ré

gularité étant indispensable . les conditions II et III 

peuvent être réalisées en prenant une représentation para

métrique convenable ; si elles ne sont pas réalisées; le 

minimum peut être obtenu par une courbe qui ne peut se met

tre sous la ferme y = f(x) , mais qui est coupée plus d’u

ne fris par une parallèle à Cy . Enfin, la condition IV 

est réalisée chaque f?Is que a est assez petit . De fa

çon précise, si A = max 1 L 3 L Ü _  | uu ̂  max k I
A  T l  '  A I  f

IV est rempl i d 3̂ que I -  ̂̂  G _ fr*» \ n
*  J i 2
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