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INTRODUCTION

Ii* idée essentielle de la théorie de M.Morse , 

c'eat de rattacher la présence de points critiques d'une 

fonction f aux changements de configuration de 1 Tensemble 

des pointa qui rendent f Inférieur ou égal à une valeur 

donnée c (changements qui se produisent quand le paramètre 

c franchit une valeur critique de f). On a vu dans la con

férence précédente comment ces changements étaient liés à 

la présence de"calottes” . Il reste à voir dans celle-ci 

comment les calottes elles-mêmes sont liées aux points cri

tiques pour qu’en éliminant ces intermédiaires, les calottes, 

on obtienne les résultats définitifs de la théorie de Mon

sieur Morse .

Cette théorie se propose essentiellement de ren

dre compte des faits pour deux catégories précises de fonc

tions f :

1°) Les fonctions réelles dTun nombre fini de varia

bles réelles, admettant des dérivées secondes continues .

2°) Les intégrales de problèmes de calcul des varia

tions, portant sur les courbes d ’une variété différentia— 

ble (jusquTà un ordre convenable)
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J =  J  Ffx1 ,*2, . . . .as®1; xX ,x2,__,xm ) dt

C

où la fonction F(x,r) des coordonnées locales (x1 ,x', . . , x111)
• *j • p • m

et de leurs dérivées par rapport à t (x ,x dériva-

ble jusqu'à un ordre suffisant, est positive [ P(x,r) ^  0 

pour {x) dans un certain domaine, et (r) quelconque! , posi

tivement homogène de degré 1 en r f ï’fx, r) — A 3?(x,r) 

quel que soit ^ -X 0 J et positivement régulière jjLes racines 

caractéristiques de la forme quadratique de legendre , celles

dont les coefficients sont les dérivées secondes ï1 1 ^(x,r)
r r*1

sont toutes positives sauf celle que l ’on sait être nulle 

précisément à cause de la propriété précédente!

I*- POINTS CRITIQUES

1.— Distinction dTavec les points stationnaires .

Voulant repérer les points critiques de f par les 

changements de configuration de l ’ensemble E (f — c) , on 

ne peut prendre comme points critiques d'une fonction ordi

naire les points stationnaires (où la différentielle premiè

re sT annule identiquement) . Car, pour la fonction f(x)=x^ 

au point stationnaire x=0 , correspond la valeur station-
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naire f = 0 , à. la traversée de laquelle par c 1 Tensemble 

des x où f(x) 4= c ne change pas de configuration (voir 

figure) . Cela tient, si l'on veut, à ce qu’on peut consi

dérer f(x) comme la limite pour "A =0 de la fonction 

f(x,A ) = x ~ x qui, pour ?[ petit et négatif, ne pré

sente pas de point stationnaire au voisinage de l forigine 

alors que pour petit et positif, elle y présente un 

maximum M e t  minimum m dont les Influences sont Inverses 

sur la configuration de 1 Tensemble E [f(x) é= cf] , en sorte 

qu'elles se compensent lorsque c passe d'une valeur supé

rieure à M  à une valeur inférieure à m .

E [f(xU+£]

b [f

f = x

f
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I  I
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f f
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2.- Déformation vers le bas .

Par ailleurs, au voisinage d’un maximttfn strict 

d’une fonction de deux variables , f(x,y), on ne peut dé

former continûment sur elle-même la surface représentative 

de manière que les cotes des points aillent toutes en dimi

nuant . En effet, en faisant descendre le point initialement 

au sommet, la cote de celui qui vient prendre se place aug

mente . O’est en précisant cette Idée que nous allons, avec 

M.146rse, définir les points critiques .

Les fonctions qui nous intéressent f(p) sont 

définies sur un espace métrique O  de points p (l’espace 

cartésien d’un nombre de dimensions égal à celui des varia

bles pour les fonctions ordinaires du (Io) de l ’introduc

tion , et, pour les intégrales du (2°), l’espace des cour-

í ¿ M

»[*(:

m<ü

3 > M.0
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bes de la variété satisfaisant à certaines conditions aux 

limites) . A tout point d1 un ensembleH de 1 T espace ^  et 

toute valeur t comprise entre 0 et 1, faisons correspondre 

un point q ( p , t) de l ’espace ¿/ confondu arec p pour t=0 

et variant continûment avec le couple (p,t) . Quand, fixent 

p , on fait varier t , q décrit une "trajectoire" d’origine 

p , Au contraire, fixant t, et faisant varier p, on obtient 

un ensemble B-j_ "déformé" de E à l ’instant t .

Supposons qu’au cours d’une telle déformation la 

fonction f aille en décroissant : f £ q ( p , t f) décroissante 

en t pour p fixe en E . Si f était continue, dans tout sous- 

ensemble compact S 0 de 3 , on pourrait faire correspondre à 

tout nombre positif e un nombre positif <5 ( e ) tel que, 

sur toute trajectoire issue d’un point p de Eq , deux points 

q et r , q antécédent de r au sens de la succession des va

leurs de t, distants dans l ’espace Q/ de plus de e , vé

rifient f(q) - f(r) A  o (e) : cela résulterait de l ’uni

formité des Continuités entrant en jeu . Mais alors que les 

fonctions ordinaires du (1°) sont supposées continues , les 

intégrales curvilignes du (2°) ne sont en général que semi- 

continues inférieurement, en sorte que cette propriété d’u

niformité doit être prise comme définition si l ’on veut, et
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c1 est très utile, pouvoir s’en servir dans la suite .

D'une manière précise, nous dirons qu'un ensem

ble E de l ’espace O  admet une déformation vers le bas re

lativement à la fonction f, ̂  ( "f-déformation’1 dans la ter

minologie de M.Morse) s * il existe une fonction q ( p ,t) défi

nie pour p dans E et t dans (0,l) telle qu’à tout sous-en

semble compact E 0 de E , on puisse attacher une fonction 

a (e) (”displacement-function”) jouissant de la propriété 

précédente .

3.- Définition des points critiques . ("homotopic critical 

points”) .

Et maintenant nous dirons qu’un point p„ est cri- 

tique pour ls fonction f(p) s ’il est impossible de trouver 

un voisinage V(p0) quelqu’étroit qu’il soit dans lequel l ’en

semble des points p , où f(p) — f(pQ) admette une déforma

tion vers le bas déplaçant effectivement le point p0 .

( ! )
Cette locution est destinée à faire image quand on subs

titue à E l ’ensemble qui lui correspond sur la variété repré

sentative de f dans l ’espace produit de o  par l ’axe des va

leurs de f supposé vertical et orienté positivement vers le 

haut .
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4.- Rapport avec les points stationnaires

Nous avons vu qu’un point stationnalre pouvait 

n ’être pas critique ; par contre, un point critique est né

cessairement stationnaire . *

Théorème 4.1 - Tout point critique (’’homotopic_critical

point”) d’uns fonçti_on_rée 1 le deux fois continûment deriva

dle, en est un point stationnaire (”differential critical 

point"}.

Car au voisinage d’un point qui n ’est pas sta

tionnaire, les trajectoires orthogonales dans l ’espace des 

variables, aux variétés f = Cte , décrites dans le sens 

où f décroit , permettent de définir une déformation vers 

le bas .

Théorème 4.2 . - Toute courbe critique ( ’’homotopic extremal" ) 

c".’une intégrale curviligne d’intégrant positif et positive

ment régulier, en est une extrémale au sens classique (”mé- 

tric extremal”) donc, en particuller, vérifle les équations 

d’Bule r .

La démonstration repose sur la deformation des 

courbes en extrémales brisées du genre de celles que nous 

avons rencontrées dans la définition de l ’indice d’une ex

trémale (exposé G-) . De la condition de positive régularité
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(qui entraîne la condition de Legendre et même celle de 

Weierstrass), résulte que sur tout arc de courte 0 dTextré

mités A,B, on peut trouver des points PD = A, P̂ _,P2 , * . - 

..P = B formant une subdivision suffisamment serrée pour 

que deux points d’un même arc partiel , P^ puissent

être joints par un arc dTextrémale et un seul . Sur le 

kième de ces arcs Ĉ . , considérons le point Qjj-( t) dont 

le paramètre jjo> partage ( x ) dans le même rapport

que t partage (0,l) ; à 1 ’ instant t, ne conservons de 

que l ’arc Qjj.( t) Pjj- et remplaçons l ’arc ^  psr

l ’arc d’extrémale de mêmes extrémités . Nous définissons 

ainsi, quand t varie de 0 à 1 , une déformation continue 

de la courte C en 1 ’extrémale brisée 1 de sommets PQ , P̂ _

Le fait que pour tout un voisinage d’une courbe 

qui n ’est pas extrémale au sens ordinaire, une telle défor

mation est une déformation rare Ilb bas tient d’une part au 

choix intrinsèque du paramètre sur les courbes considé

rées (n -parame terization" ) , d’autre part à une propriété 

qui s’apparente au théorème d’ûsgood de la théorie classique: 

étant donnée une extrémale AB rendant minimum l ’intégrale J 

et un point P en dehors, la valeur de J sur toute courbe joi

gnant A à B en passant par P diffère de la valeur de J sur

ph - 1 »

k-1 rk

ck

PK-

r
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l ’extrémale AB d'une quantité inférieurement bornée en fon

ction de le position de P .

II.- RELATION ENTRE CALOTTES & POINTS CRITIQUES

5.«- Réductibilité supérieure . ( "upper-reductibillty" )

Le définition d'un point critique pc ne fait in

tervenir de déformation vers le bas que pour l ’ensemble où 

f{p) — f(p0) ; il y a lieu de se demander comment on peut 

déformer les ensembles où f(p) — c pour c «à f(p0)

C ’est précisément le rôle de la condition de réductibilité 

supérieure que M.Morse impose à la fonction f(p) . En un 

point pc , f(p) est dite réductible supérieurement si quelle 

que soit la constante c f(p0) , dans un voisinage V(p0) 

suffisamment étroit, l ’ensemble où f(p) — c admet une dé

formation vers le bas en un ensemble où f(p) soit au plus 

égal à un nombre d Z. c .

Théorème 5.1 . - Toute fonction continue est réductible 

supérieurement .

Car en prenant d entre c et f(pQ ) , on peut 

choisir V(p0) suffisamment petit pour que f(p) y soit in

férieur à. d , en sorte que la déformation nulle (cas parti

culier de déformation vers le bas qu’il n ’3? a lieu d ’exclu

re que dans la définition du point non critique puisqu’il
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doit être effectiveiient déplacé) répond à la question.

Théorème 5.2 . - Toute_intégrale curviligne d1intégrant

p osi t.if , et positivement régulier, e s t réductible Intérieu

rement .

En effet, pour une courbe G suffisamment voisine

d rune courbe C (au sens de la métrique dans l'esnace deso J-

courbes : voisinage d T ordre zéro) , pour d entre c et J(0o )

1 Textrémale brisée J7 a ses sommets arbitrairement proches 

de ceux de L en sorte que, J(1 ) fonction continue des 

coordonnées des sommets, différent arbitrairement peu de 

J( F ) — J( CQ ) , sera moindre que d.

6.- Existence d'un point critique sur toute calotte .

Considérons alors une calotte à k dimensions, 

de borne c , c'est-à-dire une k-chaine u de 1 T ensemble E 

(f—°) dont la frontière u plonge  ̂ dans un ensemble E 

( f — d c ) , mais qui, pour aucune valeur positive de 

ne constitue avec une k-chaine v de E (f ^ cr£ ), la fron

tière d'une (k+l)-chaine de E (f — c) ; en langage techni

que , u est un k-cycle de E ( f ^ c) mod .E ( f ^ d c) , non 

homologue à zéro dans B(f ^ c) mod.E(f ^ c-l ) quel que
4

(D
Vçir note , p . 6
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faible que soit £ . Définie comme cycle de Viétoris, cette 

calotte est un sj7mbole qu’on peut considérer comme la limi

te de cycles ordinaires, dont seuls les sommets des simpleses 

importent (et non les points intermédiaires comme dans les 

cycles singuliers) . Tous ces sommets appartiennent à un 

sous-ensemble compact de E(f — c) : le support ("carrier") 

de la calotte .

S ’il pouvait arriver qu’un tel support de calot

te de borne c ne contienne aucun point critique pQ où 

f(pj =e , on conçoit , sans entrer dans les détails de la 

démonstration, qu’en vertu de la définition des points or

dinaires aux points p où f(p) = c et de la définition de 

la réductibilité supérieure aux points p où f(p) c , il 

soit possible de définir une déformation vers le bas amenant 

le support de la calotte en un ensemble où f — d /- c . Mais 

alors la frontière de la ( k+1 ) -eliaine de déformation de la 

k-calotte u se composerait de (-u) , la k-chaine déformée 

de u et la k-chaine de déformation de la (k-1)-chaîne fron

tière u ; ces deux dernières appartenant à S (f—d) , u serait 

homologue à zéro dans E (f — c) mod. B (f —d c), contraire

ment à sa définition . D ’où le théorème :

Théorème fondamental .- Quand la fonction f est ré ductible 

supérieurement, toute borne de calotte est valeur prise par
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f en au moins un point critique.

7.- Points critiques simples .

La théorie de M.Morse permet de localiser les 

calottes au voisinage des points critiques . De sorte qu’un 

ensemble de points critiques de niveau c, à distance posi

tive de tout autre point critique de même niveau ("critical 

set et the level c") sera caractérisé par les nombres maxi- 

ma de calottes indépendantes de borne c dans son voisinage, 

pour les diverses dimensions : les nombres type de cet en

semble critique .

Théorème 7.1 .- Pour une fonction réelle d'un* nombre fini

de variables réelles, admettant des dérivées secondes conti

nues, un point stationnaire non dégénéré d ’indice i (point 

où la différentielle première s ’annule alors que la diffé

rentielle seconde se décompose en autant de carrés qu’il y 

a de variables dont i sont négatifs ) est un point critique 

isolé dont tous les-nombres types sont nuls ? sauf le i—ième

qui est égal_à_ 1 1 unité .

On y arrive par des considérations topologiques

simples .

Théorème 7.2.— Dans un problème positivement régulier de 

calcul des variations aux extrémités fixes, une extrémale
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non dégénérée d'indice 1 (solution des équations d*Euler

dont les extrémités ne sont pas conjuguées, et contenant i 

foyers conjugués de l'une des extrémités) est pour l ’inté

grale, un argument critique isolé dont tous les nombres type

sont nuls, sauf le i-ième qui est égal à l'unité .

Cela résulte , avec quelques précautions, de 1 * in

troduction des extrémales brisées sur lesquelles l ’intégrale 

devient une fonction d * un nombre fini de variables (voir ex—  

posé G) et du théorème précédent .

Dans un problème non dégénéré, c'est-à-dire où 

les extrémités données ne sont conjuguées sur aucune extré

male, de ce que ces extrémales sont isolées et que les cour

bes sur lesquelles l'intégrale est inférieure à une valeur 

donnée, forment un ensemble compact, résulte que les extré

males sont en nombre fini ou tout au plus en infinité dénom- 

brable, la valeur de l ’intégrale augmentant indéfiniment 

avec l'indice .

8•- Décompte des points critiques .

Ainsi, pour les deux catégories de fonctions f 

qui nous intéressent particulièrement, les théorèmes 7.1 

et 7.2 donnent le comportement des points critiques en 

quelque sorte simples . Et l'on peut dire d'un ensemble
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critique quelconque qu’il se comporte pour les changements 

de configuration de l'ensemble E (f é= c ) quand c varie , 

comme autant de points critiques simples des divers types 

que chacun de ses nombre type comprend d'unités . Cette é- 

quivalence prend une signification très nette quand on dé

forme continûment la fonction f (déformation n'ayant rien 

de commun avec les déformations vers le bas qui, pour une 

fonction f bien définie, intéressent les ensembles de l'es

pace de la variable, ou mieux, pour justifier l ’expression 

vers le bas, les ensembles de la variété représentative 

de la fonction dans le produit de l ’espace de la variable 

par l ’axe des valeurs de la fonction).

Par exemple, considérons un tore d ’axe légère

ment incliné sur la verticale, et prenons, en chaque point 

de la surface du tore , la cote de ce point par rapport à 

un plan horizontal fixe . Cette fonction présente un mini

mum strict , deux cols et un maximum strict . Amenons l ’axe 

à etre vertical : la fonction présente alors toute une li

gne de minima larges, le parallèle inférieur , et toute 

une ligne de maxima larges , le parallèle supérieur .

Dans un voisinage de ce dernier, constitué par une sorte 

de couronne gauche de la surface du tore, cette couronne
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3— calotte 1-calotte

1-calo tte

¿-calotte

e s t  l e  s u p p o r t  d ' u n e  c a l o t t e  à  d e u x  d i m e n s i o n s  , a l o r s  q u e  

l a  p a r t i e  s u p é r i e u r e  d ' u n  c e r c l e  g é n é r a t e u r  e s t  c e l u i  d ' u n e  

c a l o t t e  à  u n e  d i m e n s i o n  ( t o u t e  a u t r e  l u i  é t a n t  é q u i v a l e n t e ) . 

En  s o r t e  q u e  l e s  n o m b r e s  t y p e  du  p a r a l l è l e  s u p é r i e u r  s o n t

0 p o u r  l ' o r d r e  0 ,  1 p o u r  l ' o r d r e  1 ,  e t  1 p o u r  l ' o r d r e  2 ;
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en conformité avec le fait qu'il est limite d ’un col et 

d ’un maximum , de nombres type respectifs (0,1,0) et 

(0,0 ,1 ) .

III.- RESULTATS FONDAMENTAUX 

de la THEORIE

9.- Inégalités fondamentales .

Ainsi, en comptant convenablement les points 

critiques de type (ou d'indice) k , pour lesquels a f — b 

leur nombre est égal à celui , p^ , des calottes à k dimen

sions, de bornes c telles que a c — b . Ces nombres vé

rifient alors les inégalités f ondamenfiaites de M. Morse t ('

 ̂ En réalité, M.Morse a donné ces relations dans le cas 

où f admettant un minimum absolu et pas 4- oo comme valeur 

critique, a est pris inférieur au minimum et b = + oo en 

sorte que les R^ sont les nombres de Betti ordinaires de

1 espace ou est défini f . L'intérêt de considérer un 

intervalle (a,b) apparait dans l'extension de la théorie 

de M.Morse (relative aux points où une fonction unique a 

sa différentielle nulle) à l'étude des points où les fonc

tions d ’un système ont leurs différentielles linéairement 

dépendantes .(E.ROGER, ^5] ,Voir indications bibliographi
ques ) .

L .

(1)

t
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P o  -  R o  » P 1  ”  p O  “  R 1  ~  R o  » * *■*,*> * °'*

.... Pic — Pk-1 + * • •+ ( -1 )^Po ~ ^k ~ -^k-1 + • * * + )^^o’ ‘ *

où les R^ sont les nombres de Betti de l'ensemble E (f — b ) 

modulo l ’ensemble E (f £ a) T nombre maximum de k-cycles 

de E (f — b ) mod. E (f — a) dont aucune combinaison linéai

re n ’est homologue à zéro dans E (f — b) mod. E (f — a)l 

En particulier, ces inégalités entrainent les 

suivantes particulièrement simples :

Pk ^ Rk (k = 0,1s . . )

Par exemple, une fonction deux fois continûment 

dérivable définie à la surface d'un tore f R Q = 1 , R-̂  —E 

(cercle générateur et parallèle) , Rg =1^] présente au 

moins un minimum, deux cols et un maximum . De plus,

P^ ~ Po — 1 ° il y a au moins un col de plus que de minima. 

Enfin p2 - p-j_ + pQ = 0 fl'inégalité devient une égalité

(1) T
C 'est-à-dire, en désignant par CD et les ensembles

emboîtés E ( f ^ b )  et E (f — a) , le nombre maximum de 

k—calottes indépendantes relatives au couple ( 4 > )

(voir exposé J", section II, p. 7) , ce qui montre le lien 

entre les deux notions de calotte,. et nombre de Betti .

(1)

+(
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d * après la théorie des calottes (Voir exposé J, p . 219 re

marque 1) : il y a autant de cols que de minima et maxi- 

ma réunis .

10»- Applications .

Considérons encore une variété deux fois diffé- 

rentiable V à n dimensions, plongée dans l ’espace eucli-
II

dien à une dimension de plus. La distance à un point fixe

0 d'un point M , variable sur V , est stationnaire aux

pieds N" des normales à Vr issues de 0 . Sur chaque normale

Vn possède n foyers (aux centres de courbure principaux)

et quand 0 n'est pas foyer de V_ , l'indice du point sta-
Xi

tionnaire non dégénéré N est égal au nombre des foyers sur 

le segment ON . Par suite, en fonction des nombres de Betti 

de Vn , les inégalités de M.Morse donnent des renseignements 

sur les normales issues d'un point fixe, portant les divers 

nombres de foyers .

Supposons .aaintenant que la variété Vn soit ho- 

méomorphe à une sphère à n dimensions . La distance entre 

deux points P et Q, de V est stationnai-re quand la corde 

PQ, est normale à V en chacune de ses extrémités . Comme 

M.Morse a obtenu pour nombres de Betti de l'espace des 

couples (P,Q,) (à 2n dimensions) , Rn = Rn+-̂ =. - „ = 1,L2n

n

n
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les inégalités fondamentales ne peuvent apporter des ren

seignements bien intéressants . Mais il en va tout autre

ment quand il s ’agit des courbes d ’une variété .

Par exemple, sur une variété V homéomorphe à 

une sphère à n dimensions, M.Morse a obtenu pour l ’espace 

des courbes joignant deux points fixes , des nombres de 

Betti nuls , sauf ^m(n-l) * 1 (m = 0.1,2,...) .

Par suite, si les deux points ne sont conjugués sur aucune 

extrémale qui les joignent (problème non dégénéré), il exis

te une infinité de telles extrémales portant des nombres 

de points conjugués de l'une des extrémités qui sont les 

multiples successifs de n—1 . C ’est , si l ’on veut, 

l ’extension de l ’existence des arcs de grand cercle, géo- 

désiques de la surface sphérique à trois dimensions, joi

gnant des points non diamétralement opposés, qui, en s ’en

roulant de plus en plus autour de la sphère, passent de 

plus en plus par le point diamétralement opposé à l ’une 

des extrémités . Enfin, même si les extrémités sont con

juguées , la théorie de M.Morse donne encore des rensei

gnements , quoique moins précis .
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CONCLUSION

Pour mieux souligner 1 ’interet des résultats 

de M.Morse, comparons-les sur un exemple simple , a ceux 

de MM-Lusternik et Sclmirelmann ]T 4J . La catégorie d'un 

ensemble fermé dans un espace compact étant, d ’après ces 

derniers, le plus petit nombre à'ensembles fermes dont la 

réunion redonne l'ensemble de départ , et qui soient cha

cun réductible à un point par déformation continue dans 

1*espace considéré, il est aisé de voir que la catégorie 

de la surface d ’un tore par rapport à elle—même est 3 •

Et la seule conclusion de la théorie est que toute fonc

tion réelle, deux fois continûment dérivable, définie à 

la surface d'un tore, admet au moins trois points station— 

naires . Nous sommes loin des précisions que donne la théo

rie de M.Morse sur la nature de ces points critiques : 

au moins un minimum , deux cols et un maximum, un col de 

plus que de minima, autant de cols que de minima et maxi- 

ma réunis . Par contre, et c'est ce qui en fait l'intérêt, 

le nombre 3 donné par MM. Lusternik et Sclmirelmann est 

effectivement celui au dessous duquel on ne peut pas des

cendre ; car on peut former des exemples où les deux cols 

âont confondus, mais quand un col se confond avec un ex—
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trémum, il apparait toute une ligne de points stationnaires» 

Pour employer une comparaison grossière, étant donnée une 

équation algébrique de degré impair, on sait qu*elle ne 

peut admettre moins d ’une racine; mais on sait aussi qu1 

elle en admet un nombre exactement égal à son degré, quand 

on en fait un décompte convenable • C'est un peu dans 1*es

prit respectif de ces dsux résultats que sont les thsories 

de MM.Lusternik et Sclmirelmann et de M.Morse.

Enfin, qu'il me soit permis de signaler que , 

parallèlement à la théorie de M.Morse sur les points cri

tiques d'une fonction d'une fonctionnelle, il m ’a paru in

téressant de développer une théorie des varietés critiques 

d'un système de fonctions (F.Roger ) • Quand il s'a

git, comme au (Io ) de l'introduction, de fonctions réelles 

d ’un nombre fini de variables réelles, admettant des déri

vées secondes continues, l'étude des variétés critiques 

(où les divers jacobiens s.'annulent - comme s'annulent les 

dérivées premières aux points critiques d'une seule fonc

tion ) s'introduit tout naturellement quand on cherche à 

inverser la correspondance entre l'espace euclidien des 

variables et celui des fonctions . Lorsque, comme au (2°) 

ce sont des intégrales curvilignes que l'on considère, ce

5]C
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sont les problèmes isopérimétriques qui conduisent aux va

riétés critiques.
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