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Séminaire SCHUTZENBERGFR-LENT IN-NIVAT 19-01
(Problémes mathématiques

de la Théorie des automates)

Année 1969/70, n° 19, 6 p. 14 avril 1970

L'ALGCRITHME INVE«3E PAIBLE ET QUELQUES ANJEAUX QUI LE POSSEDENT

par Paul i#. COHN

le - L'algorithme inverse faible est un moyen technique pour étudier les an~
neaux de séries formelles en des indéterminées non commutatives : k<X» , Jusqu'a
présent c'était le seul exemple pour montrer 1'utilité de cet algorithme ; aujqur-
d'hui, je veux présenter une classe plus étendue d'exeuples. llais pour commencer,

je dois rappeler la notion d‘'algorithme inverse faible.

2+ — Tout le monde connait 1'algorithme de division_(ou stathme de division)
d0 & EUCLIDE pour Z et & STEVIN pour k[x] . Il n'existe pas d'analogue raisonna-
ble pour les polyndmes & plusieurs variables k[xl y eee xn] = k[X] . Mais, si

les variables ne commutent pas, il en existe j; je n'entrerai pas dans les détails

(voir [4]), et me bornerai & rappeler qu'on peut 1l'utiliser comme 1l'algorithme

habituel, pour :

(i) calculer les plus grands communs diviseurs (quand ils existent),

(ii) montrer que k<X> est un anncau 2 idéaux libres (au lieu d'&tre anneau
principal),

(iii) montrer que toute matrice inversible est produit de matrices élémentaires

(cf. [s]. En\particulier, k<X> est un anneau factoriel dans un certain sens [6].

3. - Considérons maintenant 1'anieau R = k[[x]] de séries formelles dans une
indéternindée x , sur un corps k . La divisibilité dans cet anneau est extrémement
simple : Etant donnés a , be R, ona : ou alb ou b!a , et on n'a pas besoin
d'un algorithme pour le constater. Si on note v(a) l'ordre de la série a , alors

on a alb si, et seulement si, v(a) € v(b) .

L'amnesu des séries formelles fait partie de la famille des anneaux filtrés. Si

on pose R = {ze R | v(x) 2n}, alors on a la filtration
=22200 =V o
R=R 2R 2R,2..., NR =0

nx0

Pour tout anneau filtré, on peut définir la notion de v-dépendance :

10 8 9 eee g B sont v-dépendants & droite s'il existe bl y eee bn € R

tels que

v(Z a; bi) > ming {v(ai) + v(bi)} .
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2° a € R est v-dépendant & droite dea, , ... , & sSi a =0, ou s'il existe
1 n ’

bl g ses bn € R tels que

v(a - Z:ai bi) > v(a) et v(ai) + v(bi) =2 v(a) .

Ces définitions expriment préciséument la dépendance linéaire ordinaire dans 1'an-

neau gradué associé.

Définition. = Un anneau filtré R satisfait & 1'algorithme inverse faible si, pour
toute famille v-dépendante 81 5 ese , & avec v(ﬁ_)-s oo :i'v(am), quelque a;

est v-dépendant & droite de B 9 wee 5 8y g e

Prenons R =k[[x]] comme exemple. Toute fauille comprenant plus d'un élément
est v-dépendante : ab - ba = 0 . Donc, si v(a) < v(b) , alors il existe c € R
avec v(b - ac) > v(b) . Par répétition, on trouve g € R tel que b = ag . Cet
exemple montre en effet gque tout ammeau filtré complet & algorithme inverse faible,
s'il est commutatif, n'est autre qu'un anneau de valuation discrete. llais, dans le

cas général, il existe d'autres exemples.

Un exemple intéressant est 1'anneau k<> de séries de puissances formelles dans
un ensemble X d'indéterminées non commutatives. Il n'est pas difficile de montrer
(une fois qu'on est tombé sur la bonne définition) qu'ici encore on a l'algorithme

inverse faible [ 5]
Voici les conséquences les plus iuportantes., Si R est un anneau filtré complet

a algorithme inverse faible, alors :

1° Tout idéal (& gauche et 2 droite) de type fini est libre, couuwe module sur R ,
de rang bien déterminé (on dit que R est un semi-fir ; la méme condition pour

idéaux avec n générateurs au nlus donne des n~firs).

29 On peut calculer les p. g ¢ 4o €t po pe c. m. de deux éléments (quand ils

existent).

30 R  est anneau factoriel rigide : Tout élément c # O , ou bien est inversible,

ou bien admet une factorisation compléte c¢ = 8 eve By et 81 ¢ = bl oo bS en

T
est une autre, alors s =1 et b, = u; a. uTl '(u. est une unité, u_ =u_ = 1).
i i-1 i i i o T

Remarquons qu'un anneau entier R est factoriel rigide si, et seulement si, R

est un r-fir & factorisatisns coumplétes (rp-fir atomique") et anneau local,

4. - Coume je l'ai dit, won but est de trouver d'autres exemples d'anneaux a
algorithme inverse faible. Pour cela, prenons un anneau R avec filtration

a-gdique, ou & est un idéal de R

o0

R =2aq

LY
8
L

LAY
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Posons K = 8T R = R/@ , et pour i 21, Mi = gr, R = Gl/m;+l « Alors K est un

anneau, Hi est un K-bimodule, et la wultiplication sur gr R induit des épimor—

phismes

(1) _ Mi &K Mj —— Mi+j .

Convenons d'appeler 1'idéal <~tensoriel si les applications (1) sont des isomor—

phismes « Cela est le cas précisément si

:M:. = IVE z eo e & i .
5 1 2 ? Ml ( i facteurs)
Donc on voit que R est tensoriel par rapport & a si, et seulement si, gr R est

1'algebre tensorielle de Ml = d/a2 sur ¥ = R/m .

Voici une condition suffisante pour la tensorialité.

LE:liB., - Soient R wun anneau, « un idéal bilatére de R qui est libre, comme

R-module & droite (ou & gauche). Alors R est tensoriel par rapport & a .

Ce leume se démontre en prenant une base {eA} pour a , et en vérifiant que,

) n
pour chaque n 21 , les produits €, oo €y forment une base de o .

1 n
Par exemple, dans le cas commutatif, les conditions sont vérifiées précisément
quand a est principal ¢ @ = tR , et alors il est facile de trouver des condi-
tions sous lesquelles la complétion a—-adique de R est un anneau de valuation dis~-
crete. Le méme raisonnement est encore valable dans le cas général et nous donne le
théoréme suivant :

THEOR@ME& - Soient R un anneu et <« un idéal bilatére de R . Si

—

(i) K= R/@ est un corps (wlme gauche),
(ii) Na* =0,

(iii) « est libre, comme R-module & droite,

alors R satisfait & 1l'algorithue inverse faible par rapport & la filtration

T~adiquc.

Déumonstration. - gr R est une algébre tensorielle sur le corps K , donc il satis-

fait a l'algorithme inverse faible, donc R aussi.

5. = Pour illustrer le théoréme 1, nous avons besoin du théortme d'intersec-

tion pour les firs [10]. Rappelons-nous d'abord un résuitat d'ALBRECHT [1] (généra-

lisant un résultat antérieur de KAPLANSKY) S

Tout module projectif (& droite), sur un anneau semi-héréditaire & droite, est

somme directe des modules de type fini.
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Soient R héréditaire & droite, et M wun module & droite avec un nombre fini
de relations, c'est-d-dire M = F/N , ou I est libre et N de type fini. Tout
sous-module de M est de la forme P/N ou NSPSF, et P est projectif, par
hypothése. Par le résultat d'ALBRECHT, P est somme directe des modules de type
fini, donc il contient un composant P' de type fini et contenant N . Mettons

P=P @P", alors on a la suite exacte

0 =———» PU/N > P/N P/P' = PV —mea=s 0 ,

qui est scindée parce que P" est projectif. Cela nous montre que tout sous-module
de M est somme directe d'un module projectif (P") et d'un module de présenta-

tion finie (P'/N) .

‘.

Un module M sur un anheau R quelconque est dit 1ié si HomR(M , R) =0 .70Un
tel module ne peut pas avoir de composants projectifs non nuls. Donc on obtient le

lemme suivant (voir [9]) :

LEHME 2. - Tout sous-module 1ié d'un module de présentation finie sur un anneau

héréditaire est de présentation finie ; en particulier, les sous-modules 1liés d'un

tel module satisfont & la condition maximale.

Nous allons utiliser ce lemme pour un fir, c'est-a-dire un anneau ou tout idéal a

gauche ou & droite est libre, de rang bien déterminé.

THEOREME 2. - Soit a un idéal bilatdre propre dans un fir R ; alors

Ng*=0.

. s . W n "
Esquisse de démonstration. - Supposons que a@ = @ # O . Etant donnés

w

a 9 'oo,aneq ]

i
si on remplace les a; par une base d'idéal & droite 2 a; R , on obtient une fa-
mille lindairement indépendante dans a" . Prenons 8 5 ese 5 8 € a” (n>21)
lindairement indépendants & droite, et considérons M = R/ a; R.Onse:

2 a; R # 0 , donc xa; =0 (i=1, «.. , n) implique x =0 , ce qui montre que

M est 1ié. Soit {eh} une base pour «a comme idéal a gauche. S3i on édcrit :

(2) a, = E:bik e\ s

. . . w oy @ . .
il est facile de voir que biAe'a {parce que a;€a et les e; sont linéai~-

rement indépendants). Comme a est propre dans R , il s'ensuit que :
[
ZaiR ZbiARr

donc Ii contient Ml = (Zbih R)/( Zai R) #0 .
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Ml est encore 1ié, car si A =1, 2, ... , t+ sont les indices pour lesquels un

bik #0 appoarait dans (2), alors une matrice de relations pour le module Ml est
donnée par

ie -0 e,
!/ o \ { .l\\

‘. ; ou e ={ ¢ é
\0 e‘/ \\et/

Cela entraine que ﬁl est 1ié., Le quotient F/Ml = R/X b, \ R  est cncorc 1ié avee
i

('lj - 2
biA e a , donc on peut recommencer. Ainsi on cbtient une chaine

oM < c
,Ml M2 ces &M

de modules avec quotients 1liéds. Ici, tous les Mi sont liés, et comue tous sont de

type fini (lemme 2), la chatne doit se terminer, ce qui est une contradiction.

6. ~ Avec le théoreme d'intersection (théordme 2), nous soumes en état d'utili-
ser le théortme 1 : Soit <« wun iddal bilatére propre dans un fir R o La condition
(iii) du théordme 1 est automatique, et le théordme 2 nous moptre que (ii) est va-
lable. 11 reste encore (i), et pour cela il nous faut postuler explicitement le

résultat suivant

THEOREME 3. - Soient R wun fir,et « un iddal bilatdre propre tel que R/x

soit un corps. Alors R satisfait & l'algorithme inverse faible par rapoort & la

filtration g-adique de R .

Exemple, ~ Soit K wun corps (méme gauche) avec un sous-corps k . Foruons le pro-
duit libre de deux copies de K 3

R =K &K.
Clest un fir (par les résultats de [7]), et on a une surjection R ----3 K consis-

tant & identificr les déux facteurs. Donc R satisfait 3 1l'algorithme inverse fai-
ble,

To ~ Terminons par une question du plus grand intérét : Est-ce gn'on peut plon-
ger . K *k K dans un corps ? 3i on sawalt que tout Tir ocut. 8tre plongé dams un corps
cela donnerait la réponse. Les résultats précédents montrent qu'il suffit de plon-
ger tout anneau factoriel rigide local dans un corps. Malheureusement, cela n'est
pas vrai. La rigidite porte sur les relations de longueur 2 , et cela ne suffit pas
pour le plongement dans un corps (voir [3]). Il s'agit donc d'exploiter des condi-
tions de longueur: arbitraires, telles que la suivante (vraie dans tout anneau &

algorithue inverse faible) duc 3 BERGUAN [2]
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by

Soient R un anneau filtré complet & algorithme inverse faible, et n un entier
donné. Alors toute suite de n déléments de R peut gtre rédvite par une matrice
de permutation suivie d'une matrice de la forme unitriangulaire & une suite de ter-

mes v-indépendants suivis de zéros.

Addenduz (13 juin 1970)

Le probldug,cité au n°® 7, vient d'&tre résolu : Tout fir peut &tre nlongé dans un

corps. La démonstration, qui paraitra dans [11], utilise un lemme tout & fait ana-
logue au critdre de rationalité pour les séries formelles 40 & NIVAT ({127, Th. 5)

dont il s'inspire.
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