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’
LES NATHEMATIQUES 3

’
LEUR PHILOSOPHIE, PEDAGOGIE ET PRAXIS.

G. Kreisel

Introduction

-

Le but principal de cette conférence est de formul.-
quelques constatations aux sujets cités dans le titre, csv:-
tatations qui me semdblent fort utiles au sens suivant.

Bien qu'elles ne résolvent pas, par elles-m&mes, des
problomes difficilés, leur oudbli conduit souvent & des
efforts peu rentables et, par conséquent, i 1la longue
frustrants et insatisfaisants. Autrement dit, il stagit ae
ce que les scientifiques considdrent comme des banaiités
oubliant - il faut lt'avouer - l'hygidne intellectuelle
qutelles fournissent.

Une vertu néygi..gée de l'enseignement philcsopligue
est d'apprendre auvx cens comment formuler des hanali'd s
d'une fagon impressionnante cu, du moins, mémorablec.
Malheureusement je n'ai jamais profité de ce  ~nre dlenseci-
gnement., J'adopterai donc lé style anglais et j'essayerai
& illustrer ces banalités ; en particulier, en citani des
expériences en loyzique intuitioni;te. Alors je me propose
de vous expliquer d'abord les notions de base et d'énoncer
quelques résultats précis et simples qui, je pense, sont
de valeur et par leur intér&t intrinségque et parce qu'ils
corrigent des malentendus répandus sur l'intuitionisme (mz-

lentendus qui r~fletent d'ailleurs ce que les intuitionisc.:



eux-m8mes se sont attendus il y a 50 ans). Ensuite, jtajou-
teral des commentaires qui lieront ces résultats - et sur-
tout le choix des questions auxquelles les résultats
répondent -aux banalités que J'ai qualifides comme utiles
ci-dessus. Et j'espére que grlce & cette liaison, vous

vous souviendrez d'elles pour les utiliser méme dans des

autres contextes,

1. La logique intuitioniste.

I1 stagit d'une interprétation «~s opérateurs
(m, AV, >, V/ 3 ), interprétation moin: simple que
celle des textes courants en logique, clest-i-dire celle qui
prend les opérateurs propositionels au sens des fonctions
dites de vérité et les quantificateurs V et 3 comme des
conjonctions et disjonctions éventue . ient infinies. Il
va sans dire que des interprétations différentes satisfont
en général des lois logiques différer.es § sur le plan
formel on se sert des rdgles fcrmelles différentes. (Il ne
faut jamais oublier que la logique s'occupe surfout du
choix des rédgles). Pour l'instant je ne m'intéress. pas
outre mesure si oui ou non des interpré+-tions sont trés
proches & celles qui sont implicites dans les raisonnements
courants. Aprds tout nos raisonnements dans la vie courante
ne sont pas tellement bons et il y a cles forter chances qu'
on peut faire mieux, Et ntimporte comment, comme dans les
autres sciences; il y a des fortes chances que les inter-
prétations (ou phénoménes) qui sautent aux yeux, se prétent

pas tréds bien & une analyse théorique.



-3-

Notions de base. La donnée d'une relation R & n
arguments X, » oo X, est sa fonction "caractéristique"”
Pﬂ i (n + 1) .rmt. v, x')cio’ x Ny toq.

PR (‘ﬂ’,z”..., g )z :)@'K ost une preuve montrant

ntest pas
que ("A/"‘; Xn )gRo
NB. On ne suppose pas qu'on sait décider si oui ou nom il
existe une lettre
En particulier, la donnée d'une proposition, clest-a-
dire d'une relation & O argument (comme dirait ltautre)
est une fonotion.Pk ou encore une "méthode de décision”

t.q. P& () 3;

é-;‘lf :7:9 t pas une preuve de P.

J1 ne faut pas devenir paranoiaque tout de suite au
sujet de la signification exacte des notions citéees (preuve,
fonotion, etc,). D'une part on sait assez bien de quoi on
parle, aussi bien ,ue dans le cas de la notion dtensemble
(d'objets quelconques). Dtautre part = et toujours comme
dans le cas de la théorie des ensembles -~ pour la plupart
des epplications qui. suivront on nta besoin que des pro-
priéids trés simples des notions de base en question,
propriétés que des classes familidres de. preuves et de
fonctions possédent. Je vous décrirai de telles classes
quand j'en aurai besoin. Toujours comme dans le cas des
enseubles, on aura des problémes formellement indécidés.
Bien entendu, deux questions s'imposent : 1° Trivialement,
de décider ces problémes, mais aussi, 2° de juger si oui
ou non des classes particulidres de preuves sont plus

maniables que la notion générale du départ,



Soient donc PA et PB les données des propositions
A et B, Alors la donnée de l'implication, P, =) B, est

déterminé par

PA -3 B (Tr) = 3 e%{w sf:st pas un couple (n—‘l ,7‘—2)

ou rouve '
et LE ie prouve pas I4¢» quelque soit I

P (T) = 1 =3 2507 (7)] = 1}

On voit donc que 1° W, est une application et 2° que
1a propriété, de'ﬂé y d'8tre une preuve de 1' "jdentité"
Py ('Tl") = 1 =) Pg [-“4 (115’)] = 1 est supposée décidable (pou
éviter ds la circularité, non forcément vicieuse, dans
1'explication de 1l'implication),

M8ne des (onnaissances minimes en logique courante
suffisent pour décrire des moddles familiers ou, si vous
voulez, concrets de ce qu'on parle ici. Par exemple, on
prend comme (codes des) preuves les démonstrations formelles
d/un systéme S donné ou plutdt leurs numéros dits de G3del
et comme fonctions ceiles des sous classes des fonctions @
o - W gérinissables de S, Tout ce quton a dit jusqu'a
maintenant a un bon sens pour tout S contenant un peu de
ltarithmétique et pour tout choix des sous classes. Seules
les "lois logiques" du calcul proposition ¢l dépendent
de ces choix.

Ltautre opérateur logique qui réquiert un peu de
délicatesse est V. Soit donné un funivers", mettons D
dont la donnée est P et soit PR 1la donnée de la relation
R monadique. Alors la fonction caractéristique de 1la

proposition VX R ou,plutdt de (V¥x¢ D) R est, par définition

PV: R otl



est
P (Vxe D)R (v) = ; Hi[’n'n,”t pas un couple ,

prouve
mettons (T\'n Wz)] ou(wi ne prouve pas

= |
Py (,x) = 1 =ppg [T (M), 2] = 1}

que, quelque soit

On notera que l'énoncé démontré par W , est purement
universel, ce qui est typique pour les preuvoi quton consi-
ddre ici., On voit que ceci n'est gudre plus compliqué que
liinterprétation de 1'implication - en contraste avec
lt'interprétation courante, qu'on appelle parfois ltinterpr<-
tation enssmbliste. Sans l'élaborer, je mentionne en pacsan-
qu'll n'ya aucune difficulté de préciser d'une fagon pareill:
la quantification sur ce qu'on appelle 3 suites libresovn'
choisiass., Grossidrement parlant, le but essentiel de catte
notion est de nfutiliser que des morceaux finis, et non pas
la suite corpldte, ce qui se traduit par des restirictions
(des fonctxcns‘& ci-dessus), aux applications continwues
par rappor’ & une topclogie convenabdble,

Litintsrnrétaticn des autres Qpérations logiges
est cxactouent ce qu'cn stattend sdon les iddes - wiae
lea pl—s vajues « sugegiroces par le mot "ccustractive®,

«

Coome tou. . aonda sait, Heyiing a trouvé un systdme
de rigles rormelles asscz élégant tel que..,, tout théoréme
(forzellewaat) dérivable est valide dlaprds 1'interprétation
ci=Cossus, E.en anterur, la vérificatisn est tellement é1é-
menteire qi'cile n'utiliss que des propridtés superficielles
de 1! “univers" d¢ preuves et de fonotions. Les auditeurs

sachant los éléments de la logique classique recomnaltront
l'analogie dans le cas classique. Le systdme formel de
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Heyting a des propriétés assez frappantes ; par exemgde, si
A v B est démontrable ou bien A ou bien B l'est aussi.
Ceci est étonnant parce que, en logique, A et B contiennent
des variables relationnelles ; et si3x A est démontrable,
i1l existe un texrme t tel que.. A [x/t] l'est aussi ou t
est indépendant des variables relationnelles dans A, En
langage mathématique courent, on a des propriétés
d'unifermité.

Fn revanche, la propriété de 1la compiétude est
plus délicate que dans le cas classique ol la validité dtune
formule logique ntest pas trds sensible & la classe d'ensen-
bles qu'on considére j par exomple. 571’ y a un contre
exem»le quelcongue, il y en a déjd un gul est dénombrable.
M&me plus : dans le cas classique, le choix des opérateurs
propositionnels est complet au sens f..ailier, A savoir,
toute fonction de vérité est définissable par suprosition,
& partir de (1, A) oude (7, V). Pour l'interprétation
intuitioniste, ces systdmes dlopérations ne sont évidemment
pas complets. A mon avis, tout ¢a laisse soupgonner que
dans les mathématiques dites constructives, le role de la
logizue ezt m8me moins centrel que dans .. 3 mathématiques
ensemblistas. Or, il ne faut pas exagérer dans la direction
négative non plus : les auditeurs savants en théorie des
ensenbles reconnattront la relation.en’ie la logijue intui-
tioniste et celle du forcing qui est utile & la "construc-
tion", c'eat-&-diro/ia définition explicite de moddles
(par exemple de la théorie formelle des ensembles). Elle
lteast aussi pour le choix d'axiomes, par exemple en algébre,

parmi tous ceux qui sont équivalents (gu sens classique).
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Dans tout ce que Jje viens de dire on ne s'attend a
anoun drame. Bvidemment, ltessentiel est le rlle explicite
Que la notion de preuve jous dans le cadre intuitioniste.
Les questions diﬁo. “de principe” sont, Jje pense, évidemment
barbantes et certainement pas difficiles, étant donné
1texpérience actuelle, ®n mathématiques. D'une part, 1le
oadre intuitioniste n'est sfrement pas totslement stérile (
(et, & plus forte raisom, il est cohérent), MBme plus ¢
on s'attend que ~ en oce qui oconcerne la pensée mathématique~-
du moins une Sonno'partio des ocomplexités des structures
nathénatiﬁubl..o traduisent asses facilement en termes des
prouvoi qui les concernent. D'autre part, on stattend que de
simplifications découleront d'une interprétation - par
exempls de 1'interprétation olassique = qui supprime toute
mention des preuvaes (avec le sous entendu qutelle soit
adéquato 3 la questicn considérée). Bref, il faut pousser
les rechcrches sur ia logique intuitioniste assez loin, .
pour . se f.iri une idée - m8me approximative - di sa valeur,
ce qui laisse soupgonner, puisque par définition, que
1'intérdt philosophique,

2, La philosophie des mathématiques

£alon le but formuléd dans ltintroduction, je commence
gveo loe Yanalités que llexpérience en logique intuitioniste
sort & 1llustrer. A mon avis, la banalité la plus utile
concernant les questions philosophiques traditionnelles
est la suivante ¢ elles se présentent quand on sait trde
pou (et au sens phylogénétique ot au sens ontogénétique).
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Par conséquent, la plubart d'entre elles ont un bon sens i
par contre, on ne peut pas s'attendre que 1; plupart restenf
intéressantes quand on sait plua. Egalement, on stattend |
que la plupart ont un caractére trés général ou "abstrait",
tout simplement parce qu'on sait trop ppu pour se référer
aux propriétés spécifiques des objets dont il stagit. (Les
mathématiciens parmi les auditeurs sauront bien que les
prqmibres sojutions d'un problime sont souvent “trop"
difficiles parce qu®elles n'utilisent pas "assez" des hypo-
théses qui sautent aux yeux -~ ou bien parce que ces hypo-~
thdses sont inutiles, cl'est-A-dire le probldme a un caractdre
plus abstrait, qu'on ne pense). En effet, souvent il faut
des cohnaiesances plut8t détaillées pour la formulation
méme des questionQ non triviales tandis qu'on peut toujours
poser des questions dites philosophiques, mettons sur la
réalité des objets ou sur la validité des preuves, ou des axio
mes, Ayant dit tout ga, il faut souligner que les réponses -
méme des bonnes réponses - & ces questions ne sont pas
souvent utileﬁ, comme - les réponses aux enfants qui continuent
4 demander : Pourquoi ? De plus, parfois l'extension de
1ltexpérience (acientifiqué) est évidemment fort utile pour
répondre a doa_questiona‘naivos, par exemple "Qu! est-ce que
la matidre ?" et parfois elle ne l'est pas, par exemple,
"Qufest-ce qutun cercle ?" ( avant la découverte de la dé-
finition euclidienne).

En ce qui concerne la validité des déductions
mathématiques courantes, la logique, et, en particulier, 1la
logique intuitioniste n'a rien apporté :' tout simplement

parce que le probldme n'est pas 1id. Il est un fait que,
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souvent, on pourrait formaliser les raisonnements sans
difficulté et on pourrait le faire en n'utilisant que les
rdgles intuitionistes. On ne le fait pas : pour cause, par-
ce que cette espdce de rituel n'ajouterait rien ~ et c'est w»
une' découverte empirique. (Bien entendu, quand il s'agit

des programmes de calculatrices et non pas dtexplications
aux gens, il faut des formalisations.

A mon avis, la logique intuitioniste est inférieure
& la logique classique par le fait qu'elle fait semblant
d'étudier des preuves, D'une part elle les mentionne (dans
l'interprétation logique; d'autre part, elle se contente
des énoncés superficiels que toute classe de preuves close
par rapport A des conditions assez triviales satisfait. De
plus,en mettant l'accent sur lthistoire de la validité des
preuves, histoire qui veut 8tre et profonde, elle
cache le probléme bien plus délicat dtétudier leurs struc-
tures et en particulier de trocuver les notiorns nécessaires
4 cette étude.

Bien sfir, la possibilité, d'ailleurs mal connue., de
dévelovper la plupart des mathématiques cdurantes dans lé
cadre intuitionis.c, montre "en principe" comme on dit, que
les hypothedses dites réalistes des mathématiques ensemblis-
tes ne scnt pas nécessaires (aux parties des mathématiques
en cucaiion), Oui & quoi bon ? Comme toute application
du rasoir d!Ockham cela ne montre que ltinsuffisance des
parties mentionnios & un jugement sur les hypbthéses.en

question 3 ici les hypothdses ensemblistes.

3. La pédagogie des mathématiques

Je commence avec la distinction - banale , dbien entendu
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mais absolument essentielle ~ entre l'enseignement des
masses ét ce que jtappellerai l'enseignement intime, que
J'exp;iquerai en détail plus tard. Bien que, Jje pense, la
logique intuitioniste n'ait aucune place dans l'enseigne-
ment des masses, je rappelle trés briévement une contribu-
tion indirecte. Le souci d!'éviter des notions ensemblistes
a conduit & la mécanisation ou encore formalisation des
grandes parties des mathématiques , ce qui est évidcmment
utile & la bonne exploitation des calculatrices. Puisque
celles~ci ne manquent jamais d'énergie, ni donc de patience
(elles sont pré8tes a répéter n'importe quoi), elles sont
destinées & jouer un r8le central dans l'enseignecment des
masses, De plus, les développements de la programmation
permettent l'usage simultané de plusieurs styles de l'ensei-
gnement parmi lesquels l'étudiant peut choisir, ce qui
fatiguerait l'enseignant moyen. Les preriers essais que je
connais dans cette direction, par exemple, & Stanford, ont
pris comme point de départ la théorie élémentaire des
ensembles §; peut-8tre & cause de eem sa rencmmée comme

un langage "universel”". Or l'expérience a déja montré
qu'elle ntest pas tellement utile dans ce but ; par
exemple, les systémes dits fonctionnels, c' .t-a-dire
algébrigues, sans aucun symbolisme logique, se pré&tent
souvent mieux a4 la mécanisation., Sans nier 1l!'intéré&t
objectif des problémes, Yy compris des problémes mathcma--
tiques, que l'enseignement (des mathématiques) aux masses
souldve, je mtarr8te ici, étant trds content que je ne

suis pas obligé de me méler dans ce domaine ni m8me d'expri-

mexr dl'opinion,
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Par contre, il y a une autre parfio de lt'enseignerient
qui, semble-t-il, est utile aux étudiants peu sages ; par
exemple ,coux qui ne sont pas persuadés par les bons conseils
mettons, Ju Bourbaki 3 conseils que telle ou telle notion
vaut la poiﬁe. ou que tel ou tel sujet ne le mérite pas.
Autrement dit, manquent de sagesse (le but de 1la philosophie
dans son sens ancien) ces étudiants, bien que doués en maché-~
matiques, ne réalisent pas la valeur des bons conseils que
les spécialistes leur donnent ; et aprés tout puisque ces
conseils sont fondés sur des expériences en mathématiques
que les débutants ne possddent pas, on doit stattendre a ce
que parfois, méme dee'tréé bons conseils risquent de leur
sembler bizarres. En particulier, des questions qu'on jugera
comme peu ﬁtilee aprés leur anaiyse, s'imposent § du moins
aux esprits peu sages. Bien entendu, ceux-ci étant souvent
légdrement tdtus, ne pesuvent que mépriser les astuces des
petits pucagogues qui prétendent que ces questions n'ont
aucun sens, Alors, quoi faire 7?7 Probablement,-souvent la
bonne réponse est : rién., Comme dans le y les esprit:
peu sages payercnt le prix de leur manque de sagesse. Seule-
ment, de temps< en tenps l'un ou ltautre de ces esprits
profite, sembie-~...il, d'un traitement détaillé de leurs
questions,délicates, traitement que Jé propose d'appeler
l'enseignement intime.

L‘expérience que Je vais citer ﬁlus bas, montre, 2
mon avis, gque la logique intuitioniste et ses variantes
sont fort utiles dans ce but. Pour éviter dai doutes super-
flus, Jje n; me réfdre qu'aux gens considérés comme vraiment

doués en mathématiques, ot comme possédant un peu de sagesse,
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& savoir les mathématiciens Littlewood, Emil Artin et Alan
Baker. Je n'invente pas d'histoire imaginaire. Toutes les
questions concernaient des bornes dites explicites ; non
pas des bornes optimales (qui auraient un intéré&t mathémati-
que intrinsdque), mais tout simplement bornes fournies par
des démonstrations connues,

Littlewood a démontré que
Yn 3m1 Jm“?[m1 dnpamyon T (my) - 1i (my)> 04 1i(my) 7T (m,)> o].
Bien sfir, en principe on trouvera de tels ﬁ} et m, par essails
La question de Littlewood était de savéir si oui ou non
l'analyse de sa démonstration, sans aucune astuce supplémen-
taire, donne des bornes »a(n) et ri(n) pour m, et m, respec-
tivement, Evidemment une réponse positive nta pas besoin
d'une définition générale de la notion "analyse... Sans...
astuce", En effet, l'application mécanique de l'analyse four-
nie par les preuves dites de la cohérence de 1l'arithmétique
fofmelle donne une réponse positive. (On sait dtailleurs
améliorer ces bornes pas mal par l'utilisation astucieuse des
calculatrices, et donc ltanalyse sanc astuce est démontrable-
ment inutile).

Artin a démontré que, 'pour tout c..ps K ordonné et
pour tout polyno;ne p(xq, ey xn) (du degré d), si pd O dans
la cl8ture réelle de K (et donc dans toutes les extensions
de K réelles ferﬁées) alors 1l existe des éléments cig;o
de K ét des polynomes pj , q ¢ de K [x;, eoe xn] tel que
v::,... Vxn[ P azci(pi/qi)z ] . ( La formulation. est
légbrement différence de celle d'Artin), Artin voulait sa-
voir si l'analyse sans astuce de sa démonstration donne une

borne pour le nombre de carrés (pi/qi)2 , par exemple

indépendante du corps K. (X1 aurait pu demander aussi une
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borne des degrés des pi et gqi, ou des hauteurs des ci dans
le sous corps de K engendré par les coefficients de p).
Encore une fois, les preuves de la cohérence de la logique
classique, preuves n'utilisant que la logique intuitionisce,
fournissent la réponse positive, (On sait d'ailleurs amélio-
Ter ces bornes a la Pfister, du moins par des corps K rdels
fermes et donc l'analyse sans astuce est, encore une fois,
démontrablement inutile),

Roth a démontré que, pour tout nombre algébrique %

¥ Joo Vp Yq (qéqo—)/“-g /> 1__ )

q2 + n-1
et Davenport et Roth ont donné des bornes pour le nombre,
mettons ~s (X ,n) de 3 @

Ip (/m-2 /&= ).

-1
q2 +n

en fcnction du degré et de la hauteur ded\ , Baker a utilisé

ces tornes et voulait savoir si oui ou non 1° ltanalyse sans
astuce de la démonstration de Roth donne, elle aussi une
borne pour N (®n) et 2° cette borne suffit dans son but. La
féponse au 1°% est positive et celle du 2° est négavive., Il
ne pense pas qu'on sait assez de la matiere pour décider de
fagon définitive s: oui ou non les questions de.Baker sont
ﬁeu sages. Or, il y a de fortes chances qgutelles le soient,
Jtajoute deux commentaires qui sont sﬁéement perti-
nents a l'enseignement intime ; 1ltun auquél Je me réfeére
ausel plus tac concernera éventuellement aussi la praxis
(future). 1° Evidemment la question de Baker fait intervenir
une distinction trés familiére aux spécialistes en logique
intuitioniste, mais souvent qualifiée comme "gubtile", clest=-

d-dire mal comprise, par des autres ; & savoir, entre une



borne pour le nombre et pour la grandeur des q :
P (/X - p/a /<&q ~1-n~! )% 2° Vue en termes intuitionisctes,
en particulier , en termes de suites librement choisies, la
variante suivante de la question d'Artin sf'impose, par exen-
ple si K est le corps ordonné des réels (librement choisis'.
On voudrait savoir si oui ou non, mettons, les ci dépendent:
d'une fagon continue des coefficients du polynome p, parce
qu'on n'opére que sur des "approximations". Moins triviale-
ment ¢ la réponse risgue df'8tre sensible au choix précis
de la topologie sur les "réels", par exemple, la topologie
habituelle ou la topologile produite sur¢y-=9 2 quand on
distingue entre 1.6 et 0.; e« Ceci nfest point farfelu,
Considérons

\fc Ix (x3 - 3x = ¢).

Est-ce qgu'il existe une application g : ¢ v x tel que

Y[ § (c) - 3E(e) = o]

qui est continue 1° pour la topologie habituelle ? ot 2°

pour la topologie produit sur 2“’ (et non forcément "exten-
sionnelle”). La réponse au 1° est évidemment négative, au 2°
également, évidemment,positive. Bien entendu on n'a besoin

de la logique intuitioniste pour comprendrs ni les guestions
posées ni les solutions. Son r8le est de nous rendre sensibles
4 ces questions ettde nous orienter sur leurs solutions. Si
oul ou non elles sont utiles, clest l'affaire de la praxis

que Je vais discuter maintenant,

L, La praxis des mathématiques

La banalité déterminante & ce sujét est 1iée au

fait bien connu que plusieurs idées qui nous sautent & lles-



prit, quand nous savons trés peu, res nt utiles, v conpxic
les idées générales cderriére la logiq 2 intuitioniste. De
telles idées sont souvent m@8me trés u iLles parce que - dtapré:
ce gu'on vient de dire - elles nous s at particulilrement
maniables., Elles font partie de 1la pr “is sans qu'on s'aper-
goive souvent de leur origine. En par  .culier, Poincar+ ot
Brouwer étaient fortement attirés par tles iddes plus ou
moins intuitionistes, comme tout le m .ie le sait. Or,
contrairement a ce qué beaucoup de ge: . simplistes suprosenrt.
Brouwer s'est intéressé 4 ces idées d 1s sa thése, bien
avant ses travaux topologiques ; en t. :t sa thé&se qui était
vide sur le plan mathématique ne contenait que des polémiques
conire les fondements ensemblistes. Et le point de départ
de ses travaux topologiques était sa -~ "itique du livre
ce Schdénflieb, livre zppartenant plutdt au bord de la
théorie dite descriptive des ensembles et de la teposlocie,
Ses prérérences pour l'utilisation des polyédres et des opé-~
rations sur des morceaux finis, brof pour la topologie
algebii-;ue, sont étrritement 1liées & scs soucis de constiucti-
vité,

Par ccanségnrert - et ceci est tout a fait baaal, mais
imjortant - uﬁ grand nombre d'applications mathématiques
que l'étude.systémaiique de la logique intuitioniste aurait
suggérées p.csque automatiquement, ;'ont déja partie de 1la
praxis. On .1'ava % pas besoin d'vne ‘tude systématique : 1les
idées généralés et m&me assez vaguce: sans analyse plus
précise qui a conduit & la logique intuitioniste,.suffisent
aux applications en question. Autreront dit, l'usage purement
heuristique de ces idées était tellement rentable (du moins,

aux mains de Brouwer) que la question se pose si oui ou non



aussi leur analysc ' us précise eot systématique vaut la peinrn:.
En termes de la thé: 'ie économique : est-ce qu'on a déjo
atteint le point of -‘iminishing returns ?

A 1l'heure ac’ 'elle, cette question me semble ouvertce,
Pour prendre un cxc: »le concret, je'n'ai rien trouvd dans les
textes récents de ' shhop qu'on ne peut pas formuler d'une
facon absolument ad uate cn termes de mathématiques ccurante:
- et j'en suis sy, T,ishop ne réalisc pas combien il a profi-:
c¢es mathémaviques (:'il a apprises a Chicago. Considdrons 1o
théoreme de Brouwev Lui—héme sur les points fixes, mettons
pour Ja dimens:on 2 1 f est une application centinue 2u
sens hebituel : f 2 -=3 Sz.

Question (po.. la topologie de la convergence uriforu

]

suor f) + Est-ce qu'il existe unc application contiaue

¥ £f == 82 t21 qi'e F ( f)~—w est un point fixz de t ?

La réponse est évidemment ncgative. Or la conti. ité
en question est slirement une condition minimale pour qu'il
existe une preuve consiructive du.théoréme de Brouwci, sans:
aucune analyse plus fir: de la notion de la conztructivité.

Par contre, une condition suppliémcntaire surx [ e? non
pas farfelue entralne la continuité : on sc contorme a des f
qui possident des points fivxes isolés. (Cette condition n'e=~
pas farfelue, par exemple pour des applications du tihéoreme
de Brouwer a la solutinn des équations différentiel}es : des
exigences de la stabilité requiérent souvent des solutions
isolées).

En termes plus nédantesques, pour tirouver une eolution

continue de lt'équation fonctionnelle, pour tous les f d'une

classe convenable

f[F (f)J = F (f)
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on "enrichit" la donnée de f par un intervalle 1 f dans lc-
quel f possdde un seul point fixe et on opdre sur cette 9

donnée enrichie. Bien entendu, cette remarque ntest utile

que si l'on a de bonnes classes d'applications pour lesquelles:
un tel i, est effectivement trouvable. (1)

Malgré lt'adéquation des mathématiques courantes a la
plupart des probldmes intuitionistes (dans un sens plus ou
moins précis), Je ne suis pas persuadé que l'analyse systéma-
tique de la logique intuitioniste restera inutile sur le plan
mathématique, pour la traison suiveante., L'adéquation dont je
viens de parler est assez faible , surtout parce qutelle
dépond dtun bon choix dl'enrichissements, choix souvent qua-
1i£ié comme "astucieux).

Prut.on faire mieux ?

Sn »rincipe, oui. (En termes familiers aux logiciens,
23 qu'ton appelle "intorpritations fouctionnelles™ ot aussi
"$limination dey sultes -lbrenont choisies" fournit, en
einéocl, de tels onrichissements & partir des démonstiations
forme..les). In pratique, la réponse est plus délicate - et, je
nelso, to>at & fzit pareille & la situation en ce qui corcerne
la (uéile des nmoddles, Dans la plupart des cas, on trouve
Ji. Sclutlon, cl’est-d-dire l'enrichissement qui ccnvient
(ccmme on avait trouvé la plupart des solutions que le théo=-
réme de finitude en théorie des modédles donne d'une fagon

plua systématique)., Sans doute, ll'explication systématique

(1) Pour éviter des malentendus : Bishop ne donne pas les
oconsidérations ci-dessus § au contraire sa "version construce
tive™ n'est rien dtautre que ¥V n (Ix¢ s?) (r £ (x) - x/< n=1)
L'analyse logique donne =automatiquement-~ une version beaucoup
plus forte.
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de ces choix est satisfaisante pour ltesprit - ou, plutdt,
pour les esprits peu sages : ce qui revient & la constatation

déja faite sur l'utilité de la logique intuitioniste (qui
fournit l'explication) a la pédagogie intime., Or, la possi-
bilité reste qutun jour on aura besoin des théorémes généraux
pour faire un choix (d'enrichissement) qui marche. Ce genre
de question admet , bien entendu, un jugement objectif ; mais
il ntest pas facile. Le mathématicien pensera & la question
si oui ou non les méthodes topologiques sont egsentielles a
la théorie des nombres, par exemple, a l'hypothése de

Riemann - pour les courtes algébriques et pour les variétés -
et 1a difficulté dt'en juger, mettons en 1350, 1970 et 1975.
La plupart d'entre nous savent bien que nous n'y sommes
compétients qu'au plus dans un domaine bien limité.

Pour terminer. Les idées générales de la logique
intuitioniste, c'est-a-dire de lt'interpritation des énoncés
logiques qui fait intervenir les preuves, se prétent & une
théorie cohérente. Elle est sfirement utile a la pécdagogie
intime. La question semble 8tre ouverte si oul ou non elle
ect utile a4 la praxis. A mon avis 1l est presque certain
qu'elle n'apporte rien aux questions de la philosophie mathé-
matique traditionnelle (bien qu'elles soient & llorig’ne
du développement de la logique intuitioniste). La raison
ntest pas du tout dramatique (par exemple, il ne s'agit pas
de questions qui n'ont pas de sens). On n'a pas les
éléments pour une réponse qui vaut la peine. Je compare sou-
vent ces questions a4 la question tout & fait normale t Pour-
quoil le verre est-il transparent ? Bien sfir, parce qu'on voit
& travers. Or une bonne réponse ntétait possible sans

extension considérable de l'expérience physique (aux phénomd-
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nes atomiques) ou, si vous voulez , sans progrés d'ordre
technologique. I1 me semble que notre expérience des pos:i-
bilités de l'imagination mathématique est beaucoup trop
limitée pour donner des réponses utiles. Bjen entendu, ave:z
un peu d'esprit, des spéculations inutiles peuvent 8&tre
satisfaisantes : aprés tout, ce que Galilé et Newton ont
dit sur la structure de la matiére était - forcément - inuril:
ot néanmoins aussi spirituel que leur oeuvre scientifique

(et eux ils s'en doutaient).



