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L E S M A T H E M A T I Q U E S : 

LEUR PHILOSOPHIE » PEDAGOGIE ET PRAXIS, 

G* Kreisol 

I n t r o d u c t i o n 

Le but principal de cette conférence est de formiior 

quelques constatations aux sujets cités dans le titre, cor.--

tatations qui rne semblent fort utiles au sens suivant. 

Bien qu felles ne résolvent pas, par elles-mêmes, des 

problèmes difficiles, leur oubli conduit souvent à des 

efforts peu rentables et f par conséquent, à la longue 

frustrants et insatisfaisants* Autrement dit, il s 1 agir cie 

ce que les scientifiques considèrent comme des banalités 

oubliant - il faut 1«avouer - l fhygiène intellectuelle 

qu 9elles fournissent• 

Une vertu nétfj. -gée de 1 1 enseignement philosophique 

est d fapprendre aux ^ens comment formuler des banalise ? 

d fune façon impressionnante ou, du moins, mémorable. 

Malheureusement je n fai jamais profité de ce (j^nre d ferAsei-

gnement* J fadopterai donc le style anglais et j'essayerai 

à illustrer ces banalités ; en particulier, en citant des 

expériences en logique intuitioniste• Alors je me propose 

de vous expliquer d 1abord les notions de base et d'énoncer 

quelques résultats précis et simples qui, je pense, sont 

de valeur et par leur intérêt intrinsèque et parce qu'ils 

corrigent des malentendus répandus sur 1 1intuitionisme (ma­

lentendus qui roflètent d failleurs ce que les intuitionisT.? 
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eux-mêmes se sont attendus il y a 50 ans). Ensuite, R a j o u ­

terai des commentaires qui lieront ces résultats - et sur­

tout le choix des questions auxquelles les résultats 

répondent -aux banalités que j fai qualifiées comme utiles 

ci-dessus. Et j'espère que grâce à cette liaison, vous 

vous souviendrez d felles pour les utiliser même dans des 

autres contextes. 

1. La logique intuitioniste• 

Il s fagit d»une interprétation ûes opérateurs 

(~"* / A / ^ — ^ , V y 3 )f interprétation moin:; simple que 

celle des textes courants en logiquo, c fest-à-dire celle qui 

prend les opérateurs propositionels au sens des fonctions 

dites de vérité et les quantificateurs V et 3 comme des 

conjonctions et disjonctions éventue" : :.ient infinies. Il 

va sans dire que des interprétations différentes satisfont 

en général des lois logiques différer.e3 } sur le plan 

formel on se sert des règles formelles différentes, (il ne 

faut jamais oublier que la logique s'occupe surtout du 

choix des règles). Pour l'instant je ne m'intéressa pas 

outre mesure si oui ou non des intei ip^p + tions sont très 

proches à celles qui sont implicites dans les raisonnements 

courants. Apre? tout nos raisonnements dans la vie courante 

ne sont pas tellement bons et il y a des forte? chances qu v 

on peut faire mieux. Et n fimporte comment, comme dans les 

autres sciences, il y a des fortes chances que les inter­

prétations (ou phénomènes) qui sautent aux yeux» se prêtent 

pas très bien à une analyse théorique . 
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Notion» de base. La donnée d'une relation R à n 

argumente -TÇ>A # eat sa fonction "caractéristique" 

à (n 4 1) Argumente 7T f X ê ;•••/
 x 

?o ( T # « k i - # a S t ) « ^ é * i r ^ * r e u v e entrant 
* v ' 0 n feet pas 

NB» On ne euppose pae qu'on sait décider ei oui ou non il 

exiete une lettre 

En particulier, la donnée d'une proposition, c'est-à-

dire d'une relation à 0 argument (comme dirait l'autre) 

est une fonction Pj^ ou encore une "méthode de décision" 

t . , . , P „ ( - ) » ; p M - » Preuve «. P . 

Il ne faut pas devenir paranoïaque tout de suite au 

sujet de la signification exacte des notions citées (preuve, 

fonction, etc.). D'une part on sait assez bien dp quoi on 

parle, aussi bien 4ûe dans le cas de la notion d'ensemble 

(d'objets quelconques). D'autre part - et toujours comme 

dans le cas de la théorie des ensembles - pour la plupart* 

des applications qui suivront on n'a besoin que des pro­

priétés tris simples des notions de base en question, 

propriétés que des classes familières de- preuves et de 

fonctions possèdent* Je vous décrirai de telles classes 

quand j'en aurai besoin* Toujours comme dans le cas des 

enseubles, on aura des problèmes formellement indécidés. 

Bien entendu, deux questions s9imposent t 1° Trivialement, 

de décider ces problèmes, mais aussi, 2° de juger si oui 

ou non des olasses particulières de preuves sont plus 

maniables que la notion- générale du départ• 
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Soient donc P A et P B les données des propositions 

• et B. Alors la donnée de 1 * implication, P A — ) g , est 

déterminé par 

p A - 4 B (7T) « ^ ^ [ T T ^ e s t pas m C 0 U p l e (ffl » T 2 ) 

et ^ 2 é p r o u v e pas q u e ' <l u e l<l u° «oit V 

P A (T) » 1 -*PB[ir 4(v'JJ- 1J 

On voit donc que 1 ° 7T, est une application et 2° que 

la propriété» d e ^ 2 9 d f ^ t r e u n e preuve de l f "identité" : 

P A (TT ) = 1 =4 p B p î A

 8 5 1 e s t supposée décidable (pou 

éviter da la circularité» non forcément vicieuse» dans 

1 1 explication de l'implication). 

Mène des connaissances minimes en logique courante 

suffisent pour décrire des modèles familiers ou» si vous 

voulez, concrets de ce qu'on parle ici. Par exemple» on 

prend comme (codes des) preuves les démonstrations formelles 

d'un système S donné ou plutôt leurs numéros dits de Gftde'l 

et comme fonctions celles des sous classes des fonctions : 

^ -«£ définissables de S. Tout ce qu'on a dit jusqu'à 

maintenant a un bon sens pour tout S contenant un peu de 

l'arithmétique et pour tout choix des sous classes* Seules 

les "lois logiques" du calcul proposition ol dépendent 

de ces choix» 

L'autre opérateur logique qui requiert un peu de 

délicatesse est V # Soit donné un "univers 1 1 » mettons D 

dont la donnée est P D et soit P R la donnée de la relation 

R monadique. Alors la fonction caractéristique de la 

proposition Vx R ou,plutôt de (^xC O) R est, par définition 

P y x R où 
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et prOUVe 

. . t t o n . { • * , . ¥ , ) ] o t t W M p r o u v e p M 

On notera que l f énoncé démontré par Tf , est purement 

universel» ee qui est typique pour les preuves qu'on consi­

dère ici* On voit que ceci n'est guère plus compliqué que 

l'interprétation de l'implication - en contraste avec 

l'interprétation courante, qu'on appelle parfois l'interpré­

tation ensembliste* Sans 1•élaborer, je mentionne en paysan: 

qu'il n'ya aucune difficulté de préciser d'une façon pareille 

la quantification sur ce qu'on appelle 1 suites libres ?t/< 

choisies» Grossièrement parlant, le but essentiel de cette 

notion est de n'utiliser que des morceaux finis, et non pas 

la suite cocplàte, ce qui se traduit par des restrictions 

(des fonctxcns^ ci-dessus), aux applications contenues 

par rapport à une topclogle convenable# 

L'interprétation des autres opérations logiques 

est exactement ce qu'en s'attend sabn les idées - iu£me 

les pl^a «values - augurées par le mot "eenstractive*• 

Ccsrô  touw .V nonJa sait, Heycing a trouvé un système 

de règles formelles assez élégant tel que.., t<$Ut théorème 

(for^ellcar^ïit) dérivable est valide d'après l'interprétation 

el-d*s*us* Elen antenuu, la vérification est tellement élé­

mentaire qu'elle n'utilise que des propriétés superficielles 

de 1' "univers" do preuves et de fonctions. Les auditeurs 

saohant le* éléments de la logique classique reconnaîtront 

l'analogie dans le oas classique. Le système formel de 



- 6 -

Heyting a des propriétés assez frappantes } par exempte, si 

Â v B est démontrable ou bien A ou bien B l fest aussi» 

Ceci est étonnant parce que, en logique, A et B contiennent 

des variables relationnelles $ et si 5.x A est démontrable, 

il existe un terme t tel que:. A (,x/t] l 9est aussi où t 

est indépendant des variables relationnelles dans A. En 

langage mathématique coux*çuit, on a des propriétés 

d'uniformité• 

En revanche, la propriété de la complétude est 

plus délicate que dans le cas classique où la validité d'une 

formule logique n'est pas très sensible à la classe d fensem­

bles qt;'on considère ?\par exemple« s'il y a un contre 

exemple quelconque, il y en a déjà un qui est dénombrable. 

Même plus s aana le cas classlque r le choix des opérateurs 

proposittsnnels est complet au sons f<ailier, à savoir, 

toute fonction de vérité est définissable par supposition, 

à partir de (n , A ) ou de (-? , V)# Pour l'interprétation 

intuition!ste, ces systèmes d fopérations ne sont évidemment 

pas complets « A mon avis, tout ça laisse soupçonner que 

dans les mathématiques dites constructives, le rôle de la 

logique est môme moins central que dans . a mathématiques 

ensemblistes• Or, 11 ne faut pas exagérer dans la direction 

négative non plus t les auditeurs savants en théorie des 

ensembles reconnaîtront la relation ent.\e la logique intui-

tioniste et celle du forcing qui est utile à la nconstruc-

à 

tion w, c'est-à-dire/la définition explicite de modèles 

(par exemple de la théorie formelle des ensembles)* Elle 

l'est aussi pour le choix d'axiomes, par exemple en algèbre, 

parmi toua oeux qui sont équivalents (au sens classique)» 
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Dans tout ©e que Je Tiens de dire on no o'attend à 

•noua drame* «Vlds—nt, l'essentiel oot le rôle explicite 

que In notion do preuve Joue dans lo oadro latultionlete* 

Lee questions dite* "de prinoipe» sont, je penee, évidemment 

barbantee ot certainement pao difficiles, étant donné 

l'eacpérlonoe aotuelie, on nathématiques. D'une part, le 

oadro Intultlonlsto n'est sûrement pas totaleaent stérile ( 

(et, à plus forte raison, 11 est oohérent)* Mené plue t 

on s'attend que - en oe qui oonoerne la pensée aathématique-

du nolns une bonne' partie des oomplexltés des struotures 

mathématiques se traduisent asses facilement en termes des 

preuves qui les oonoornent* D'autre part, on e'attend que de 

simplifications découleront d'une Interprétation - par 

ereziple do 1*interprétation olassiquo - qui supprime toute 

mention des preuves (aveo le sous entendu qu'elle soit 

adéquato à la question considérée)* Bref, 11 faut pousser 

les reohcrohes sur la logique intultlonlsto asses loin, 

pour.se faire une.idée - marne approximative - de sa valeur, 

oe qui laisse soupçonner, puisque par définition, que 

l'intérêt philosophique, 

2« La philosophie des mathématiques 

Selon le but formulé dans 1'introduction, Je oommenoe 

cvoo lac banalités que l'expérlenoe en logique lntultlonlete 

sert à Illustrer* A mon avis, la banalité la plus utile 

oonoomant les questions philosophiques traditionnelles 

oot la suivante t elles se présentent quand on sait très 

peu (ot an sens phylogénétique ot au sons ento génétique)• 
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Par conséquent, la plupart d'entre elles ont un bon sens ; 

par contre, on ne peut pas s'attendre que la plupart restent 

intéressantes quand on sait plus. Egalement, on s'attend 

que la plupart ont un caractère très général ou "abstrait", 

tout simplement parce qu'on sait trpp peu pour se référer 

aux propriétés spécifiques des objets dont 11 s'agit. (Les 

mathématiciens parmi les auditeurs sauront bien que les 

premières solutions d'un problème sont souvent 11 trop" 

difficiles parce qu"elles n'utilisent pas "assez" des hypo­

thèses qui sautent aux yeux - ou bien parce que ces hypo­

thèses sont inutiles, c'est-à-dire le problème a un caractère 

plus abstrait, qu'on ne pense). En effet, souvent il faut 

des connaissances plutôt détaillées pour la formulation 

môme des questions non triviales tandis qu'on peut toujours 

poser des questions dites philosophiques, mettons sur la 

réalité des objets ou sur la validité des preuves, ou des axlo 

mes. Ayant dit tout ça, il faut souligner que les réponses -

môme des bonnes réponses - à ces questions ne sont pas 

souvent utiles, comme les réponses aux enfants qui continuent 

à demander s Pourquoi ? De plus, parfois l'extension de 

l'expérienoe (scientifique) est évidemment fort utile pour 

répondre à des questions naïves, par exemple "Qu' est-ce que 

la matière ?" et parfois elle ne l'est pas, par exemple, 

"Qu'est-ce qu'un cercle ?" ( avant la découverte de la dé­

finition euclidienne). 

En ce qui concerne la validité des déductions 

mathématiques courantes, la logique, et, en particulier, la 

logique intuitioniete n'a rlèn apporté t tout simplement 

parce que le problème n'est pas là. Il est un fait que, 
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souvent, on pourrait formaliser les raisonnements sans 

difficulté et on pourrait le faire en n'utilisant que les 

règles intuitlonistes. On ne le fait pas t pour cause, par­

ce que oette espèce de rituel n'ajouterait rien - et c'est *> 

une découverts empirique* (Bien entendu, quand il s'agit 

des programmes de calculatrices et non pas d'explications 

aux gensa 11 faut des formalisations. 

A mon avis, la .logique intuitioniste est inférieure 

à la logique classique par le fait qu'elle fait semblant 

d'étudier des preuves. D'une part elle les mentionne (dans 

l'interprétation logique; d'autre part, elle se contente 

des énoncés superficiels que toute classe de preuves close 

par rapport à des conditions assez triviales satisfait. De 

plus,en mettant l'accent sur l'histoire de la validité des 

preuves, histoire qui veut être et profonde, elle 

cache le problème bien plus délicat d'étudier leurs struc­

tures et en particulier de trouver les notions nécessaires 

à cette étude. 

Bien sûr, la possibilité, d'ailleurs mal connue«, de 

développer i a plupart des mathématiques courantes dans le 

cadre intuitioniste, montre "en principe" comme on dit, que 

les hypothèses dites réalistes des mathématiques ensemblis-

tes ne sent pas nécessaires (aux parties des mathématiques 

en cue^liorO. Oui à quoi bon ? Comme toute application 

du rasoir d'Ockham cela ne montre que l'insuffisance des 

parties mentionners à un jugement sur les hypothèses en 

question } loi les hypothèses ensembllstes. 

3« L* pédagogie des mathématiques 

Je eommence avso la distinction - banals , bien entendu 
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mais absolument essentielle - entre 1 1enseignement des 

masses et ce que j'appellerai 1 1enseignement intime, que 

J'expliquerai en détail plus tard* Bien que, je pense, la 

logique intuitioniste n'ait aucune place dans l'enseigne­

ment des masses, je rappelle très brièvement une contribu­

tion indirecte. Le souci d'éviter des notions ensemblistes 

a conduit à la mécanisation ou encore formalisation des 

grandes parties des mathématiques , ce qui est évidemment 

utile à la bonne exploitation des calculatrices. Puisque 

celles-ci ne manquent jamais d fénergie, ni donc de patience 

(elles sont prêtes à répéter n'importe quoi), elles sont 

destinées à jouer un rôle central dans 1 1enseignement des 

masses* De plus, les développements de la programmation 

permettent l'usage simultané de plusieurs styles de l'ensei­

gnement parmi lesquels l'étudiant peut choisir, ce qui 

fatiguerait l'enseignant moyen. Les premiers essais que je 

connais dans cette direction, par exemple, à Stanford, ont 

pris comme point de départ la théorie élémentaire des 

ensembles j peut-être à cause de een sa renommée comme 

un langage "universel"• Or l'expérience a déjà montré 

qu'elle n'est pas tellement utile dans ce but ; par 

exemple, les systèmes dits fonctionnels, c f t~à~dire 

algébriques, sans aucun symbolisme logique, se prêtent 

souvent mieux à la mécanisation. Sans nier l'intérêt 

objectif des problèmes, y compris des problèmes mathéma­

tiques, que l'enseignement (des mathématiques) aux masses 

soulève, je m'arrête ici, étant très content que je ne 

suis pas obligé de me mêler dans ce domaine ni même d'expri­

mer d'opinion* 
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Par contre, il y à une autre partie de 1 1 enseiçner.enr 

qui, semble-t-il, est utile aux étudiante peu sages ; par 

exemple ,ceux qui ne sont pas persuadés par les bons conseils 

mettons* du Bourbakl f conseils que telle ou telle notion 

vaut la peine 9 ou que tel ou tel sujet ne le mérite pas. 

Autrement dlt 9 manquent de sagesse (le but de la philosophie 

dans son sens ancien) ces étudiants, bien que doués en mathé­

matiques, ne réalisent pas la valeur des bons conseils que 

les spécialistes leur donnent ; et après tout puisque ces 

conseils sont fondés sur des expériences en mathématiques 

que les débutants ne possèdent pas, on doit s'attendre à ce 

que parfois, mfime des très bons conseils risquent de leur 

sembler bizarres. En particulier, des questions qu'on jugera 

comme peu utiles après leur analyse, s 1imposent ; du moins 

aux esprits peu sa^es. Bien entendu, ceux-ci étant souvent 

légèrement tôtus, ne peuvent que mépriser les astuces des 

petits pédagogues qui prétendent que ces questions n'ont 

aucun sens. Alors, quoi faire ? Probablement, souvent la 

bonne réponse est : rien. Comme dans le , les esprit; 

peu sages payeront le prix de leur manque de sagesse. Seule­

ment, de te»np<? en tcn.ps l fun ou l'autre de ces esprits 

profite, semble~K il, d f u n traitement détaillé de leurs 

questions délicates, traitement que je propose d'appeler r 

l'enseignement intime. 

L'expérience que je vais citer plus bas, montre, à 

mon avis; que la logique intuitioniste et ses variantes 

sont fort utiles dans ce but. Pour éviter des doutes super­

flus, je ne me réfère qu'aux gens considérés comme vraiment 

doués en mathématiques, et comme possédant un peu de sagesse, 
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à savoir les mathématiciens Littlewood, Emil Artin et Alan 

Baker* Je n'invente pas d'histoire imaginaire. Toutes les 

questions concernaient des bornes dites explicites j non 

pas des bornes optimales (qui auraient un intérêt mathémati­

que intrinsèque), mais tout simplement bornes fournies par 

des démonstrations connues. 

Littlewood a démontré que 

V n 3 m 1 -3m2 ̂ m 1 > n A m 2 > n A T ( m 1 ) - l i (m, ) > 0 A li(m 2) ïT(m 2)> o\. 

Bien sûr. en principe on trouvera de tels m«| et m g par essais 

La question de Littlewood était de savoir si oui ou non 

l'analyse de sa démonstration, sans aucune astuce supplémen­

taire, donne des bornes ^ (n) et fai1*) pour m^ et respec­

tivement. Evidemment une x^éponse positive n f a pas besoin 

d'une définition générale de la notion "analyse... sans... 

astuce". En effet, l'application mécanique de l'analyse four­

nie par les preuves dites de la cohérence de l'arithmétique 

formelle donne une réponse positive. (On sait d'ailleurs 

améliorer ces bornes pas mal par l'utilisation astucieuse des 

calculatrices, et donc l'analyse sans astuce est démontrable-

raent inutile). 

Artin a démontré que, pour tout c K ordonné et 

pour tout polynôme p ( x l f .... x ) (du degré d) , si p > 0 dans 

la clôture réelle de K (et donc dans toutes les extensions 

de K réelles fermées) alors il existe des éléments c.^^.0 

de K et des polynômes pj , q : de K x

n ]
 t e l <l u e 

Vx,,.** V x n £ p a ̂ O i ( p i / q i ) 2 ^ . ( La formulation, est 

légèrement différence de celle d'Artin). Artin voulait sa­

voir si l'analyse sans astuce de sa démonstration donne une 

borne pour le nombre de carrés (pi/qi)2 , par exemple 

indépendante du corps K. (il aurait pu demander aussi une 
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borne des degrés des pi et qi, ou des hauteurs des ci dans 

le sous corps de K engendré par les coefficients de p ) . 

Encore une fois, les preuves de la oohérence de la logique 

classique, preuves n'utilisant que la logique intuitionis?e, 

fournissent la réponse positive• (On sait d'ailleurs amélio­

rer ces bornes à la Pfister, du moins par des corps K réels 

fermes et donc l'analyse sans astuce est, encore une fois, 

démontrablemont inutile). 

Roth a démontré que, pour tout nombre algébrique °^ 

V * 3qO V p ^ q (q^qo / * - g / > J \ 

et Davenport et Roth ont donné des bornes pour le nombre, 

mettons *vi («*. »n) de q t 

3 p (/*-| / ^ - j r r a . , ) . 

en fonction du degré et de la hauteur deCC # Baker a utilisé 

ces t o m e s et voulait savoir si oui ou non 1 ° l'analyse sans 

astuce de la démonstration de Roth donne, elle aussi une 

borne pour *\J (°^n) et 2 ° cette borne suffit dans son but, La 

réponse au 1 ° est positive et celle du 2 ° est négative. Il 

ne pense pas qu'on sait assez de la matière pour décider de 

façon définitive s oui ou non les questions de Baker sont 

peu sages. Or, il y a de fortes chances qu'elles le soient. 

J'ajoute deux commentaires qui sont sûrement perti­

nents à l'enseignement intime } l'un auquel je me réfère 

aussi plus bac concernera éventuellement aussi la praxis 

(future). 1 ° Evidemment la question de Baker fait intervenir 

une distinction très familière aux spécialistes en logique 

intuitioniste, mais souvent qualifiée comme "subtile", c'est-

à-dire mal comprise, par des autres t à savoir, entre une 
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borne pour le nombre et pour la grandeur des q : 

3p (A* - p/q / ^ q -" 1- n ) ^ 2 0 Vue en termes intui t ionis re s . 

en particulier , en termes de suites librement choisies, la 

variante suivante de la question d'Artin s'impose, par exem­

ple si K est le corps ordonné des réels (librement choisis 1. 

On voudrait savoir si oui ou non. mettons, les ci dépendant 

d'une façon continue des coefficients du polynôme p f parce 

qu'on n'opère que sur des "approximations"• Moins triviale­

ment t la réponse risque d'être sensible au choix précis 

de la topologie sur les "réels", par exemple, la topologie 

habituelle ou la topologie px^oduite s u r c J — 2 quand on 

distingue entre 1 .0 et O J . Ceci n lest point farfelu. 

Considérons 

S/c 3x (x 3 - 3 x = c ) . 

Est-ce qu'il existe une application ^ : c x tel que 

V c [ f (c) - 3 | ( c ) = cj 

qui est continue 1 ° pour la topologie habituelle ? et 2 ° 

pour la topologie produit sur 2 (et non forcément "exten-

sionnelle"). La réponse au 1 ° est évidemment négative, au 2 ° 

également, évidemment,positive. Bien entendu on n'a besoin 

de la logique intuitioniste pour comprendre ni les questions 

posées ni les solutions. Son rôle est de nous rendre sensibles 

à ces questions et de nous orienter sur leurs solutions. Si 

oui ou non elles sont utiles, c'est l'affaire de la praxis 

que je vais discuter maintenant. 

4. La praxis des mathématiques 

La banalité déterminante à ce sujet est liée au 

fait bien connu que plusieurs idées qui nous sautent à l'es-
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prit, quand noue savons très pou, res nt utiles, y con-pris 

les idées générales derrière la logiq o intuitionisle. De 

telles idées sont souvent même très u ».les parce que - d'aprèî 

ce qu'on vient de dire - elles nous s it particul.iorenioiu 

maniables* Elles font partie de la pr vis sans qu'on s'aper­

çoive souvent de leur origine. En par xulior, Poincor.' oc 

Brouwer étaient fortement attirés par tes idées plus o\\ 

moins intuitionistes, comme tout le rr 1e le' sait . Or, 

contrairement à ce que beaucoup de ge) simplistes supposent. 

lirouwer s'est intéressé à ces idées d is sa thèse, bien 

avant ses travaux topologiques ; en i. t sa thèse qui était 

vide sur le plan mathématique ne contenait que des polémiques 

contre les fondements ensemblistes• Et le point de départ 

de ses travaux topologiques était sa <~ itique du livre 

de Schônflieb, livre appartenant plutôt au bord de la 

théorie dite descriptive des ensembles et de la tcpolo^ie. 

Ses préférences pour l'utilisation des polyèdres et des opé­

rations sur des morceaux finis, bref pour la topologie 

algébrique, sont étroitement liées à ses soucis de constiucti-

vité. 

Par ccnséqacrt - et ceci est tout à fait banal, mais 

important - un grand nombre d'applications mathématiques 

que l'étude systématique de la logique intuitioniste aurait 

suggérées presque automatiquement, ; ont déjà partie de la 

praxis* On -l'ave pas besoin d'une Stude systématique : les 

idées générales et même assez vague sans analyse plus 

précise qui a conduit à la logique iatuitioniste, suffisent 

aux applications en question* Autrement dit, l'usage purement 

heuristique de ces idées était tellement rentable (du moins, 

aux mains de Brouwer) que la question se pose si oui ou non 
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aussi leur analyse » us precise ot systématique vaut la pein:-

En termes de la thé; *ie économique : est-ce qu'on a dojà 

atteint le point of iminishinç returns ? 

A l'heure ne' 'elle, cette question ne semble ouverte. 

Pour prendre un exc ile concret, je n'ai rien trouve dans les 

textes récents de T- >hop qu'on no peut pas formuler d'une 

façon absolument ad Auate en termes de mathématiques courante-

- et j'en suis sûr, M s h o p ne réalise pas combien il a profit: 

des mathématiques c^'il a apprises à Chicago. Considérons le 

théorème de Brouwcv lui-même sur les points fixes, mettons 

pour la dimens: on 2 m f est une application continue 

2 2 
sens habituel : f : ^ S • 

Question (pûv r la topologie de la convergence uniforme 

svr f) • Est-ce qu'xl existe une application continue 

F : f — > S t~l qi-e F ( f)--*- est un point fix s de i ? 

La réponse est évidemment négative. Or la. conti./vité 

en question est sûrement une condition minimale pour qu'il 

existe une preuve constructive du.théorème de Brouvcr, SJLUX 

aucune analyse plus f ir, d de 3,a notion de la construetivité • 

Par contre, une condition supplémentaire sui Toi; nun 

pas farfelue entraîne la continuité : on se conforme à des f 

qui possèdent des points fixes isolés. (Cette condition n'c«r 

pas farfelue, par exemple pour des applications du théorème 

de Brouwer à la solution des équations différentielles : des 

exigences de la stabilité requièrent souvent des solutions 

isolées)• 

En termes plus cédantesques, pour trouver une eolution 

continue de l'équation fonctionnelle, pour tous les f d'une 

classe convenable 

f [ F (f) J - F (f) 
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on "enrichit" la donnée de f par un intervalle i f dans le­

quel f possède un seul point fixe et on opère sur cette q 

donnés enrichie. Bien entendu, cette remarque n'est utile 

que si l 9on a de bonnes olasses d'applications pour lesquelles 

un tel if est effectivement trouvabl.e. ( 1 ) 

Malgré l'adéquation des mathématiques courantes à la 

plupart des problèmes intuitionistes (dans un sens plus ou 

moins précis), je ne suis pas persuadé que l'analyse systéma­

tique de la logique intuitioniste restera inutile sur le plan 

mathématique 9 pour la raison suivante* L'adéquation dont je 

viens de parler est assez faible , surtout parce qu'elle 

dépond d'un bon choix d'enrichissements, choix souvent qua­

lifié comme "astucieux). 

Faut-on faire mieux î 

i5n prinoipe, oui. (En termes familiers aux logiciens, 

ca qu'on appelle "interprétations fonctionnelles" et aussi 

"élimination dos suites -.ibreiiont choisies" fournit, en 

génôrc.l, de tels enrichissements à partir des démonstrations 

formelles). En pratique, la réponse est plus délicate - et, je 

pense-, *rat à fs.it pareille à la situation en ce qui concerne 

la ihéc/le des modèles. Dans la plupart des cas, on trouve 

lu Solution, c'est-à-dire l'enrichissement qui convient 

(ccTsnic on avait trouvé la plupart des solutions que le théo­

rème de finitude en théorie des modèles donne d'une façon 

plus systématique). Sans doute, l'explication systématique 

(l) Pour éviter des malentendus t Bishop ne donne pas les 

considérations ci-dessus | au oontraire sa "version construc-

tivs" n'est rien d'autre que i n (3xt S 2) (l f (x) - x/< n- 1) 

L1analyse logique donne -automatiquement- tins version beaucoup 

plus forts» 

http://fs.it
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de ces choix est satisfaisante pour l'esprit - ou, plutôt, 

pour les esprits peu sages : ce qui revient à la constatation 

déjà faite sur l'utilité de la logique intuitioniste (qui 

fournit l'explication) à la pédagogie intime. Or, la possi­

bilité reste qu'un jour on aura besoin des théorèmes généraux 

pour faire un choix (d'enrichissement) qui marche. Ce genre 

de question admet , bien entendu, un jugement objectif } mais 

il n'est pas facile. Le mathématicien pensera à la question 

si oui ou non les méthodes topologiques sont essentielles à 

la théorie des nombres, par exemple, à l'hypothèse de 

Riemann - pour les courtes algébriques et pour les variétés -

et la difficulté d'en juger, mettons en 1 9 5 0 , 1970 et 1 9 7 5 * 

La plupart d'entre nous savent bien que nous n'y sommes 

compétents qu'au plus dans un domaine bien limité. 

Pour terminer. Les idées générales de la logique 

intuitioniste, c'est-à-dire de 1'interpritation des énoncés 

logiques qui fait intervenir les preuves, se prêtent à une 

théorie cohérente. Elle est sûrement utile à la pédagogie 

Intime. La question semble être ouverte si oui ou non elle 

est utile à la praxis. A mon avis il est presque certain 

qu'elle n'apporte rien aux questions de la philosophie mathé­

matique traditionnelle (bien qu'elles soient è l'origine 

du développement de la logique intuitioniste)• La raison 

n'est pas du tout dramatique (par exemple, il ne s'agit pas 

de questions qui n'ont pas de sens). On n'.a pas les 

éléments pour une réponse qui vaut la peine. Je compare sou­

vent ces questions à la question tout à fait normale t Pour­

quoi le verre est-il transparent ? Bien sûr, parce qu'on voit 

à travers* Or une bonne réponse n'était possible sans 

extension considérable de l'expérience physique (aux phénomè-
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nos atomiques) ou, si vous voulez f sans progrès d fordre 

technologique* Il me semble que notre expérience des possi­

bilités de l'imagination mathématique est beaucoup trop 

limitée pour donner des réponses utiles. Bien entendu, avec 

un peu d'esprit, des spéculations inutiles peuvent être 

satisfaisantes t après tout, ce que Galilé et Newton oiu 

dit sur la structure de la matière était - forcément - inutil: 

et néanmoins aussi spirituel que leur oeuvre scientifique 

(et eux ils s'en doutaient). 


