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Séminaire Paul KREE 3-01
Equations aux dérivées partielles
en dimension infinie
ire année, 1974/75, n° 3, 8 p.

SUPPORTEURS DES PRODISTRIBUTIONS
ET MESURES CYLINDRIQUES

par Walter SCHACHERMAYER

La notion de supporteur d'une prodistribution, généralisation d'une mesure cylin-
drique, a été introduite par P. KREE ([1] et [2]). On étudie des conditions néces—
saires pour l'existence d'un supporteur minimal d'une prodistribution et d'une

mesure cylindrique.

le Notations et préliminaires.

On considére, dans toute la suite, un espace vectoriel topologique localement con~-

vexe réel (en abrégé, un e. 1. c. S.)y et § = {Fi}ieI » une"vonne famille" [1] de
sous-espaces de X , fermés de codimension finie, ordonnée par inclusion et fil-

trante & droite, telle que niEI F, = (o) .

Soient Xi les espaces quotient X/Fi ’

T s XQ—-—>ZKi les surjections canoniques et
o; ¢ Xt < Xi les injections canoniques.

Aussi, pour j > 1i ,
ﬂij Xj > Xi s et

3 B ] 0 0 .
gij H Xj < Xi les applications canoniques.

(1)

(1.1) Définition : Une bonne famille § est dite compldte, si chaque g € X!?

se factorise & travers un Xi

X —5—5 R
e 4
Xl

Cette condition est équivalente & la condition suivante :
2 o= 1) = x¢

ou B! représente la réunion des espaces Xi » canoniquement identifids & des
parties de X' , En particulier, la bonne famille maximale, formée par tous les

sous—espaces fermés de codimension finie, est compldte,

Soit 'Y un espace topologique, et soit | une mesure de Radon sur Y . Alors,
on peut définir le support de  comme le plus petit fermé, qui soit le complémen~
taire d'un ouvert de nullité de p . On le note Supp(p) N
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Cette notion de support est spécifique aux mesures de Radon, en vertu de la pro—
priété des mesures de Radon : Soit {Vi}ieI une famille d'ouverts p-négligeable,
alors p(U; e V) =0.

On a la m8me notion de support pour les distributions sur R- .

Soient maintenant X e, l. co Sey et T = {Ti}iEI une prodistribution par rap-
port & une bonne famille & = {Fi}iEI (voir [1]), c'est—3~dire un systime projec—

tif des distributions Ti sur les espaces Xi .

(1.2) Définition : On appelle supporteur de T un sous-ensemble S de X
tel quey pour tout i€ I, on ait :

ﬂi(S) 2 Supp Ti ’

ou 1l'adhérence est prise pour la topologie de B? » compatible avec sa structure

d'un espace vectoriel.

(1.3) Remarques.
(1.3.1) Cette notion de supporteur est plus faible que la notion de support. En

effety soit p une mesure de Radon sur X . | définit une mesure cylindrique

{“i}iEI sur les espaces Xi « Soit B un ouvert sur Xi tel que @
B n ni(Supp(u)) =3 .
Alors,
-1 -
n'i'l(B) n Supp(p) = & » |
by (B) = u(n;'(®)) = 0,
ce qui démontre bien que Supp(p) est un supporteur de {pi}iGI N

(1.3.2) L'exemple suivant montre la nécessité de considérer 1'adhérence de
ni(S') ¢ Soient X =‘52 s et £ 1la fonction sur '32

£(x » y) = exp(=( x° + y°)/2) xE »

o E={(z,¥y); 20, y=>1/x}.

Mors f(x , y) aéfinit une mesure de Radon, f.dm , dont le support est évidem-
ment E o Mais 1'image de E par la premidre projection est la demi-droite ouverte

_5+ » tandis que le support de la projection de f.dm est la demi-droite fermée.

(1.3.3) Ltespace X est toujours supporteur, ainsi que tous les sous—ensembles

du type X \ B, ou B est un borné de X , si X est de dimension infinie.

Cette possibilité de "faire des trous" dans un supporteur donne 1'idée de ne con-

sidérer que des supporteurs faiblement fermés.
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(2.4) PROPOSITION. - Soient X un e. 1. Co 8.y et T = {T.}, ; une prodis-

tribution par rapport & une bonne famille compldte.

Supposons qu'il exigte un supporteur S faiblement compact. Alors il existe un

supporteur K faiblement compact, qui est minimal parmi les supporteurs faiblement

fermés, c'egt=a-dire, pour tout supporteur K1 faiblement fermé, on a

K1 2K.

(2.5) Remarque : Si {Ti}ieI = {”i}ieI est une mesure cylindrique, la propo-
sition est une conséquence triviale du théoréme de Prokhorov. En effet, {u;}, s
est cylindriquement concentrée sur S j alors {pi}iel est défini par une mesure
de Radon sur c(X ’ X') o

Alors il existe un support, qui est a fortiori supporteur, et on va voir facile~
ment que ce support est minimal gussi parmi les supporteurs faiblement fermés par

la démonstration du cas général.

(2.6) Démonstration : Soit Ki le support de T, dans X, . Ki est compact,

i i

parce que K, © ni(S) « Nous définissons

i

= U "'y

1'adhérence prise dans Xi .
Ainsi nous avons ﬁi c ni(S) s parce ques pour J >1i , on a

ni=nij ° TTJ.

et alors
m (8) = Mg o nj(S) ) nij(Kj) ’ >4
et
ni(S) = ni<S5 > U "ij(Kj) .

J>i
. e N .
Soit K = nieI ™ (Ki) . Montrons que X convient.

Soit K1 un supporteur faiblement fermé, et montrons qu'on a K & K1 . Soit

Xl é K1 s alors il existe un voisinage U de O dans X

U:{XEX; l<x,fk>|<€’ kaX', k=1’ooo'n}

tel que (x1 +U)NnK, =8 .

1
Soit Fi € § choisi tel que fk[Fi =0,y k=1 geees n (Ici il est essentiel
0

(o]
que la bonne famille soit compldte).

m, (U) =0, ={x, €X, ; [¢x, »£,.)] <e s k=1 yeeer n}
10 10 i, i, 1O k

est un voisinage de zéro dans Xi et on a ¢
0



m, (K,) nm, (x, +U) = &
10 1 10 1
donc
m, (B,) n(m (x,) +U, ) =35,
,iO 1 1O 1 io

Pour tout z_io s On a nj(Kl) 2K, 5 et alors

J

M, - o n.(K ) = T, (K ) 2 . .(K.) .
ioa Jv1 10 1 103 J
Or
K. n(m (x)+U.)=25
io 1O 1 1O
et Xl ¢ K 5 ce qui montre
K < K1 o

En particulier, K < S ; étant faiblement fermé K, est faiblement compact.
Montrons que K est supporteur : Soit x; € K; 5 il suffit de montrer que

-1 [ 2
u (xi) n njeI s (Kj)

-1 ~1
U (xi) n ﬂjEI ur (Kj) NS#3.

-1
us (xi) nK

Il

En vertu de la compacité de S , il suffit de montrer

nfl(ﬁ- )nS#5.

-1
m - (x.)nN .
17T Jyeeddy 9 3y

Si jl > j2 s ON a
RCRER AR A
Alors il suffit de prendre J = Supp(j1 9 eee 3 jk) s et de montrer
mpi(ey) nntE) ns A e
Soit ¢ = Supp(i , j) . Comme "iz(Tz) =T; et, come K = Supp(Tz) est com=

pact, on peut trouver x, € K, tel que

£ £
My, (%) =%y
Par la définition de Ej s ON a "jz(xi) € ﬁj « S étant supporteur, on a

-1 -1y
mitx) 0 lE) s

V)

T\'Zl(xﬂ) ns 7£ 3.

Alors ni(K) ) Ki s c'est-3~-dire K est supporteur.

C. Q. F. D.

(2.7) Remarque : Si la "bonne famille" & n'est pas compléte, pour aucune
prodistribution {Ti}ieI non nulle, il n'existe pas de supporteur qui soit minimal

parmi les supporteurs faiblement fermés,

(2.8) Exemple : Soient X un e. 1. ci 8y et § = {Fi}iEI une "bonne fa-

mille", qui n'est pas compléte., Alors il existe f € X' tel que



f!Fi #£0 , Viel .

Soit T = {T.}; g

est triviglement supporteur faiblement fermé, mais il en est de m&me de X\Qg)o = Sn

une prodistribution non nulle, définie par rapport & & . X

avec
(¢/a)° = {xex; |&@, o) <n},

le polaire ouvert de f/n . En effet, on a

lei #£0 , Viel
=> [f] ¢ Fg ’ VieI, [f] notant 1l'espace engendré par f
— [t 45°%=r, vier,

Pour chaque Xi » on peut ainsi trouver un y; € Fi V5 ¢ [f]o « Pour chaque
. -1
x; € Xi s on peut alors trouver un représentant Zi € my (xi) + Fi » tel que
I(zi y B >n , d'on :
ni(Sn) = Xi ’ Vie I et Sn est supporteur,
[oe)
Mais ﬂn=1 S, = & » ce qui montre bien, qu'il n'y a pas de supporteur minimal.

Pourtant, on peut énoncer la proposition suivante.

(2.9) PROPOSITION, - Soient X wun e. 1. Co S.» $ une bonne famille, pas né-

cessairement compldte, et {T,},.; une prodistribution relative & ¥ .

Supposons gqu'il existe un supporteur S faiblement compact. Alors il existe un

supporteur K faiblement compact, minimal parmi les supporteurs faiblement com-

Baots.

(2.10) Démonstration : Comme dans la démonstration précédente, on considére :

_ -1(%
K="y my (Ki) .

On sait que K est supporteur, d'aprds la proposition précédente (on ne s'est

pas servi de la complétude de $ que pour la minimalité),

I1 suffit alors de montrer que, pour chaque K, , supporteur faiblement compact,

1

on a K1 o2 K o Soit

Bl =Ujpo,(x1) ex0

Vu la définition de bomne famille (N, = (0)) 1a topologie o(X , E!) est

F,
iel "1
séparée,

Mors o(X 4 X!') et o(X , 8') induisent sur les espaces K et K, des topo-

1
logies équivalentes,

On note 1lim Xi la limite projective dela famille des espaces quotients

txi}ieI e On sait :

lim X, = g ,
€ 1
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D'autre part, on a une injection canonique 1 : X —> 2'™ , et on sait que la

topologie o(E!'* , B') induit la topologie o(X , B') sur X .

Ainsi i(K) est aussi compact dans l'espace 1im Xi » et il en est de méme pour
i(Kl) .

D'aprés une propriété de la limite projective, on a ¢

-1 -1
K = ﬂiEI u (ni(K)) et K1 = niGI u (Tri(Kl))
ﬂi(K) < ii c niIKl) = Tri(Kl) ,
donc
K=0Np ";1(“1(K)) S Nier “zl(“i(K)) =Ky .

C. Q. Fo DC

(2411) Remarque : Si {Ti}iEI = {p,i}ieI est une mesure cylindrique, on peut
déduire d'un théordme, énoncé dans [ 3] (théoréme 4, p. 202), qu'il existe une, et
une seule, mesure de Radon  » qui est scalairement concentrée sur S , telle que
ﬂi(p) = py (prolongement de {ui}iel s qui n'est pas définie sur tous les espaces

quotients de dimension finie).

Dans ce casy K est le support de cette mesure .

3¢ Supporteurs convexes des mesures cylindrigues.

(3.12) Définition : Soit v une famille de sous-ensembles de X .

On dit qu'une mesure cylindrique {”i}i I est scalairement concentrée sur v
si, pour tout ¢ >0 , il existe S €y tel que, pour tout sous~espace fermé Fi

de X de codimension 1 5, on a
ui(c(ﬂi(S))) <e€ .

Ceci est équivalent & dire que : pour tout sous-espace fermé Fj de X de codi~
mension finie et pour toute partie A < Xj = X/Fj » que l'on peut séparer de nj(S)

par un hyperplan de Xj y ON &

lth(-A-) <E .

une mesure po—

(3.13) PROPOSITION 3. — Soient X un e. 1. co ses et {u;}ieg

sitive cylindrique scalairement concentrée sur la famille vy des parties faible-~

ment compactes, absolument convexese.

AMors il existe un supporteur K faiblement fermé, convexe, minimal parmi les

supporteurs faiblement fermés, convexes.

(3.14) Démonstration : On voit facilement que Supp(ui) = Ki = Ei pour une

mesure positive avec les notations précédentes, Alors il suffit de considérer K, .



Soit Gi = F(Supp(ui)) s I notant 1l'enveloppe convexe. Soit

- -1
K 1GI 1 (G )

Montrons que K est supporteur : soit x, € Supp(p. ) S X, .
1o Lo 1o
I1 faut montrer que, pour chaque voisinage UO de Xi dans X; »roOna
0
mHU,) 0 K = w;H(Uy) a N, 1(G>¢¢.
iy 0] 1 0

Soit UO dans Xi fixé 3 on peut supposer UO convexe et fermé,
)

iel 1

I1 suffit de montrer qu'il existe S € y , tel que
(3.1441) m ) nntie) nS# s, Viel,
i, 0 iti

ce qui nous ramdne & la démonstration de la proposition 1 ( S é&tant faiblement

compact) .
Comme Xio € Supp(pio) s ONn a
w; (Ug) =8>0.
0

D'aprés une remarque faite dans la premidre démonstration, il suffit pour montrer

la relation (3.14.1) de ne considérer que les J >1i O e Soit
= pglm oJ(UO) y oV izdg.
A ’ . . 3 3
Alors W définit une mesure sur chaque Xj r J 2 i, et pour 3y > 32 215 0
on a
N\ /N
( ) T
J2
En effet, soit B un borélien dans Xj
2
s () = (B nmm, (U ))
Iz "3, 032
= (ﬂ 3 (us ))(B n n (U )
Ipdy 3y
by (ﬂ 3 (B (U )))
2 1 0
= paj (11' (B) n ni (Uo))
1

’j\ n’l (B)) =T, (ujl)(B) .

En particulier, on a ﬂ;(Xj) =8 .

{“i}iGI étant scalairement concentrée sur vy , il existe S €y tel que

“j(A) < 8/2 5 ou A vérifie les conditions données dans la définition (3.12).
S vérifie la relation (3.14.1) : Supposons qu'il existe j € I, J > iO et
-1 -1 B
[ﬂiO(UO) n (Gj)] NS =3

-1r -1 _
m [nioj(UO) n Gj] nNs =3
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n'l[F(Supp(ﬁ;))] ns =3
F(Supp(ﬁg)) n ﬂj(S) =3
F(Supp(ﬁj)) est convexe et fermé, nj(S) convexe et compact dans Xj s alors on
peut les séparer par un hyperplan H de Xj o Mais
pj(F(Supp(Gj))) > ﬁj(Xj) =6,

et nous arrivons & une contradiction, en montrant la condition (3.14.1), et que K

est supporteur.

(3,15) Minimalité : Soit K1 un autre supporteur convexe faiblement fermé. On

suppose qu'il existe x, € K tel que X, £K

1 [ ]
et K1 par un hyperplan

1

Alors on peut séparer Xy

H={xeX; (x,f)=a} purun f €X' et a€R.

f engendre un sous—espace E de X' ., Soit o 1l'injection canonique de E
dans X' ., Par transposition, on a une projection 1 de X dans E' ., Dans BE! ,
on applique le m&me raisonnement pax 1'absurde que plus haut, et on montre que

Kc K1 o
C. Q,. F. D.

N.B.:; La proposition 3 était connue par L., SCHWAR?Z, qui avait prouvé cette propo-
sition par une technique de fonctions convexes conjuguées.
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