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3-01Séminaire Paul KREE 
Equations aux dérivées partielles
en dimension infinie
lre année, 1974/75, n° 3, 8 p.

SUPPORTEURS DES PRODISTRIBUTIONS

ET MESURES CYLINDRIQUES

par Walter SCHACHERUAYER

La notion de supporteur d’une prodistribution, généralisation d’une mesure cylin-
drique, a été introduite par P. KREE et [2J). On étudie des conditions néces-
saires pour l’existence d’un supporteur minimal d’une prodistribution et d’une
mesure cylindrique.

1. Notations et préliminaires.

On considère, dans toute la suite, un espace vectoriel topologique localement con-
vexe réel (en abrégé, un e. 1. c. s. ) , et 3 = une "bonne famille" [1] de
sous-espaces de X, fermés de codimension finie, ordonnée par inclusion et fil-

trante à droite, telle que F. = (0) .
Soient X, les espaces quotient 

: X 1--&#x3E; Xi les surjections canoniques et

: XI - Xi les injections canoniques.

Aussi, pour j ~ i ,

03C0ij : X ~ Xï , e t

X’. J ~ Xi les applications canoniques.

(1.1) Déf inition : Une bonne famille 5 est dite complète, si chaque S E X’

se f actorise à travers un X.
J.

X +&#x3E; R

Xl
Cette condition est équivalente à la condition suivante :

où E’ représente la réunion des espaces X! , canoniquement identifiés à des
parties de X’ . En particulier, la bonne famille maximale, :formée par tous les

sous-espaces fermés de codimension finie, est complète.

Soit Y un espace topologique, et soit p une mesure de Radon sur Y . Alors,

on peut définir le support de  comme le plus petit fermé, qui soit le complémen-
taire d,’un ouvert de nullité de  . On le note 
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Cette notion de support est spécifique aux mesures de Radon, en vertu de la pro-
priété des mesures de Radon: Soit une famille d’ouverts -négligeable,
alors Vi) = 0 .
On a la même notion de support pour les distributions sur Rn.

Soient maintenant X e. 1. c. s . , et T = une prodistribution par rap-
Port à Une bonne famille 5’ = (voir [1 J), c’est-à-dire un système projec-
tif des distributions T. sur les espaces X..

J. 1.

(1.2) Définition: On appelle supporteur de T un sous-ensemble S de X

tel que, pour tout 1 E l , on ait:

Supp Ti ’
où l’adhérence est prise pour la topologie de ]!n , compatible avec sa structure
d’un espace vectoriel.

(1..3) Remarques.

(1.3. 1) Cette notion de supporteur est plus faible que la notion de support. En
effet, soit""" une mesure de Radon sur X , p définit une mesure cylindrique

sur les espaces X i .. Soit B un ouvert sur X , i tel que:

B n = ç .

Alors, .

11-:-1(B) n " 16 ,

n = 4l ,

= = 0 ,

ce qui démontre bien que est un supporteur de 

( 1 . 3. 2 ) L’exemple suivant montre la nécessité de considérer l’adhérence de

nieS’) : soient X =]!2 ,et f la fonction sur R2
f(x , y) = exp(-( x2 + y2)/2).XE , /

où E = {(x, y) ; x à 0 , y a l/X} . /

Alors r(x, y) définit une mesure de Radon, f,dm , dont le support est évidem-

ment E . Mais l’image de E par la première projection est la demi-droite ouverte

R , tandis que le support de la projection de f,dm est la demi-droite fermée.
°°°o+

(1. 3.3) L’espace X est toujours supporteur, ainsi que tous les sous-ensembles

du type X B B ,où B est un borné de X , si X est de dimension infinie.

Cette possibilité de "faire des trous11 dans un supporteur donne l ’idée de ne con-

sidérer que des supporteurs faiblement fermés.
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2. Supporteurs compacts des prodistributions.

(2.4-) PROPOSITION. - Soient X un e. 1. c. s., une prodis-
tribution par rapport à une bonne famille complète.

Supposons qu’il existe un supporteur S faiblement compact. Alors il existe un

supporteur K faiblement compacta qui est minimal parmi les supporteurs faiblement

fermés , c~est2014à2014dire~ pour tout supporteur K faiblement fermée on a

(2.5) Remarque : Si (Ti}iEI = est une mesure cylindrique, la propo*-
sition est une conséquence triviale du théorème de Prokhorov. En effets 
est cylindriquement concentrée sur S ; alors est défini par une mesure

de Radon sur a(X , X’) .

Alors il existe un support, qui est a fortiori supporteur, et on va voir facile.-

ment que ce support est minimal aussi parmi les supporteurs faiblement fermés par
la démonstration du cas général.

(2.6) Démonstration : Soit K. le support de Ti dans X.. K. est compact,

parce que Nous définissons

l’adhérence prise dans X..

Ainsi nous avons TT. (S) , parce que, pour j &#x3E; i , on a

et alors

11 . (s) = 0 TT. (S) :2 11.. (Kj ), Bf 

et

= 

= Montrons convient.

Soit K un supporteur faiblement fermée et montrons a K s K . Soit

x1 ~ K. ; alors il existe un voisinage U de 0 dans X

U= (x EX; 1 (x , 1  e , k = 1 Je..’ n}

tel que (x +u)nK 
Soit e S choisi tel que = 0 , k = 1 ’e..’ n (Ici il est essentiel

que la bonne famille soit complète). 
°

(U)=U = ex ; i  ~ , k= 1 ,..., n}

est un voisinage de zéro dans Xi0 et on a :
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03C0i0 (Ki) ~ 03C0i0 (Xl +U)= $
donc

TI. .J.O (Kl) n (TT- 10 (Xl) + Ui ) 0 = 03A6 .

Pour tout j  iO ’ on a TIj(Kl) ¿ et alors

TT.(Kl) = TT. (Kl) ¿ TT..(K.) .OJ J ’ 10 1.0J J

Or

n (11. (x 1) + u. ) = 03A6

et Xl ce qui montre

En particulier, K s S ; étant faiblement fermé K , est faiblement compact.

Montrons que K est supporteur : Soit x. E K. ; il suffit de montrer que

n K = TT71(x.) n ~j~I 03C0-1j(j)
= TT -:-1 (x.) n n -e! TI: 1 (K.) ~ S ~ 03A6 .

En vertu de la compacité de S, il suffit de montrer

. TI: 1 (i(. ) n S i- ~ .1. 1. 1...Jn Jk Jk
on a

-1(-) -1( -1 (- )) -1(-)TT. K- ~ TI. TI. - K. = TT. K..

Alors il suffit de prendre j = Supp(j1 , ... , jk) , et de montrer

TT. 1 x. 1. n n S (:. $ .

Soit l = Supp(i , j) . Comme TIit(Tae) = Ti et, comme K. = Supp(Tl) est 

pact, on peut trouver xl E Ki, tel que

= xi .
Par la définition de K. y on a TIjae(Xt) E Kj. S étant supporteur, on a

11. 1. x. 1. n n S ¿ S ~ 03A6 .

Alors TIi(K) ¿ c’est-à-dire K est supporteur.

C. Q. F. D.

( 2. 7) Remarque : Si la "bonne famille" S n’est pas complète, pour aucune

prodistribution (T . 1. ). l.E l non nulle, il n’existe pas de supporteur qui soit minimal

parmi les supporteurs faiblement fermés.

(2.8) Exemple : Soient X un e. 1. Ci sJf et S = une "bonne fa-

mille", qui n’est pas complète. Alors il existe f E X’ tel que
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f P, fl 0 , if 1 E l .
1

Soit T = Une prodistribution non nulle, définie par rapport à 3 . X

est trivialement supporteur faiblement fermé, mais il en est de même de X,(.!.)O = S
n n

avec

(£/n)O = (x e X ; 1 (x , £)1 Î  n} ,

le polaire ouvert de f/n . En effet, on a

~ i ~ I

=&#x3E; [£] É PÎ , Y 1 E I , [£] notant l’espace engendré par £

=&#x3E; [£]° / Pi~ = F . , Y 1 El.
1. 1.

Pour chaque X . , on peut ainsi trouver un y. E F. , y. fj. [£JO . pour chaque
x. EX. , on peut alors trouver un représentant 

1. 

Z. E 1. TT -: 1 (x.) 1. + F. , tel que
|Zi , 1 f) Î z n , d’où: 

1 1 1 1

TI. (S ) = X., Y 1 E l et S 
n 

est supporteur.

Mais ~~n=1 Sn = W , ce qui montre bien, qu’il n’y a pas de supporteur minimal.

Pourtant, on peut énoncer la proposition suivante.

(2.9) PROPOSITION. - Soient X un e , l, c, une bonne famille, as né-

cessairement complète, et une prodistribution relative à 8 .

Supposons qu’il existe un supporteur S faiblement compact. Alors il existe un

supporteur K faiblement compact, minimal parmi lej supporteurs faiblement com-

(2.10) Démonstration :.Comme dans la démonstration précédente, on considère:

K = ~i~I 03C0-1i(i) .

On sait que K est supporteur, d’après la proposition précédente (on ne s’est
pas servi de la complétude de F que pour la minimali té) .

Il suffit alors de montrer que, Pour chaque supporteur faiblement compact,

Kl ¿ K . Soit

03C3i(X’i) ~ xt .
Vu la définition de bonne famille (~i~I Fi = (0») la topologie 03C3(X , 0396’) est

séparée.

Alors a(X ,XI) et a(X , Et) induisent sur les espaces K et Ki des topo-

logies équivalentes.

On note lim X. la limite projective de la famille des espaces quotients
~ J.

On 

limX. = E’ ,
- J.
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D’autre part, on a une injection canonique i : X -&#x3E; S’~ ~ et on sait que la
topologie Et) induit la topologie a(X , sur X .

Ainsi i(K) est aussi compact dans l’espace lim X. , et il en est de même pour

i(K1) . 
’"

D’après une propriété de la limite projective, on a :

K = ~i~I 03C0-1i(03C0i(K)) et Ki = ~i~I
~r. K = 11. 1. (K 1 ) ,

donc

- C. Q. F. D.

(2.11) Remarque: Si est une mesure cylindrique, on peut
déduire d’un théorème, énoncé dans [ 3] (théorème 4, p. 202), qu’il existe une, y et

une seule, mesure de Radon ~ ~ qui est scalairement concentrée sur S , telle que

= (prolongement de qui n’est pas définie sur tous les espaces

quotients de dimension finie).

Dans ce cas, K est le support de cette mesure (i ~

3. Supporteurs convexes des mesures cylindri ues.

(3.12) Définition : Soit y une famille de sous-ensembles de X .

On dit qu’une mesure cylindrique est scalairement concentrée sur y

si, pour tout E &#x3E; 0 , il existe S E y tel que, pour tout sous-espace fermé Fi
de X de codimension 1, on a

 e .

Ceci est équivalent à dire que : pour tout sous-espace fermé F. de X de codi-

mension finie et pour toute partie A ~ xi = que l’on peut séparer de 

par un hyperplan de X., on a

j(A)  ~ .
(3.13) PROPOSITION 3. - Soient X un e. 1. c. s., et une mesure po-

sitive cylindrique scalairement concentrée sur la famille y des parties faible-

ment compactes, absolument convexes,

Alors il existe un supporteur K faiblement fermé, convexe, minimal parmi les

supporteurs faiblement fermés, convexes.

(3.14) Démonstration : On voit facilement que = K. = K . pour une

mesure positive avec les notations précédentes. Alors il suffit de considérer K..
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Soit G. = F notant l’enveloppe convexe. Soit

K = 

Montrons que K est supporteur : soit x. ~ c x..
~0 ~0 ~0

II faut montrer pour chaque voisinage de dans x. -’-o ~ on a
= n~(u~) n n~ ~~(G~) ~ ~ .

Soit dans X. 3-0 fixe ; on peut supposer U0 convexe et ferme.

II suffit de montrer qu’il existe S ~ y , tel que

(3.14.1) n nS~$, Viel,
"0

ce qui nous ramène à la démonstration de la proposition 1 ( S étant faiblement

compact).

Comme x. e on a
~o -"o

~ (U~) = 6 &#x3E; 0 .

D’âpres une remarque faite dans la première démonstration, il suffit pour montrer

la relation (3.14.l) de ne considérer que les j  i... Soit

~j ~ ~j~i j~O~ ~ ~ J ~ ~o *

Alors j définit une mesure sur chaque Xj , j  i.. et i0, 
on a

n.. ~) = ~~2~1 ~1 ~2
En effets soit B un borélien dans X.

~2

j2(b) = j2(B ~ 03C0-1i0j2 (u))
= (n, , ( j1))(B ~ 03C0-1i0j (U ))
= j 1(03C0-1j2j (B ~ 03C0-1i0j2 (U0)))
= j 1(03C0-1j2j (B) n (U ))
= j1(03C0-1j2j1( j1)(B) .

En particulier, on a j(Xj) = 6 .J J

étant scalairement concentrée sur ’y ~ il existe S ~ y tel que

u,.(A)  6/2 ~ où A vérifie les conditions données dans la définition (3.12).

S vérifie la relation (3.14.l) : Supposons qu’il existe j e 1 y ! i0 et

TT~(~)~ nS = $
~~~(U~) n = §
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n S = 03A6

= 03A6

est convexe et fermée n.(S) convexe et compact dans X. ; alors on
J J 3

peut les séparer par un hyperplan H de X.. Mais
J

~(x~) = 6 .
et nous arrivons à une contradiction, en montrant la condition (3.14. 1) , et que K

est supporteur.

(30 15) Minimalité : Soit K 1 un autre supporteur convexe faiblement fermé. On

suppose qu’il existe x e K tel que K .
Alors on peut séparer x et K par un hyperplan

H = (x e X ; (x , f) = a) pour un f E X’ et a ~ E..

f engendre un sous-espace E de X’ . Soit cr l’injection canonique de E

dans X’ . Par transposition, on a une projection rr de X dans Dans Et ,

on applique le même raisonnement par l’absurde que plus haut, et on montre que
K C K 1 .,

" 
C. Q. F. D.

N.B.:La proposition 3 était connue par La SCHWARTZ, qui avait prouvé cette propo-
sition par une technique de fonctions convexes conjuguées.
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