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PRODUITS TENSORIELS TOPOLOGIQUES MULTIPLES

Paul KRÉE

i

Séminaire Paul KREE
(Equations aux dérivées partielles
en dimension infinie)
2e année, 1975/76, n° 3, 1’9 p.

Les produits tensoriels hilbertiens apparaissent dans les travaux de F. J. MURRAY

et Von NEUMMNN, 1~6-1.987~ L’extension de ces idées aux espaces de Banach a été

effectuée par R. SCHATTEN. [9]. L’étude générale des topologies localement convexes
sur des produits tensoriels d’espaces vectoriels est due à A. GROTHENDIECK ; c’est

la théorie des p. t. t. ou produits tensoriels topologiques~ Cette théorie est vas-

te et difficile (voir (2]). Quelques aspects de cette théorie, utiles en dimension
infinie, sont exposés ci-après. Comme il s’agit d’introduire des e. L c. s. de

polynômes, ou de formes extérieures, la présentation concerne les produits tenso-

riels de plusieurs e. l, c. s. Les e, v. considérés sont relatifs au corps de base

A # R. ou C. On a aussi présenté les produits tensoriels d’e.&#x3E; b, c, s., c’est-à-
N -

dire d’espaces bornologiques convexes séparés, ce qui nécessite quelques commentai-
res.

On rappelle l’intérêt des bornologies : elles conduisent naturellement à une for-

mulation duale de la théorie des e. 1. c. s., elles permettent une étude plus na-

turelle et plus complète des e. 1. c. 5.., elles permettent d’apporter des formula-

tions plus simples et des résultats plus complets concernant la dualité des e. l.

c, s. (5] ... La bornologie apparaissant ainsi comme un complément à la théorie

des e. 1. c. s., un langage adapté et non concurrenciel est introduit ci-après :

codual, cocomplet, conucléaire ... En analyse de dimension finie, les considéra-

tions bornologiques peuvent être évitées sans trop d’artifices. Comme la formula-

tion bornologique se présente naturellement en analyse de dimension infinie [6],
pn a préféré ne pas la cacher (bien qu’on aurait pu le faire 1).

11. Produit tensoriel..

Tous les espaces vectoriels considérés sont supposés tous réels ou tous complexes.
Un produit tensoriel (T , m) des n espaces vectoriels E. , ~.. ~ ~ r~~ est le

couple formé par un espace vectoriel TT et par une application multilinéaire

cp 1 E~x~.~xE -~1 ayant la propriété suivante.,

universelle du produit tensoriel. - Pour tout e. v. G et toute

application multilinéaire m de E1 x ... x En dans G, il existe une seule ap-

plication linéaire m. de T dans G telle que 
,

. 

Il en résulte que Imp engendre T et, que le produit tensoriel est "unique".
En fait, si (il , (p) et sont deux produits tensoriels des E. , il
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pose T == E~ 0 ... 0 E ~ Un produit tensorieL peut être construit en prenant un
quotient de l’espace vectoriel des fonctions numériques définies sur nulles

en dehors des parties finies de nR. *- L’image de (e. , ... ~ e ), par m est

notée e~ 0 .... 0 e ~ Si tous les E. sont un e. v. E , on pose
T == (~) E ~ Vu (1.1.)~ pour tout espace vectoriel G il y a une bijection entre

l’espace L(nE , G) des applications n-linéaires de E dans G et l’espace

E((~~E ~ G) des applications linéaires de (~) E dans G ~ Bans le cas parti-
culier où G est le corps de base A == R ou C y ces deux dernières notations
sont remplacées par et ((~) n E) ~ ~ 

~-~ 

.

Il est toujours convenu que

(1.2) Rappels (voir dans le séminaire 1974/75, l’exposé 7) . - Le groupe symétrique
G 
n; 

admet une représentation linéaire cr -;. U03C3 à valeurs dans §§ n E j U03C3 appli-
quant ... ~ x 

n 
sur .’.. ~ x.. 

Un tenseur 11, OE Q9 n E. est dit. symé-n (T 11 cr 
ni 

n

trique (resp, antisymétrique) si U" t = t (resp- = et) pour tout a . L’es-

pace de ces tenseurs est noté G E (resp. n E. ) . Les projecteurs (nl)- 
1 

1G
et (n!) 4 lE UD ont: pour images on E et A 

n 

E... Pour tout e. v. G , il Y Î
a or n~. n

un isomorphisme entre f( G) et l’espace des applications n-

linéaires symétriques : Ex... x E ~ G . On pose f (%) =.E (nE , ).
s s

(1.3) PROPOSITION. - Soit E - El un couple d’e, v= eù dualité séparante. La forme
bilinéaire de dualité entre (gn E. et ~n E’ induit une dualité séparante en-

tre Q E, et çB Et , et de même entre A E et A E’ ce
--- BV - B..!) n - n

En effet, soit t e Gn Etel que .(t , e) = 0 pour tout 0 e Gn E.t .. Il

s’agit de montrer que t est nul. Or le transposé de l’isomorphisme U de ~n E.
a " n

est l’isomorphisme U03C3-1 de Q9 n Ef ; donc le transposé de l’endomorphisme Sym
de @n:E est la symétrisation dans 0n E’ . Pour tout et e @ n Et , on a

(t te’) = Sym t , et) ::; (t ,Sym et) =.Q,..

Donc t = 0 . 
,

(t..4.) Produit tensoriel d’applicatiom linéaires. - Le produit tensoriel

de n applications linéaires u . :’ E . + F. applique X1 ~ ... © X sur
1 J J j n

E.n particulier, si toutes les applications u . sont identiques à u : E. + F ,J
pn obtient ~ u : ~~ ~ -~ ~ F ~ La restriction de cette application àn n n

n~ E a son image dans ~ ~ n 9 cette restriction est notée ~: r~ u ,~ On définit ,
de même  u .

n.

Par transposition de ~ u 9 on obtient
n
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Dans le cas particulier où il existe des dualités séparantes E - E’ et F - F’,

et où u est faiblement continue pour ces dualités, alors u) envoie ..

et cette restriction coincide avec

2.. Polyn8mes.

(2.1i) DEFINITION. - Soit l  0, . Soient E et G deux e. 1. c. s.

P(lE ,G) des polynômes homogènes de degré l sur E à valeurs dans G est

l’espace des applications

A

A décrivant PE(lE , G) . L’application (1.6) est notée A .

D’où une application chapeau

On pose encore p(lE) = @(/E , A) .

(2.3) Définition de p(lE , G) . - C’est l’espace des fonctions Q = É= % sur

E , à valeurs dans G , Qi étant homogène de degré. i .

(2.4) La décomposition Q, =¿Q. J. est uni e. - En effet, il suffit de montrer par

différence que si le polynôme 03A3li=0 Q,i est nul, chaque Qi est nul. Ceci est

clair pour ae = 0 . Montrons la propriété par récurrence sur ae . en raisonnant par

l’absurde. En effet, supposons l:1=o Qi nul et Ql non nul : Il existe e, % 0 .

tel que Q, (,e) Ô 0 . On obtient une contradiction en faisant À grand dans la re-

lation 03A3l Q.. :1. (Àae) = Q..

(2.5) LE1Viv1E., - Soit A une application £-linéaire symétrique de E x .., x E.

dans G . Alors quels gye soient x et y dans E

A(x~ ~ yk) =~x , - , x , y , - , y) , où la lettre x est répétée 

fois, y étant répétée k fois.
A

En effet, A(x+y) =A(x+y , ... , x + y) .

En développant le deuxième membre, on obtient 2~ termes, le terme yk)
apparaissant (t) fois, vu la symétrie de A .

La formule (2.6) montre, en considérant y que le translaté polynôme
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homogène est un polynôme
A

(2.7 ) Identité de polarisation. - Soit A un polynôme homogène de degré l ~ 0.

(a) Alors, pour tout a ~ E , le polynôme

est un polynôme de degré ~ - 1 .

(b) Quels que soient a1 , ... , a &#x26; E . on a

(c) L’application chapeau réalise une bijection linéaire entre ~(~E,~) et

@ (~E , G) .
En effet, vu (1.10), il vient

D’où, par soustraction,

D’où, en recommençant.

et finalement

ft

L’application A ~ A est surjective par définition. L’identité de polarisation

(2.8) montre qu’elle est injective.

(2.9) Définition de l’espace G) des polynômes continus. - C’est le sous-

espace de P( E , G) formé par les polynômes définissant des applications conti-

nues de E dans G. On définit de même G) . 

(2.10) PROPOSITION. - L (tE.. G) le sous-espace de f (.tE.. G) formé par
les applications multilinéaires continues de E x .. , x E ( l fois) dans G.

Alors l’application chapeau réalise un isomorphisme de l’espace vectoriel

En effet, soit. Q E L (~E , G) .~ Alors Q. est continu car c’est la composée de
s

l ’application diagonale E -;... E x ... x E avec Q . Réciproquement, soit

~

tel que Q soit continu. Il s’agit de montrer que Q est continu en tout point

(a1 ’ ... ~ a ) = a de E x ... x E . Soit h = (h11 ’ ... , h ), un accroissement

de a e Vu l’identité de pol ari sa tion , l’accroissement correspondant de Q est
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Le polynôme Q. étant cont’ aux. 2l points E a1 + - + e g a , pour tout voi-
sinage ouvert disque V de l’origine de G g il existe un disque ouvert U de E

tel que ( x étant fixé &#x3E;Q).

Si les h. appartiennent à ~" ’ U ~ il vient

Il suffit de prendre À~: ~t c.

(2.11) DEFINITION de l’espace P (lE , G) des polynômes cylindriques continus.
- C’est le sous espace dos Q,~.P("E ,G) admettant une factorisation

où s. est la surjection canonique de sur son ,quotient, par un sous-espace fer-
EÉ Vi de codimension finie et 

’

(2.12) PROPOSITION..- Q e P(lE , G) . Alors Q est cylindrique si. et seule-

ment si. 
’

~ i° 
En effet, si Q est cylindrique, alors Q ==s R s. avec R ~ (o E!) 0 G . Comme

la transposée de s. est 1~injection s i 1 1 E! ~2014~ E’ et que

.:, ~...

cn a Q; E. E.r ) 69 G’ c Réciproquement, si Q, E 
A 
(BQ E’ ) ~ G- , il existe un sous-

espace Et de dimension finie de E 17 tel que Q E (Q Et ) © G l"Jt

1 1

(21’}13) Notant L~ G) = CG) E’ &#x3E; o G , on a le schéma

D’où déjà trois types de polynômes homogènes de degré l sur E , à valeurs

dans G ~ correspondant 2 trois types de formes multilinéaires symétriques~ Ces
trois types coïncident en dimension finie. On va en fait introduire par la suite

beaucoup d’autres types de polynômes.

(2.14) Attention. - Soient E et G normés et Q ~ G) . Il ne faut pas
’ ’-~2014 

~

confondre la norme du polynôme Q et la norme de la forme multilinéaire associée

Q. s
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D’ailleurs l’identité de polarisation montre que
A

3. Semi-normes l-tensorielles.

Un espace semi-normé (E 9 p) est un couple formé par un e. v. E et par une

semi-norme p sur E , 4n suppose fixé un nombre entier ~ &#x3E; 0 .
. 

/

(3.1) DEFINITION d’une semi-norme l-tensorielle. - Une semi-»norme l-tensorielle

est la donnée pour toute suite (Ej , p.) de l espaces semi-normés, d’une semi-

norme 03B1(p) = a(p 9 .» 9 p ) sur ~i Ei ,, de façon que les Conditions suivan es

soient satisfaites

(,i), Si l’on a une autre suite (Fj , q. ) de l espaces semi-normés, et pour
’ 

1 1 --- - - 
_~,~.~._.~..~, ~

tout, i une appl ica tion 1 inéa ire continue u . : E . ~ F . ; a lors u = ~ u. e st
-..... -- . , - ..- . 

- 

. - .....-- - --, . - .-...-. a. i ï i

continue de ( l§ ~~p) ) dans ( . F. x a(,q~ ) e’~ ~ ’" r

ü Notant u la norme usuelle 03BB ~ |03BB Î on a a(u , ... , u) = |u|.

(3.2) Propriété d’ asscciativité. - Pour tout l  4 , soit une

semi-norme l-tensorielle. On dit que les 03B1l 
£ 

définissent une semi-norme si la

propriété d’associativité suivante est vérifiée : quels que soient l et m &#x3E; 0 !

quelle que soit la suite (Ej , p . ) d’espaces semi-normés j = 1 ... l + m ! on a
J J

(3.3) PROPOSITION. - of une semi-norme l-tensorielle, et soit (,E. , pj)
une suite de l espaces semi-normes.

(a) Pour tout tenseur décomposable x = @ x.~x~8*~8)X  

(b) Pour tout tenseur ~’R.. on a l’encadrement suivant de 

où l’on a posé

Démonstration. - Pour tout i (1 ~ ~L$ ..e), , on considère l’application

de  dans E.. Bar application de (3.1.i), on obtient

Pour tout i t soit xl e Et telle que = 1 et xi) = ~xi~ . Appli-
quant l’axiome (3,.1..i) à l’application x~0 ..~ ~ xl’ == xl de © Ei dans
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A , on obtient en utilisant (;3 .11.ii)

avec. Il lil xn ~ o.. x "x~1 ~ 1i ,, 
.

D’où l’inégalité inverse de (*). Prouvons (3.4). L’inégalité de droite résulte
de (a) . L’inégalité de gauche se prouve en considérant encore l’application linéai-
re @ xi de dans avec 

(3.71) Les semi-normes E toute suite p.) de g espaces

semi-normés et pour tout t E 0 E. , on définit 1/ t~~ E et ~t~03C0 . On vérifie

qu’on obtient a insi des semi-norme s l-tensorielles. De toute s le s semi-normes l-

tensorielles, E est donc la plus petite, et n est la plus grande.

(3.&#x26;) Les semi-normes 2-tensorielles de S. CHEVET et P.. SAPHAR. - Ces semi-normes

déf inies dans [1I~ ~ [8] , dépendent d’un paramètre réel p ~ 1 . Il serait intéres--

sant de généraliser ces semi-normes pour ~ &#x3E; 2 et p quelconque ~ 1 .

(3 . 9 ) Les normes hilbertiennes sur les produits tensoriels d’espaces de Hilbert

(voir dans le séminaire de 1,974/75, l’exposé 7;).

(3.10) Propriétés des semi-normes l-tensorielles. - Soit (Ej , pi)i une suite

de £ espaces semi-normés (1  1 $ k , et soit a une semi-norme £-tensorielle.

(a), Pi sont des normes, alors ... , Pae)’ est une norme sur 

En effet, soit t E @ E , i tel que Î a = 0... VU ~3.4y ~ il vient 1 t 1 
E 
= 0 ,, Donc

(t , 6) = 0 , pour tout Q9 Vu (J.~3)., il vient t = 0 ..

(b) L’application a 1 pi, x o . &#x3E; x p, ..., pl) est positivement ho-

mogène par rapport à chaque p.  Soit L1 l t identi té de E... Soit

Alors I = BI~ o I~~ ~.~ 0 1 est continue de ((~) ~ ~ a)/ dans (,(~) E. ~ ~~
et de norme au plus égale à ~. = ~ ’ a’ t $ pour tout X &#x3E; 0

et tout tenseur t . L’ inégalité inverse s’obtient en remplaçant 03BB par 03BB-1 et

p1 par D’où.

(c) L’application est croissante :

Ceci se démontre par un raisonnement analogue.

Donnons une interprétation géométrique des semi-normes 03C0.

(;3.11) PROPOSITION. - Pour i = 11 ... n ,.2£.li Ui un disque absorbant de l’e. y.

Ei ’ et soit ji la ja~cte de Alors n(j1 , - , jn) est la jauge du disque

absorbant r(@ 
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Pour simplifier 1~ écriture de la preuve, on suppose n = 2 , et on pose E11 = E ,

E = F , U11 = W t U~ = VJ . Il est clair que V) est un disque absorbant

de E0F .Soit

Il s’agit de montrer que A c r(M0 Vi),.  II . Si l’on suppose d’abord

t.er(.LL0V) ,

alors

Alors

Donc t e. B . Réciproquement, soit t. E A . Donc

On fait une partition de I en quatre parties :

Alors

Or tous les tenseurs décomposables, apparaissant au 2e membre, appartiennent à
et la somme des coef f icients de pondération ( écrits entre crochets) est

 1) pour E suf f isamment petit. Par conséquent, t E V) ~

3,12 PROPRIÉTÉ de la norme n dans le cas où E et F sont des espaces normes.

- Soit G un e. v. n,___ quelconque, soit b une application bilinéaire E x F-~ G,

et soit b l’application linéaire associée : E ~ F ~ G. Alors b est continue

si, et seulement si, b est continue et Inapplication b ~ ~ est une isométrie

de B(E , F ;, G) sur 
11 

F , G~ .

En effet,
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Ceci s’applique d’ailleurs à l’application bilinéaire canonique ~ de b x E

dans E 0 F et à G = F 4t- Donc 11. ~H = 1 .

4. Topologies et bornologies.

On rappelle que la notion de disque dans un e. v. donne lieu à deux notions dua-

les, la notion d’e, 1. c. s. et la notion d’e, b. c. s. ou d’espace bornologique
convexe séparé.

(4.1 ) En ce qui les e. 1. c. s. , une famille fondamentale (p. ) . de se-J. J.E
mi-normes sur lie. 1. c. s. E. désigne toute famille de semi-normes sur E telles

que les semi-boules B. (0 ! r.) = (x. , r. (x)  rj} centrées en l’origine de E. ,
avec i E l t et r. &#x3E; O , forment un système fondamental de voisinages disqués de

J
l’origine. Ce systàme est alors invariant par homothétie.

Noter que cette définition n’est pas celle de (3]. Une famille de semi-normes est
fondamentale (pour une certaine topologie) si, et seulement si, elle est filtrante

croissante et si, pour tout x ,~ 0 dans E t il existe i tel que p.(x) ~ 0 .
i

Si et (Pj)jQJ définissent la même topologie localement convexe sur

E , ces deux familles sont équivalentes :

- pour tout i il et k &#x3E; 0, pi  

- et symétriquement.

(4.2.) Le système projectif des espaces normés E. = E/p:-1(0) . - Soit , . une
~.---. ’ 

- 

. &#x3E;’ 
- 

’ 
. - 

~ ... 1 i . i’
famille fondamentale de l’e, 1. c. s. E. Par passage au quotient par p. (0) t
p définit une norme sur L’e. v. n. obtenu est noté et l’on a

des surjections continues E ~ Ei. On écrit p . s’il existe k tel que

Alors (O) ~ p-1j (O) ; d’ ou une surjection ~ Ei . Comme »

est filtrant croissant, on obtient un système projectif d’e, v, n. (E. ) .. De plus,
l’e, 1. u. s. E apparait comme la limite projective des e. v. n. E... Un borné
d’un e. 1. c. s. E est toute partie qui est absorbée par tout voisinage de l ’ori-

gme.

Dans la théorie des bornologies vectorielles [4] [5], qui est évoquée ci-après,
le mot "borné" est employé dans un sens différent.

(4.3) Définition d’une base de disques bornés. - Soit E un e. v.. Une base de

disques bornés sur E est, par définition, Une famille D = de disques

d 
a 

de E , la famille D ayant les propriétés suivantes :

(i) et d’V ~ d 01 .

(ii) . Aucune droite de E n’est contenue dans un d a
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(iii) D est invariant par homothétie.

Si E[d] désigne le sous-espace de E engendré par d , on a

Par la suite, E[d03B1] est norme par la jauge de d .

(,4.4) Si B est un disque complet de l’e. l. c. s. E t alors E[B] ast

complet.

En effet, soit (u ) une suite de Cauchy de E[B] . Il existe un entier k &#x3E; 0

tel que (u) C kB . Donc le filtre de base (u ) converge pour la topologie t

de E vers un point j E kB . Il reste à montrer que (u ) converge vers x0
pour la topologie tB de l’espace normé E[B’], Par hypothèse, pour tout e &#x3E; 0 t
on a u - p u q ~ ~ B pour p et q&#x3E;N .Donc x 

p 
pour tout p §N’ . Com-

est fermé pour t , on a x Donc xp E ce + E 6 + 2eB
pour p ~ N..

(4.5) Structure d’espace bornoloqique convexe séparé (e. b. c. s. ) . - L’e. v. E

est muni d’une base de disques bornés. Une partie de E est dite bornée si elle

e st contenue dans un d . Deux ba ses de disque s bornés sur E sont dite s équi-

valentes si elles définissent la même famille de bornés § on dit "la même bornolo-
ou bien "la même structure d’e. b. c. s. sur E ". Pour qu’il en soit ainsi.

il faut et il suffit que tout élément de chacune des bases soit contenu dans un

élément de l’autre base.

L’e. b. c. s. E est dit cocomplet s’il existe une base (d ) de disques bor-

nés telle que les e. v. n. soient tous complets. On peut expliciter les

propriétés de la famille des bornés d’un e. b. c. s.9 et obtenir ainsi le point de

départ d’une théorie indépendante des e. b. c. s.. Le point de départ choisi ici
est moins intrinsèque, mais il est plus commode pour les applications ~~ la théorie

des e, .

La catégorie des e. b. c. s. a pour objets les e. b. c. s.. Ses morphismes sont

les applications linéaires ~ : ~1 "~ ~2 qui sont bornées, c’est-à-dire qui
transforment tout borné de G 1 en un borné de ~2 ° Le codual ~~ de l’e. b. c.

s. G est l’espace des formes linéaires bornées sur G ; GX a une structure

natmrelle d’e. 1. c. s. puisqu’il peut être muni de la topologie de la convergence
uniforme sur les bornés de G .

L’e. b. c. s. G est dit coréflexif s’il est en dualité séparante avec GX et

s’il coincide avec le dual de l’e. 1. c. s. ce dual étant muni de la borno-

logie équicontinue, cest-à-dire de la famille des parties équicontinues du dual
de G~ .

(,4.6) L’e. 1. c. G une. b. c. s.. L’e, 1. c. s. Te estl’e.

1 c. s, obtenu en munissant l’e, Vé G de la topologie localement convexe limite
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inductive des topologies des e. v. n. G[Dj]. Un système fondamental des voisina-
ges de l’origine est formé par les disques bornivores. Un tel disque coupe donc

chaque G(D.) selon un voisinage de l’origine. Par la suite G est systématique-
ment muni de cette topologie localement convexe.

(4.7/) Le système inductif des E[&#x26;~ 9 s. bornoloqiques. - Soit E un

e. 1. c. s.. Munissant E de la famille de ses parties bornées, on obtient un
e. b. c. s. noté BE . Pogr tout disque borné B , on a une injection continue du

sous-espace E[B] muni de la jauge. de B dans E , Si Bt est un autre disque
borné tel qu’il existe x ~ 0 tel que ~B’ , on a une injection continue

D’où un système inductif d’e. v.. n. p et la topologie t de E est moins fine

que la topologie lim des topologies de E ~D’où une situation duale de ~,4..2) t
mais ici t ~ lim en générale L’e. 1. c. s. E est dit bornologique si t = lim .

Soit x une application linéaire définie sur un e. 1. c. s. E, à valeurs dans

un e. 1... s. G .,. Vu la propriété universelle des topologies localement convexes
limites inductives, si E est bornologique, x est continue si, et seulement si,
elle est bornée, ou si sa restriction à chaque EH est continue, ce qui est techni~

quement assez facile à vérifier en générale C’est ~ia qui fait l’intérêt pratique
de la notion d’e. 1. c, s. bornologique.

(4.8) Exemple. - Soit 0 un ouvert de Rn ... L’e. 1. c. s. est défini usuel-

lement comme limite inductive stricte Un borné de est forcément

contenu dans et y est borné. Par conséquent, est bornologique.

La structure de l’e. l, c. s. D(o) est un petit peu compliquée : c’est une li-
mite inductive stricte. Par ailleurs, si l’e. v. est muni de sa bornologie

naturelle, la structure d’e. b. c. s. ainai obtenue est extrêmement simple à décri-

re et suffit pour définir c’est le codual de l’e. b. c. s. ~(û), * D’où
une possibilité de donner une formulation bornologique de la théorie des distribu-

tions, cette nouvelle formulation étant un peu plus simple que la formulation

usuelle. 
’

(4.9) Topologie ultraforte sur un dual. - Soit E un e. 1. c. s.. Soit E’ son

dual. Les parties équicontinues de E’ forment une bornologie appelée bornologie

équicontinue. Cette bornologie admet pour base la famille des polaires absolus V~
d’un système fondamental V de voisinages ouverts disqués de l’origine de E. do-

tons que les V~ sont faiblement fermés, donc faiblement complets. Vu le lemme

(4.4), un Banach pour tout V En transposant les surjections conti-

nues E -~. E(V) , on obtient vu(1.32) des injections continues des Banach 

dans E’ fort. Donc la topologie forte de E’ est moine fine que la topologie
localement convexe, limite inductive des Cette topologie S est appelée
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est appelée la topologie ultraforte sur E~ ,

(4.10). - Soit V un voisinage de l’origine disqué de l’e. l. E Alors le
dual de l’e. v. n. E(V) = E/jy-1(O) s’identifie isométriguement

E’ engendre par le polaire de V , muni de la jauge de 

En effet, si j 
v 

est la jauge de transposant la surjeotion canonique
E -~ E(V), il vient une injection canonique E~V~! ~ E ’ , et alors

-(4.11) PROPOSITION. - Soit E un e. 1. c. s. tel que E coincide avec le codual

de E ’ , muni de la bornoloqie équicontinue. Alors les topologies forte ce et

ultraforte  sur Et coincident.

Démonstration. - Par hypothèse, on a E = = (E’ , )’. Par conséquent, E

est semi-réflexif. De plus, comme E est compatible avec la dualité de E’ avec

E 9 ; est moins fine que la topologie de Mackey ~~E~ 9 E) = T , Mais 7 = e car

E est semi-réflexif. Comme S &#x3E; 0 $ on a finalement a = e .

(4.12) PROPOSITION. -Soit E un e. 1. c. s. complet qui est infra-Schwartz, c’est-
à-dire tel que toute application linéaire continue de E dans un Banach soit fai»

blenent Il résulte de 5. plage 117 ,ue E = (E’)x. Il résulte alors de

(4.11) que les topologies fortes et ultrafortes coincident sur E’.

(4.13) Produits tensoriels d’e. 1. c. s. ou dIe. b. c. s..

(a) Usuellement, on définit seulement les produits tensoriels topologiques de

plusieurs e. 1. c. s.. Par exemple, soient deux e. 1. c. s. E et F dont les

topologies sont définies respectivement par des familles fondamentales de semi-

normes et ., Alors sur E@ F , la famille des semi-normes

est fondamentale, et elle est remplacée par une famille équivalente lorsque les

familles (p.). et (qk)k sont remplacées par des familles équivalentes : ceci

résulte de (3.11). La topologie localement convexe séparée, ainsi définie sur.

E 0 F , est notée 03C0 . Le complété de l’e. 1. c. s. E @ 
n 
F est noté E ~ E. La

topologie e est définie de même ; le complété de E 0 
E 
F est noté E o F .

(;b) On peut symétriquement définir des produits tensoriels bornologiques de plu-
sieurs e~b.c.s~ [4]. Par exemple, soient E et F deux e. b. c. s., et soient

et deux cobases disques des bornologies de E et de f . Pour

tout couple (j, k) , on a des injections canoniques

D’où une structure b. c. s. sur E @ F si l’on introduit la bornologie

"limite inductive" des Une autre structure d’e. b. c. s~ sur E 0 F
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est obtenue en remplaçant TI par e.

(4.14) PROPOSITION, - Soient Quatre e. 1, c. s. et deux applications linéaires con-

tinues l : E ~ F et m : est con-

tinue de E @ G (resp. E 0 G) dans Fa H (resp. F @ H) .
~20142014201420142014 

TT 
20142014~-. E 

--- 

Ti E

5... Etude de la topologie TI sur un produit tensoriel d*e. 1~ c Sw
~~~~~~~~~~~~~~~~c~~~~~~ ~~~~~~~~s~~~~~~~~~~~~%~~~~~~~~~~~~ 

(5.1,) PROPOSITION. - Soient n e. 1. c. s. Ei t 1~ i~n . La topoloqie TT 

Q9 Ei a la propriété universelle suivante : pour tout e. 1. c. s. G 7 l’isomor-

phisme canonique de G) sur L~Ej , G) applique bijective-

ment L(E1 ’ ... , En ; G) sur G) . De plus, cette bijection applique

les parties équicontinues de ... , G) sur celles de G) .

En effet, soit H une partie équicontinue de L(E1 ’ ... , En ; G) . Pour tout
voisinage disque W de l’origine dans G t il existe pour tout i, un voisinage

disque U. de l’origine de E. tel que ... , U ) c W pour tout h E H 8.

Réciproquement, soit H~ une partie équicontinue de L~ ~ E. ~ G~ . Pour tout
’~’ 

n i

voisinage disqué W de l’origine dans G 4 il existe un voisinage de l’origine de

Q§ Ej , que l’on peut supposer du type T(~ Ui) tel que (*). A fortiori,
a z 1

pour tout n de H. Donc h(U1 x... pour tout h EH.

(5.2) COROLLAIRE.

(a) Il existe une seule topoloqie localement convexe sur @ E, ayant la pro-

priété universelle indiquée : c’est la topoloqie n .

(b) La topolggie 03C0 est ta topologie localement convexe la plus fine sur 0 Ei’
rendqnt continue l’application multilinéaire canonique nE. ~ ~ E..

(a) En effet, soit t une topologie localement convexe sur Q9 E, i ayant la pro-

priété universelle. Comme l’application identique de E, est continue, l’ap-

plication multilinéaire canonique g . i de dans est continue :

De même, n ayant la propriété universelle, p est continue. Appliquant la pro-

priété universelle à G = @t E~ , l’application identique J est continue, ce

qui signifie que fi. est plus fine que t . Permutant les rôles de t et rr dans

le raisonnement, il apparaît que t est plus fine que TI et t = 

(b) résulte aussi de la propriété universelle. En effet, soit t’ localement
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convexe séparée sur (~ E. telle que -~ soit continue. Alors

est continue, et t’ C Comme ~ ~ n E . est continue, 03C0 est bien la to-

pologie localement convexe la plus fine rendant continue ~ ~ E..
Soient E et F deux espaces de Banach. De préférence à E 0 F , on considère

son complété pour la norme ~ 9 noté E ~ 
TT 

F F . Ce complété admet une

description simple.

(5.3) PROPOSITION.

(a) Tout élément u de E  F s’écrit sous forme d’une série normalement con-

vergente

avec lim e. = 0 , lim f . =0 y 03A3|03BBj|  ~.

(b) Réciproquement, toute série du genre

avec sup sup ~ lIB.i 1  Q converge normalement dans 

Démonstration.

(a) Si u E E, ~ F $ alors pour tout n ~ il existe un dans E 0 F tel que

D’où

D’après la formule explicitant la norme 03C0 , on peut écrire

Posons

Alors

La suite des sommes partielles de cette série est une suite de Cauchy qui conver-

ge normalement et dont une sous-suite converge vers u. Donc cette série est nor-

malement convergente, et sa somme est u. Réciproquement, la série donnée est

normalement convergente dans E ~ TI ~.
/ ,

(5.4) Soit (0 1 
un 0 . Si E est un
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espace de Banach, on a L 1.(0 , E) isométrique à L11(0), ~ E ..
2014~-201420142014201420142014201420142014 20142014 ~ 

~ ’ "’ ’°’ " 

p,

Soit S(o) l’espace des combinaisons linéaires finies de fonctions indicatrices

de parties mesurables de Q . Soit S(o , E) l’espace des combinaisons linéaires

finies 03C8 à coefficients dans E de fonctions indicatrices de parties mesurables

de Q , ces parties étant de mesure finie,

On a

On sait que L1(0, E) peut être défini comme le complété de S(o , E) pour la

1 t 
~’-d. 

norme L c’est-a-dlre

Il suffit donc de montrer que cette norme coincide avec la norme TI. Or si

admet l’expression (~), on a

D’ou inf{L U.e.~1 p.(~) ; pour toutes les écritures (*)} t soit

En fait, on a l’égalité, car toute E S (0 . R) admet une écriture (*), où les

Bi sont disjoints et par conséquent, pour une telle écriture de ~ ,

(5.5) Remarque. - Soit 1  p  ~ . On peut définir sur le produit tensoriel E0 E

de deux e. v. n. quelconques une norme TI telle que, pour tout espace mesuré

(0 , ’T ,BJo) et tout espace de Banach E , p la classe de Lebesgue !p(o, a)., rit

isométrique au complété de Lp(03A9) &#x26; E pour la norme 03C0p (voir [1.)).

6.. Produits tensoriels injectifs die. 1. c., s..

soient n e. 1. c. s. E. t 11  j  n , sur le corps A = ROUi, C .. Les e&#x3E;-

J "" l’’V l’V

paces duals munis des topologies faibles sont notés E’j,s . Soit M 
E 

l’espace des

formes multilinéaires séparément continues sur E1’ x .., x Et , cet espace
,5 n,s

étant muni de la topologie de la convergence uniforme sur les produits de parties

équicontinues de E1 ’ ... , Gomme les espaces 0 Ej et. Q9 El sont en

dualité, le produit tensoriel T:;: QÇB E.. est contenu dans àl .

J E

La topologie E sur Q9. . Ej est définie par la famille fondamentale des semi-

normes



3-16

Uj décrivant un système fondamental Uj de voisinages ouverts disqués de Ej .

Comme les UOj forment (U. EU.) une J de la bornologie équicontinue de J
on a la proposition suivante.

(6.1) PROPOSITION. - La topoloqie s sur le produit tensoriel ~ E. J des e. 1.

c. s. E. est induite par la topoloqie de M .
~.._... 

J 
.~..~_.~.~ ’ ° ° ° "- 

g

~6.2~ Ças des espaces Chaque E. 1 est supposé Sa boule unité est

notée fl. ; la boule unité de E’i est notée 03B2Oi. Comme les multiples de flf for-

ment une base de la bornologie équicontinue, la topologie e est induite par la

norme (usuelle) des applications multilinéaires, sur M
g

D’où les applications isométriques

(6.3) EXEMPLE. - Soit E un espace de Banach et soit K un espace compact. Soit

1~ espace de Banach des fonctions continues K-~E , et C(K) = C(K , A) .

(a) C(K)@E est donc dans C(K , E1, ’

(b) E est isométrique à C(K , E) .

(a) est classique. Pour prouver (,b~ ~ il suffit de montrer que, pour tout

la norme £ est égale à la norme induite par C~K ’ E~ .. Or

Notons que ces énoncés (6.3 , a et b) et ces démonstrations se prolongent naturel-

lement au cas où. E est un e. 1. c. s. complet.

, 7. Utilisation de la propriété d’approximation métrique.

/

(7/.1) DEFINITION. - Un espace de Banach E vérif ie la propriété d’approximation

métrique (p. a. m.) si, pour tout compact K de E et tout e &#x3E; 0 , il existe

u ~ E’ 0 E tel que

En d’autres termes, l’application identique de E est dans l’adhérence des opé~

rateurs de rang fini, de norme au plus 1 , pour la topologie de la convergence
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uniforme sur les compacts de E.

(7~2) PROPOSITION. - Soient E et F deux espaces de Banach. Si E vérifie la

. a. m.9 alors

cu E) est l’espace des opérateurs compacts de F dans E .

Démonstration. - On sait que la norme e sur F’ 0 E est induite E) ;
d’autre part, ~~F , E) est un sous-espace fermé de ~~F , E) .. Par conséquent,
des injections .

1) résulte qu’on a toujours une injection isométrique :
,,

Il suffit de montrer que si E vérifie la p. a, m., alors F’ 0 E. est dense

dans K(F, E) . Soit donc f E K(F , E) et E &#x3E; 0 . soit B la boule unité de

F . Comme f(B) est relativement compact, il existe u E E’ 0 E tel que

Comme l’application u o f est de rang fini, elle appartient à F. ~ E . De plus,
., ~,/ B. -, ’If

Si E et F sont des espaces de Banach, E 0 F s’identifie naturellement à
e

un sous-espace de L(F’ , E) . Etudions la propriété analogue dans le cas de deux

e. 1. c. s. E et F . Les espaces duaux, munis de la topologie faible, sont notés

E’ et FI . Le dual de E muni de la topologie de Mackey est noté E’ . L’espace
a o- T 

,

des formes bilinéaires sur E’ x F’ , qui sont séparément continues, est noté
0’ o

BS(E’ , F) . 

(7.3) PROPOSITION. - On a des isomorphismes algébriques

Vu la symétrie, il suffit de montrer le premier isomorphisme. Or, on a un iso-

morphisme algébrique

(~- )

Il suffit donc de montrer

Soit l e. L(F’ , E ) . Comme la transposée de l transforme tout disque
a cr

faiblement compact de E’ en un disque .faiblement compact de F , l test conti-
o cr

nue de F’ dans F ; donc a fortiori de F’ dans E -
T T cr.’ .
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Réciproquement, soit À E L(F’ , E) . La transposée tÀ applique E’ dansp ~ ~ ~ 
T 

s

Par conséquente X est faiblement continue. 
’

(7.4) 
. 

Introduction de topologies de la convergence uniforme. - S.oit L E)
l’e. 1. c. s. obtenu en munissant E) de la topologie de la convergence

T

uniforme sur les parties équicontinues de F’ . Soit U et V des bases de voisi-

nages de l’origine de E et F respectivement formées par des disques fermés U

et V . Alors la topologie de L E) est définie par la famille des semi-

normes

où U v ) décrit U x V . Comme il vient

- 

L~., r- - ~ 
~ ‘ ~ ~ 

~ ~ . _ -

Par conséquent, si b désigne la forme bilinéaire associée à l , l’isomorphisme

(*) transforme pUV en la semi-norme suivante sur 
j cr

Ces semi-normes définissent la topologie de la convergence uniforme sur les pro-

duits de parties équicontinues de El et F’ ... L’e. 1. c. s, ainsi obtenu est noté

ES, 
e a o-

(7.5) CONCLUSION.

(7.&#x26;) PROPOSITION. - Les e. 1. c. s. précédents sont complets si E et F sont

complets.

Si E est complet, l’espace E(F’ , E), muni de la structure uniforme associée

à la topologie de la convergence uniforme sur les parties équicontinues de E~ est

complets Il suffit de montrer que L E) est un sous-espace fermé de f(E’, FÀ
Soit donc u une application linéaire de E’ dans F , qui est limite uniforme

sur toute partie équicontinue de E’ d’applications u . e L(F’ , E) . Il suffit

de montrer u e L(F’ , &#x26; ) . Pour tout e’ fixé, 1L est une forme linéaire

sur F’ qui est limite uniforme sur toute partie équicontinue V de F’ de for-

mes linéaires faiblement continues. Donc, pour tout la restriction de e’ o u

à V est faiblement continue. Comme F est complet, et d’après le critère de

complétion de A. GROTHENDIECK ([3], p. 96), e’ o u ~ F . Donc

le dernier crochet indiquant la dualité entre F et F’  Cette relation montre

que u est faiblement continue.
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