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LES INÉGALITÉS DE BURKHOLDER
EN THÉORIE DES MARTINGALES ( d’après GUNDY)

(P.A.Meyer )

Université de Strasbourg
Séminaire de Probabilités 1967/68

Nous ne nous occuperons ici que de martingales à temps
discret . Le lecteur pourra, s’il le désire, se borner à lire

ce qui concerne les intégrales stochastiques de processus " pré-
visibles" - l’exposé est alors un peu plus simple, et on ne

perd pas grand chose, car les intégrales stochastiques de pro-
cessus non prévisibles n’ont reçu jusqu’à maintenant aucune ap-
plication.

Les démonstrations ci-dessous sont, pour la plupart, dues à

GUNDY : seule la terminologie a été modifiée, pour la mettre en
accord avec celle que nous avons utilisée l’an dernier dans les

exposés sur les intégrales stochastiques.

g 1. DÉFINITIONS GÉNÉRALES

NOTATIONS.- est un espace probabilisé complet, muni d’une
suite croissante (F ) w de sous-tribus de F ; nous supposons~n -

comme d’habitude que F0 contient tous les ensembles P-négligea-
bles. Le mot " processus" signifie dans cet exposé * processus
réel adapté à la famille (F )’~. Un processus sera dit pré-
visible ( par analogie avec le cas continu) si de plus v n est
Fn-1-mesurable pour tout n>0.

Deux processus X et Y seront dits indistinguables si 

p.s. pour tout n. Pour ne pas alourdir le langage, nous ferons
semblant d’ignorer la différence entre un processus et une clas-
se de processus indistinguables.

Nous dirons qu’un processus X=(Xn) est inté g rable si Xn~L1
pour tout n, et que X est borné dans I~ si sup 11 X ~ Il +a~ (p
~1) ; cette quantité sera dans tous les cas désignée 
Si X est un processus, nous poserons X = sup 

n 
-~
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Notations relatives aux accroissements. Si est un pro-

cessus, nous désignerons par DX le processus défini par
= = pour n>0 .

Si V et X sont deux processus, nous noterons respectivement
VX ( ou V.X) et V~X les processus définis par

= V~
= 

Autrement dit, V~X est l’unique processus Y satisfaisant à DY=
Nous dirons que V*X est l’intégrale de V par rapport à

X ( cette notion, triviale dans le cas discret, est beaucoup
plus difficile à définir dans le cas continu 1 ) .

Si X et Y sont deux processus, nous noterons [X,Y] le proces-
sus défini par

= 

Autrement dit, D[X,Y]= DX.DY : nous avons utilisé une notation
analogue dans le cas continu. Nous poserons aussi

~= 
Le processus Q est appelé la variation quadratique de X.
Arrêt d’un processus. Soit T un temps d’arrêt ( de la famille

(En) ; pour tout processus X, nous désignerons par X le procès~
sus obtenu en arrêtant X à l’instant T, défini par

XTn = 

Posons le processus (V )=V est évidemment prévisible,
et l’on a = 

Notations relatives aux martingales. Nous désignerons par E
l’opérateur d’espérance conditionnelle 

Soient X et Y deux processus intégrables ; nous dirons que
X et Y sont associés (XruY) si X-Y est une martingale. Si X
est un processus intégrable, nous appellerons compensateur de X,
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et nous noterons X, le processus défini par
+s P

pour n>0

( dans le cas continu, cette notion avait été définie seulement

pour un processus croissant, ou du moins à variation bornée). On
montre aisément que ce processus est caractérisé par les trois

~/ ~/

propriétés suivantes : 1) X-X est une martingale, 2) X est

prévisible, 3) 
Nous appellerons compensé du processus ( intégrable) X, et

c 
~ 

o c

nous noterons X ou X , le processus X-X ; X est une martin-

gale et l’on a
c c

Xo = 0 , 
Le lemme suivant groupe quelques propriétés " algébriques~

faciles liant les opérations précédentes.

LEMME 1.- = 

b) Si V et X sont deux processus prévisibles, V~X est

prévisible. En particulier, si T est un temps d’arrêt et si X
est prévisible, XT est prévisible*

c) Soient V et X deux processus, T un temps 

= = ; [V,X]" = ] = 

d) Soit X un processus intégrable ; on a
~~ 

’ " 

c 

° ’ " " "°

= x~ ; = 

DÉMONSTRATION .- a) et b) résultent aussitôt de la formule
= Pour prouver la première formule c), posons

l’égalité se réduit à ou

d’après a) à = qui est évidente. Pour

prouver la seconde formule c), on remarque que W =W, et que
= = = 

. en remplaçant W~ par W , on

raisonne de même pour la troisième relation. Enfin, pour d),
on remarque que (X) est prévisible diaprés b), que (X )o=0,
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et que X -(X ) = (X-X) est une martingale, de sorte que (X)
possède la propriété caractéristique de XT ; la seconde égali-
té d) en résulte aussitôt.

Une forme plus générale d"intégrales stochastiques". Lorsque X
est une martingale, et lorsque V est un processus prévisible
borné ( par exemple), le processus V~X est une martingalen Mais
il n’en est pas de même si V n’est pas prévisible. Par analogie
avec la théorie des intégrales stochastiques des processus bien-

mesurables, dans le cas continu, nous poserons la définition

suivante °

DEFINITION. - Soient V et X deux processus tels que V*X soit in-
tégrable. Nous noterons VoX, dans la suite, la martingale 

Cette définition est dénuée d’intérêt lorsque X n’est pas une

martingale, et sans doute aussi lorsque X en est une . Lorsque
X est une martingale, et lorsque V est prévisible, V~X est une
martingale ( vérification immédiate si V est borné ; utiliser
le théorème de Lebesgue pour le cas général), et par conséquent
V*X =VoX. Sous leur forme originelle, les inégalités de BURK-
HOLDER ne s’appliquaient qu’aux intégrales stochastiques du type
précédent : nous les étendrons ici aux intégrales de la forme

VoX, en vue d’applications possibles au cas continu.

DÉFINITIONS- Soit X une martingale : on désigne par L (X) l’en-
semble des processus V tels que ) V2n(Xn-Xn-1)2 ~L1.
n

Par exemple, tout processus borné appartient à L (X). Il
est clair que est intégrable si On a dans ce cas

le résultat suivant.

THÉORÈME.- Si X est une martingale. et si VeL (X), le processus

VoX est une martingale bornée dans L . Ce processus est la seule
martingale H bornée dans L et possédant les propriétés sui van-
tes : 

1) H0 = VQXQ
2) Si M est une martingale bornée dans L2,

est une martingale.
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DÉMONSTRATION.- On a, même si X n’est pas une martingale
= = =

= 

= 

Par conséquent, E[(D(V.X)n)2] ~ E[V2n(Xn-Xn-1)2] ; il en résulte

que si on a T* +oo , ce qui revient à

dire que la martingale VoX est bornée dans L . Notons en parti-
culier que

1 => Il X ~2 .
Si M est une martingale bornée dans L , on a alors

tandis que

= V n D[X,M] n = VnDXnDMn
Comme M est une martingale, DM est orthogonale à donc

est orthogonale à il en résulte que le

processus est une martingale.
Considérons deux martingales H et H’, bornées dans L est sa-

tisfaisant aux conditions de l’énoncé, et posons K=H-H~; [K,M]
est alors une martingale pour toute martingale M bornée dans
L  En prenant K=M, on en déduit que p*s~ pour tout n ;

comme l’unicité est établie.

§2 . LA DÉCOMPOSITION DE GUNDY

Soient X une martingale positive, ~ une constante >0 ; intro-
duisons le temps d’arrêt

R = inf { n : 1
et décomposons X en une somme de deux martingales positives W et

X’, définies par

= 
~ ~n = = 
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Posons A = XRI{n~R} ; A est un processus croissant intégrable,
et nous pouvons lui associer le processus croissant intégrable
~ ~t

A qui le compense. Comme A est prévisible, la variable aléatoire
nJ

S = inf ~n : 

est un temps d’arrêt. Ecrivons que et que

X’==X’~+(X’-X~) = (X’-X~). Il vient que X=H+K+L,
où

Cette décomposition est la décomposition de GUNDY de la martingale
positive X. Nous allons établir ( d’après GUNDY) quelques propri-
étés des martingales H,K et L.

a) s’obtient à partir de X’ en remplaçant X’ par 0 pour
n~R ; comme X’  ~ si nR, est un processus positif borné

par ~. D’autre part, le processus A est borné On a donc

(1) H* ~ 2~
On a d’autre part pour tout m E[H~] ~ E[H~H*]~ 2~E[H~]=2~X’~]
 Ainsi

(2) Il H ~22 ~ 2~ Il X ~1 .
(Cette petite remarque, qui donne une majoration en ~ au lieu de

~ comme les majorations habituelles, est la clé de toute la dé-
monstration ~).

b) La seconde martingale K est un processus à variation bornée

(3)JEG: ] = 2)! X 
n

c) Considérons la troisième martingale L ; on 
D’autre part

~ 

 de 

~]= x !ti ,
et par conséquent
(4) ~L~0{ ~ X ~ .
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§3. LES INÉGALITÉS DE BURKHOLDER

Rappelons que d; 

THEOREME 2.- Soit X une martingale ; on a alors pour tout À>0

(5) 03BBP{QX~~03BB} ~ 24~X~1 .
DEMONSTRATION.- Il suffit de traiter le cas où X est bornée dans

Dans ce cas, X est différence de deux martingales positives
Y et Z telles que Il X Y Z )L ( décomposition de KRICKE-

BERG ; on a par exemple Yn = ). Comme on a QX
~ et donc ~+iQ~ ~ ~h il nous suffit de
montrer que l’on a , pour toute martingale positive X

~~o~) ~ ~M x !!i .
Reprenons alors la décomposition de GUNDY X=H+K+L. Nous avons

~’~~ë 
Prenons ~= ~- : le premier terme est nul d’après (1) ; comme

1 le second terme est majoré par ~Jt X (L~ 

n 

d’après (3). Le dernier terme, enfin, est majoré par 

Le théorème résulte alors de l’égalité 8+4=12, que le lecteur
vérifiera aisément.

Voici maintenant la seconde inégalité de BURKHOLDER, relative
aux intégrales stochastiques.

THEOREME 3.- Soient X une martingale. V un processus tel que 
Alors, pour tout A~O

(6) 5611 X ~1
DÉMONSTRATION.- Comme dans la démonstration précédente, il suffit
de prouver que cette inégalité a lieu lorsque X est positive, avec
un coefficient égal à 56/2=28. Reprenons la décomposition de GUN-
DY nous avons
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 (VoH) 
Le premier terme est majoré par ( iné-

galité de DOOB) ; d’après le th.l, ceci est encore majoré par

~D.! X la formule (2). Le second terme est

majoré par 2E[|VoK|~ ] ( inégalité de DOOB) et cette quantité est
majorée par "4E[ ) |Vn|(DAn+DÃn)] ~ 8E[A~] ~ 8E[XQ]=8)) X ~1.
Quant à la dernière probabilité, elle est majorée par 

le premier de ces deux termes vaut au plus
Il X D’autre part, = VoX’ - de

sorte que la dernière probabilité vaut au plus X JL
( formule (4)). Par conséquent 

X ~1 (32~ 03BB + 8 + 03BB ~ + 203BB ~ )

On conclut en prenant ~= 03BB 4 .
Les démonstrations des théorèmes suivants sont maintenant em-

pruntées à BURKHOLDER, sans modifications :

THÉORÈME 4.- Soient X une martingale bornée dans LP (lp+oo), et
V un processus tel que V~  1. Alors on a

Il !tp ~ Il p
est une constante.

DÉMONSTRATION.- Soit une variable aléatoire construisons

la martingale bornée M définie par puis la martingale

VoM ; celle-ci est bornée dans L~ d’après le th.l, elle converge
donc p.s. vers une variable aléatoire que nous 

noterons 

( en toute rigueur, TyH est une classe de variables aléatoires,

qui ne dépend que de la classe de H) . Nous définissons 
ainsi une

application de L~ dans l’ensemble des classes de variables 
aléa-

toires, qui possède les propriétés suivantes :

1) Si H~L~, on a Il H ~2 ( th.l : en fait 

2) Si K1~ H ~1 ( th.3 : K1=56)
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Ce sont là les hypothèses du théorème d’interpolation de
MARCINKIEWICZ entre les valeurs 1 et 2 ( voir par exemple le
second volume de DUNFORD-SCHWARTZ, p.1166 ). Il existe donc
une constante K satisfaisant aux conditions de l’énoncé pour
tout p compris entre 1 et 2, d’après le th. de MARCINKIEWICZ.

Passons au cas où 2poo : notons q l’exposant conjugué de p,
qui est compris entre 1 et 2. Soient H et H’ deux éléments de 
nous avons :

/ 
n n

= 

n

Le n-ième terme de cette somme s’écrit :

/i 

Dans le premier terme, et aussi dans le second, nous pouvons
remplacer H’ sans changer l’intégrale . Dans
le troisième et le quatrième termes, nous pouvons remplacer H~

puis remplacer par

respectivement. L’expression sous le signe /
est alors

qui est symétrique en H et H*. Il en résulte que 
Par conséquent, l’énoncé étant établi pour l’exposant q, compris
entre 1 et 2 :

Il H ~p ~ Kq~H’~q ~ H ~p
Faisons parcourir à H’ l’intersection de L~ avec la boule unité

de L~, il ~ d’où le résultat.

Pour démontrer le second théorème fondamental de BU RKHOLDER,
qui lie les normes dans LP ( p>l, fini) des variables aléatoires

X et Q , nous aurons besoin du lemme de KHINTCHINE. Considé-
rons un espace probabilisé T (muni d’une mesure dt) et une suite

de variables aléatoires indépendantes, prenant les valeurs
+1 et avec la probabilité -= ( les analystes aiment prendre
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pour T ~intervalle [0,1], et pour les r~ les ’*fonctions de

RADEMACHER" , ce qui présente parfois certains avantages techni-

ques). Voici le lemme de KHINTCHINE.

LEMME.- Soit une suite de nombres réels tels que 

et soit f la somme de la série ( convergente dans L ~~ ~ 
II existe alors des constantes ( finies, non nulles) ,pour
tout pe~l,0153[, telles que

A /T**~2~1/2 ~ n / *c2014’.2Bl/2
a) Existence de comme Il f est une 

tion croissante de p, il suffit de traiter le cas où p=2m ( m en-
tier positif). D’autre part, il suffit de traiter le cas où a~=0
pour k>N. On a alors, les ui désignant des entiers ~0

) f ~2m2m = ) 
° ° ° 

dt

où L’intégrale vaut 0 si les ui ne

sont pas tous pairs, et 1 s’ils le sont tous, par conséquent

( en désignant par v. l’entier si u~ est pair)

1 f 
2m 

= _______ G2v1... 2vN a2v11
... 

a2vNN

Tandis que

((03A3 a2n)1/2)2m = ) Cv1...vNa2v11...a2vNN

Le rapport est (2vN)! .

On majore le numérateur en le remplaçant par 2 m . On minore le
i-ième terme du dénominateur en le remplaçant par 2vi. Le rapport
est donc 5 m~, d’où finalement B~ ~ 

(z) Et aussi p.s. : c’est une série à termes indépendants.
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b) Existence de C’est trivial si p>2 , car le premier
membre est égal à Il f ~2 . Pour traiter le cas où 1~p2, posons
2= pr+4s ( r>O,s>0, On se ramène par homogénéité au cas
où ~ a~=1. La fonction étant logarithmiquement convexe

( voir par ex. BOURBAKI, Intégra chap.IV, §6, n°5, prop.4 : p.213
de l’édition la plus récente), on a

i = Il f ~22 ~ Il f ~ 4S  Il f 

et par conséquent ~ f si ( ) a2n )1/2=1, ce qui
donne le résultat cherché.

Voici le résultat de BURKHOLDER :

THEOREME 5.-Scient X une martingale. p un nombre tel que 
Il existe deux constantes ( finies, non nulles) H~, K telles ue

Il Q~, 
DÉMONSTRATION.- Introduisons les fonctions de RADEMACHER rk(t).
Nous avons évidemment Q e irP si et seulement si X elr, et dans

ce cas, d’après le lemme de KHINTCHINE

T o 
~ 

et par conséquent, en intégrant et en intervertissant les inté-

grations 

où Vt est le processus déterministe défini par rn(t). Comme
Vt- 1., le th.4 entraîne que cette espérance est majorée par

X ( où KP est la constante considérée dans l’énoncé du th.
4), aussitôt la seconde inégalité de l’énoncé.

Pour démontrer la première inégalité, utilisons de même ltau-
tre inégalité du lemme de KHINTCHINE :

i dt ~ 
T 0
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Intégrons, intervertissons les intégrations : il vient que pour

tout n

~ dt  )P~

ou encore, en faisant tendre n vers l’infini

T 1 11 ( )p]

Il existe donc au moins un t tel que Il Bp ~ QX~ ~ p . Soit
Y la martingale on a X=VtoY donc, d’après le th. 4

Il X Il p ~ Kp~ Y ~p ~ KpBp~ QX~ Il 
p

La première inégalité du th.5 est donc prouvée. On notera que
ce raisonnement vaut presque en entier pour p=1 aussi, et nous
donne (th.3)

03BBP{X*~03BB} ~ C ~ 1 
qui fait pendant au th.2.
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