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Université de Strasbourg
Séminaire de Probabilités 1968/69

QUELQUES INEGALITES SUR LES MARTINGALES, D'APRES

DUBINS ET FREEDMAN
(P.A.Meyer)

L'un des progreés essentiels de la théorie des martingales a consisté
en une série d'inégalités reliant une martingale (X ) & temps discret, et
sa"variation quadratique® » (Xn -X )2 [ les inégalités de BURKHOLDER | .

Avant BURKHOLDER, DUBINS et FREEDMAN ont donné d'autres inégalités liant
(X ) et la variable aléatoire g E[(X e n) IF ], qui joue elle aussi le
rdle d'une variation quadratique ( noter l'analogie avec les deux processus
croissants [X,X] et <X,X> associés i une martingale de carré intégrable ).
Nous allons exposer ici les résultats de DUBINS et FREEDMANQ*

I1 faut noter que ceux-ci sont plus élémentaires que ceux de BURKHOLDER,
et qu'ils se réduisent, dans le cas particulier ol (Xn) est uné somme de
variables aléatoires indépendantes centrées de carré intégrable, & des
résultats classiques ( cas particuliers de la loi forte des grands nombres,
du lemme de BOREL-CANTELLI, etc ).

§ 1 . MARTINGALES DE CARRE INTEGRABLE

NOTATIONS.-~ (En)ngo est une famille croissante de tribus, sur un espace
probabilisé complet Q ; EO contient les ensembles de mesure nulle,
(Yn)ngo est une martingale de carré intégrable, par rapport & cette
famille ; nous supposerons toujsurs que YO est une constante y ( ce qui
ne restreint pas essentiellement la généralité ). Nous posons AYO 0!
AYlaY -YO,... AYn e n 1
Nous posous V o=V, une constante positive, V +E[(AY ) IF ]...

Vo=V +E[(AY ) an l] Bien noter que V, est F l-mesurable. Le processus

(Yﬁ—vn) est une martingale, de sorte que (Vn) est le processus croissant

naturel associé 3 (Yn), 4 la constante v pres.

(*) L.DUBINS et D.FREEDMAN ; a sharper form of the Borel-Cantelli lemma
and the strong law. Ann. of Math. Stat., vol.36, 1965, p.800-807.
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Lorsque les variables aléatoires Yn sont des sommes de variables aléatoires

indépendantes, centrées, de carré intégrable, on a ( en prenant y=0,v=0)

2 2
Vn = O'l +eeet cn .

EXTENSION DU LEMME DE BOREL-CANTELLI ET DE LA LOI DES GRANDS NOMBRES
Le point de départ est 1l'ingénieux lemme suivant :

. 2
LEMME.—- Soit © une loi sur R ayant une moyenne m et une variance o . On

m . &~ N .
suppose - —, 2 a>0 ( ce qui entrafne m<0 ). Soit q, la fonction sur R

. 1 .
q(x) = 1 g% x20 3 q,(x) = y—=5 six<o0.

Alors pour tout x on a f qa(x+y)9(dy) P qa(x) (qa est S-excessive!)

DEMONSTRATION.~ C'est clair pour x20. Si x<0, soit x'=x+m < X, ot soit
r(x'+u) = qa(x')+ (u+au2)q;(x') ;s le graphe de r est une parabole tangente

au graphe de q, au point x'. En notant que qé(x'): aqs(x'), il vient
2 2
= ] —! [} _ 1 Yeny! [}
r(0)= q (x')+aq (-x'+ax'?) = [q (x')-ax'q(x')] +
' ' 1 LT ' = =
ax'q (x')[1+ax'q (x')-q,(x')] = 1 = q,(0)
la parabole représentant r, et l'hyperbole représentant qQ, & gauche de 0,
ont donc 4 points communs déja connus : un 3 1'infini, un double en x',
un en O. Le contact en x' est donc simple, et les deux courbes ne se traver-
sent pas en x', donc qa(y)g r(y) pour y<O, et aussi évidemment pour y>0.
Alors
Ja (x+y)e(ay) < [r(ay)e(dy) = [r(xi+y-m)e(dy) =
2
q,(x')+ 12 (x") [[(y-n)e(dy) + af(y-m)“e(dy)]

qa(x')+ aozq;(x') < qa(x')+(x-x')qé(x') < qa(x) (convexité).

]

Le lemme est établi. En voici une premidre application.

PROPOSITION 1l.- Pour tout a>0, porcns Zn-Yn--aVn 5 alors les variables aléa—

toires qaoZn forment une surmartingale.

En effet, soit Gn(w,dy) la répartition conditionnelle de AZn par rapport
a gn—l 3 la moyenne conditionnelle est aaAVn, la variance conditionnelle
AVn, donc le lemme s'applique & 6, et il vient

Bla,(2,)|E, 1] = [a,(z,_;+u)e (. du) < q (7)) CQFD .
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PROPOSITION 2.~ P{il existe n tel que Yngavn} < qa(y-av). (a>0)

. . . 1
8i y=0,v=0 , P{il existe n tel que 12 aVn+b} ST (a>0,b20)

DEMONSTRATION.- 1) (Y > aV ) <=> (Z.20) <=> (a,(z,)=1) avec les notations
de la prop.l. D'aprés 1'inégalité de DOOB, P{s%p qa(Zn) 21} g E[qa(ZO)]=
q,(y-av).

Appliquons ce résultat avec les notations suivantes : prenons y=0, v=0,

posons V; = > + V_ 3 alors

a n

1
i 3 ' - = ——
P{ll existe n tel que Yng aVn} < qa( b) Tral

d'ol aussitot la relation de la seconde ligne de 1'énoncé.

REMARQUES.- i) Si y=0,v=0, P{il existe n tel que ]Ynlz aV +b}< 2/(1+ab)

ii) La borne en 1/(l+ab) ci-dessus ne peut &tre améliorée.

Voici le résultat principal de la premidére partie de l'exposé : on
notera qu'il entraine les conséquences suivantes : soit (Xn) une suite de
variables aléatoires indépendantes, de moyenne nulle, de carré intégrable.

Alors si I o® <+00, I X est p.s. convergente ; si & o® =+w, alors
k K n n n n n
§ Xn / § ci = 0 p.s. lorsque k-> +00 ( loi forte des grands nembres dans

le cas des variances finies).

Y

THEOREME 1.- Quels que soient y et v, le rapport Vﬁ converge p.S. Vers
n

une limite finie, p.s. nulle sur {Voo=+oo}.

DﬁMONSTRATION.— Soit KeN , ot soit T= inf{n : vn+1>K} § comme vn+l est
En—mesurable pour tout n, T est un temps d'arrét .

D'aprés le théoréne d'arrdt de DOOB, nous avons E[Yg]-E[VS]+y2—v
pour tout temps d'arrét borné S ; en appliquant cela & S=TAn, nous voyons
que la martingale YT obtenue par arrét de Y & T est bornée dans L2, et con-
verge donc p.s. vers une limite finie. Comme {V6°<oo} est la réunion des
ensembles {T=o0} pour KeN, on voit que Y converge p.s. sur {Vu)<oo}, d'oll
le méme résultat pour Y /V .

Plagons nous maintenant sur {Voo=oo}, et montrons que Yn/Vn >0 p.S..
On peut évidemment supposer y=0,v=0. Tout revient & montrer que pour tout

a>0 l'ensemble {Voo=oo, lim sup > 2a} est négligeable ; or cet ensem

Y
Vn ble
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est contenu, pour tout b>0, dans { il existe n tel que IYn':aVn+b}, dont la
probabilité est au plus 2/(1l+ab). Il est donc bien négligeable, et le thé-

oréme est établi.

Passons maintenant au théor:me de BOREL-CANTELLI. Soit (An) un processus

croissant ( avec A,=0 comme d'habitude) et soit (Ig) son compensateur :
IF,_,]

£,=0 X= E[a [P )+...+B[a -4 |F,
LEVY a démontré que Aoo est fini p.s. sur l'ensemble {Koo<oo}, et que si

n-1

les différences AAi sont majorées par une méme constante, ou plus générale-
ment par une méme fonction intégrable, les deux ensembles {A°°=oo} et
{Zoo=oo} sont p.s. égaux. Ce résultat contient, loreque les AA; sont des
indicatrices d'événements indépendants, le théoréme de BOREL-CANTELLI
usuel. Nous allons appliquer & cette situation le théoreme de DUBINS et
FREEDMAN, ce qui nous donhera en particulier le résultat bien plus précis
suivant :

. Lo . A
PROPOSITION 3.- Si les AAi sont des indicatrices, zi -1 p.s. sur fzoo=oo}

Supposons que les variables aléatoires AAi appartiennent & L2. Le pro-
cessus (Anizn) est alors une martingale de carré intégrable (Yn), et il
est facile de construire le processus (Vn) correspondant . Le th.l donne

alors le résultat suivant :

Le rapport A =%
n n

n 2 "
E(as?|F .-
Lo(Elag|F ) ]-a22)

converge p.s. vers unc limite finie. Cette limite vaut O sur l'ensemble

o le dénominateur ->+oo .

Maintenant, notons dn le dénominateur, et posons dﬁ = BSE[AA;]FP l]'
Je dis qu'on a le résultat suivant { qui entratne aussitdt la proposition

~ 3 3 . ~
3 4 car si 1l'on a affaire a des indicatrices on a dé:An) :

Le rapport n An - n_An converge p.s. vers une limite finie,
sPE(As2 |F 4} © 2
A =
0 [A pl=p—l] n nulle sur { Zo E[AAPIE l] +00 }.
En effet :

1) sur {déo<oo}, on ad_ <d' < oo, donc AnQKn a une limite finie d'aprés
DUBINS et FREEDMAN ci-dessus, d'ou le résultat.
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2) Le méme raisonnement s'applique sur {d <w , d&)=oo}, et il apparalt
que la limite du rapport est O dans ce cas.

3) Sur {d =00}, nous savons d'aprés DUBINS-FREEDMAN que énaéne>0 , d'olt
le méme résultat a fortiori en remplagant dn par dé > dn. n

BORNES EN MOYENNE QUADRATIQUE POUR Yn/vn

I1 s'agit encore ici d'une majoration trés ingénieuse ( mais il n'est

pas certain qu'elle soit trés utile ! )

Ye

THEOREME 2.- Avec les notations du début, le processus v; + % est une
surmartingale. n n
o521
COROLLAIRE.- Pour tout temps d'arrét T, E[ vg] <L ,=2,
T = 2 v

DEMONSTRATION.— Comme dans la preuve du théoréme 1, notons On(w,dy) la
répartition conditionnelle de AYn par rapport & En—l’ dont la moyenne est
nulle et la variance est AV . Posons k(y,v)= %:+ % . On a

Ele(Y,V ) E, ] = XY +y,V )6 (.,ay) = %;ij” (Y, )%, (ay)+ 5

n
1 2 1
= ol Y4+ 87) + 3
n n
2 v
ln—l + A:n 1
= 5 -+
(Vn_1+AVn) (vn_l+Avn)

bix est décroissante pour x>0, quels que soient
a et b positifs. Ce dernier terme est donc majoré par
Y2

Mais la fonction (b+x)3

n-1 1
V2 + v = k(Yn 1’ n- 1)
n-1 n-1

et le théoréme est établi,

§ 2 . MARTINGALES A SAUTS BORNES, BORNES EXPONENTIELLES

Nous allons aborder ici des problimes assez différents , par une métho-
de qui n'est pas celle de DUBINS et FREEDMAN ( mais qui conduit aux mémes

résultats ! ).
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La méthode peut se rattacher & 1'idée suivante ( qui a aussi été uti-
lisée par MAISONNEUVE pour 1'étude des martingales continues ). Soit (Yn)
une martingale, que nous supposerons d'abord bornée . Posons

AY,
° AY
M = (M_=e" "0 par convention )
DoAY ©
n E[e"*K|F, -]
1 =k-1

ol A est réel ; alors (Mn) est une martingale pnsitive. Si (Yn) n'est pas
bornée, mais si on suppose seulement que les variables aléatoires AYk (y
compris AYO=YO ) sont bornées supérieurement par une constante positive C,
un passage & la limite simple & partir du cas borné montre que (Mn) est

une surmartingale positive, pour A>O.

n Or on a E[kAYklEk_l] = 0. Le dénominateur s'écrit donc aussi

g (1+E[6(kAYk)l£k_l]), en posant 6(t)=et—l—t . Comme €(t) se comporte comme

t2 pour t petit, on voit apparaltre la variance conditionnelle AVn.

En fait, nous ne procéderons pas exactement de cette fagon. Voici d'a-
bord quelques inégalités élémentaires sur la fonction €. D'aprds la formule

f(u)-f(0)=uf'(Q)  £" (ou)
g(u)-g(0)-ug'(0) ~ g" (ou)

vient

(0<6<1) appliquée & f(u)=e™, g(u)=e"?, il

€(ux) x2 E(x x2
= == exp[ou(x-y)] donc si x<y < =

2 = &ly)=vy
e(uy) ¥

En particulier, si y est positif et -=<t<l , on a €(ty)< tza(&). Noter que

la fonction € est toujours positive.

LEMME.- Soit g une sous-tribu de E’ ¢t soit Z une variable aléatoire de car-

ré intégrable telle que

Z < C , constante positive
E[z|g]=0
On pose E[zzlg]=w. Soit A une variable aléatoire G-mesurable >Q. Alors
Elexp( AZ - i:Liclglw) l¢1<u.
DEMONSTRATION.~ D'aprés le lemme de Fatou, il suffit de démontrer le lemme

lorsque A est bornée, puis lorsque Z est bornée. Nous ferons donc ces hypo-
thdses dans la suite de la démonstration. La relation suivante ne pose dans

ce cas aucune difficulté d'intégrabilité :
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[ S o)
Ef —— iGJ=1
E[e"]g]

Le dénominateur s'éorit aussi 1+ E[E(AZ)IE] s nous écrirons AZ sous la

forme % . AC , de sorte que cette expression est majorée ( comme 2/C < 1)

par 3
Z e(ac e(ac
1+ B[ EbE(AC)Igl =1+ -ﬁﬁg)w < exp( —3%5l-w)

Le lemme s'en déduit aussitSt.

PROPOSITION 4. Soit (Yn) une martingale de carré intégrable, telle que Yony,
et que AYk < C pour k>0. Alors le processus

_ e(ic)
Mn = exp [)\Yn - Vn]

ce

est une surmartingale, pour tout A 2 0.

. e(rc) .
DEMONSTRATION.- On a Mn+1 = Mn exp( kAYn-»-%E- AVn) , et on applique le

lemme avec G = F , 2=4Y .
= =n—l n

DUBINS et FREEDMAN en déduisent la conséquence suivante : si VOo est

majorée par une constante b , on a pour tout temps d'arrét T
E[exp(kYT)] < exp( Ay + béiégl )

Cette inégalité ne peut &tre améliorée ( si on n'avait pas Yo=y, 1'inégali-

té vaudrait sous forme conditionnelle par rapport 3 EO ).

DUBINS et FREEDMAN démontrent encore un autre résultat curieux : si
l'on a non seulement AYn < C, mais IAYnI§ C, on a une autre surmartingale
faisant intervenir un Ch. Nous prenons C=1 pour fixer les idées : le proces—

sus Ch(k%n) exp(Vng(% })) est alors une surmartingale.
n n

UNE PETITE LOI LOGARITHMIQUE

Les majorations de DUBINS et FREEDMAN s'appliquent en particulier a
des sommes de variables indépendantes centrées de carré intégrable, pour
lesquelles on a des résultats beaucoup plus précis que la loi des grands
nombres. Nous allons établir ici une petite loi logarithmique, beaucoup
plus faible que la loi du logarithme itéré habituelle, et valable seulement
pour les martingales & sauts bornés supérieurement. Il ne s'agit donc pas
d'un résultat tres intéressant ! Pour fixer les idées, nous prendrons des

martingales 3 sauts bornés par 1.
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PROPOSITION 5.~ Soit (Y ) une martingale de carré intégrable, telle que YO
=y, et _que AY < 1 pour tout n>0. Soit p une fonction croissante sur R ’

>0 , tendant vers +m et tclle que la série & AVp converge p.sS.. On a
Vv
alors p.s. (p( ))

sgp d(v;) (o]

Par exemple, on peut prendre p(t)=/t logt (loglogt)® avec a>l. On est

loin de la précision de la loi du logarithme iteéré.

DEMONSTRATION.- Kovs avous, en supposant d'abord p(t)>e>0

Y Y, AYn
E[exp d(%n)'gn_l] = E[ exp ;fvi) exp ;Tvn)lzn-l ]
nous majorons le second membre en remplagant Vn par Vn—l sous le premier
symbole exp ; comme angst En_l—mesurable, lt'exponentielle sort de l'espé-
rance conditionnelle. Nous écrirons donc
Y
Y. n-1
E[exp—?— | P .1 < exp(
p(V) ' =n-1- = o(V
n-1
. 2 1 - P
Mais &(...) < avy e( ETV )), d'oll aussitdt

))( 1 + E[e( —(T, Y IE1)

Y
E[expﬁn) | 8,41 ¢ exp y ( 1+ av, g -"%Vn)) )

n—l
Par conséquent, le processus

exp (Y, /o(V, ))
n (1+ AV, e( T ))

est une surmartlnéale pos1t1ve, dénc sup M est p.s. une variable aléatoire

M =
n

finie. Donc sup Y /p(V ) est p.s. fini sur l'ensemble ol le produit infini
du dénominateur est convergent. Il ne reste plus qu'ad noter que si V <00,
alors Y /V converge p.s. ( th.l) , donc sup Y /p(V ) est fini, et si V =
©, 8(l/p(V )) est équivalent 3 l/p (V ) lorsque n=->00 .

On se débarrasse enfin de l'hypothese p>e >0 de la manidre suivante :
sur {V <0}, 1'énoncé est trivial ( comme ci-dessus) 3 sur {V =00}, on
appllque le résultat précédent 3 p+h, h>0, ce qui donne un resultat équiva-

lent au résultat cherché.



