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Université de Strasbourg
Séminaire de Probabilités 1971/ 72

QUESTIONS DE THEORIE DES FLOTS (III)
par J, de SAM LAZARO et P,A, MEYER

Cet exposé-ci est presque entidrement consacré a des exemples
de flots - en fait, 4 des exemples de K-flots. Nous considérons

d'abord les flots des processus & accroissements indépendants
(peaeis), €t en particulier les deux " modéles" que nous consi-
dérerons sans cesse dans la suite : le flot brownien et le flot
de Poisson, Puis nous étudions un flot 1ié aux processus de re-
nouvellement en temps continu, et enfin un exemple "simple" de
flot sous une fonction, traité par Totoki dans un article récent.

1. LE FLOT D'UN P.A,I,

Donnons nous sur B ( la méme théorie s'appliquerait a B 1) un
semi-groupe de convolution (p.t)t>0 étroitement continu, et cons-
truisons les noyaux de convolution Pt associés aux [ qui for-
ment un semi-groupe de noyaux markoviens

(1) P (x,f) = /£ (x+y)p, (ay)

Soit O l'ensemble de toutes les applications w(t) de R dans B ,
continues 3 droite et pourvues de limites & gauche ( cadlag ),
telles que w(0)=0., Nous poserons Xt(w)=w(t), et nous munirons Q
de la tribu g?engendrée par toutes les applications Xt’ tek ,
ainsi que de la famille de tribus F? ainsi définie

t
(2) _]5_:% = _T_.( Xu_xvrr ugt, V§t )
Nous définirons 1l'opérateur de translation Ot sur Q par la rela-
tion
(3) XS(Otw) = XS“"t(w)-Xt(w)

I1 est trés facile de vérifier que les Ot forment un groupe d'
automorphismes de 1'espace mesurable (Q,E°), que 1l'application

(t,w)—> O,w est mesurable, et enfin que g%=9€1£8 .

t

THEOREME 1. Il existe sur Q une loi P et une seule telle gue,

pour tout teR, le processus (Xs+t'xt)s>0 soit un processus de
Markov admettant (Pt) comme semi-groupé de transition, €, comme
loi initiale. On a pour tout *© Ot(P)=P.
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La condition précédente peut se dire autrement : si 1l'on a
1<.1:2....<t s les différences Xt2'xt , XtB—th...th-th 1 sont
des v.a. indépendantes, admettant respectivement pour lois “t .

1

t

.IIP - L]
tn tn—1

I1 y a bien des maniéres de démontrer ce théoréme. En voici une,
Désignons par “t la mesure symétrique de Jy par rapport a4 0, par
(P ) le semi-groupe de noyaux correspondant, Soit ot 1l'ensemble de
toutes les applications ot de E dans R, nulles en O, c,. a d., et pour-
vues de limites & gauche. Nous posons X (ot )=wt (t) (m e’ ), et nous
des1gnons par F la tribu engendrée par les applications Xt , par
pt 1l'unique mesure sur ot pour laquelle le processus (X ) est marko-
vien, avec mesure initiale €o bien entendu, et (P ) comme semi-grou-
pe de transition, De méme, soit O 1'ensemble des applications w~ de
10,0 [ dans B y continues 4 gauche, pourvues de limites & droite
sur [0,0[ ; posons X;(w')= w (t) , et notons X;+(w') la limite &
droite en t , Définissons la tribu F_ comme plus haut, et soit P~
l'unique mesure pour laquelle le processus Xt+ (ou Xt ) est marko-
vien, avec (P ) comme semi-groupe de transition et €y comme loi
1n1t1ale ( 101 de XO+ ). Nous définissons maintenant une bijection
de O xD sur N
+, + .
(w_,w+)r—€>w=¢(m—,m+) défini par Xt(w) = Xt(w ) si 20
X:t(w_) si t<0

La loi P cherchée est alors la loi image ¢(P',P+) : la vérification
de ce fait ne présente aucune difficulté, et nous laissons les dé-
tails au lecteur.

Deux exemples remarquables : si (pt) est le semi-groupe du mouvement
brownien, on a défini le flot brownien : on restreint d'habitude

ot 3 1l'ensemble des applications continues de E dans B , nulles en
0, on prend O oy , et Q est réduit & l’ensemble des applications
continues de R dans B, nulles en O , Si (pt) est le semi-groupe de
Poisson, on a défini le flot de Poisson : on restreint d'habitude

ot 3 1l'ensemble des applications de R+ dans B, nulles en O, crois-
santes, en escalier et & sauts unité ( continues & droite ) ; O~

4 l'espace analogue d'applications continues & gauche, et on ne
permet & X6+ que les valeurs O et -1, de telle sorte que w=¢(w-,w+)

présente aussi un saut en O égal 4 0 ou 1,
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Nous allons démontrer que les flots de p.a.i. sont des K-flots .
Plus précisément

THEOREME 2 , La filtration (E%) est purement stochastigue.
DEMONSTRATION, Il suffit de démontrer que pour toute v.a. Egmesu-
rable bornée f , E[f|£;] tend vers B[£] dans L' lorsque =00

( cette espérance conditionnelle convergeant d'autre part vers
E[f|£ga)] dans L1, d'aprés la théorie des martingales ). L'espace
des fonctions f possédant cette propriété étant fermé dans L1, il
suffit de vérifier cela pour des f formant un ensemble total dans
L1. On choisit des fonctions de la forme

f = f1o(Xt1— t|).f20(Xt )...f o(X

K1)

ou fi9000yf, sont bornées sur B , et t,<ti<t <¢2...<¢n5¢£ o Mais
alors f est indépendante de F, pour t assez prés de -w, et E[flgg]
=E[f] dans ce cas.

Nous étudierons ces flots plus tard, de manidre plus approfondie.

2, LE FLOT D'UN PROCESSUS DE MARKOV

Considérons un espace d'états (E,E) - polonais par exemple -
et sur cet espace un semi-groupe markovien (P )t>0 , admettant une
réalisation sur l'espace des applications contintes & droite et
pourvues de limites 3 gauche de R+ dans E. Soit o une loi'de pro-
babilité invariante : aPt=a pour tout t.

Soit O l'ensemble de toutes les applications de R dans E, con-
tinues & droite et pourvues de limites & gauche, Pour tout teR
posons Xt(w)=m(t) ( weQ ) ; munissons Q de la tribu F° engendrée
par toutes les applications Xt(teﬂ), et de la filtration F?

=t
(4) E%:g(xs,-m<s§t)

Nous définissons l'opérateur de translation Ot sur Q par la rela-
tion XS(Otm)=XS+t(w) pour tout seB. On a bien un groupe d'automor-
phismes, etcCe..

THEOREME 3, I1 existe sur Q une loi P et une seule telle gue, pour

tout teR, le processus (Xt+s)s>0 soit markovien, admette (P )
comme semi-groupe de transition et « comme loi initiale. Le systeme

(Q,£°,P,Ot) est un flot, filtré par la famllle(zg.

l1le cas plus général ol « est seulement supposée o-finie est aussi
intéressant, mais nous le laisserons de coté.
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Nous ne démontrerons pas ce théoréme, qui est classique et
facile : une méthode rapide consiste a construire le processus
(Xt)teQ au moyen du théoréme de Kolmogorov, puis X, ,teR par li-
mite & droite, et enfin & passer sur l'espace canonique (.

A quelle condition la filtration (F°) est elle purement stochas-
tique ? Il s'agit d'exprimer que pour toute felL! (£°), E[f|F°] con-
verge dans L1 vers E[f] lorsque t—> -, et comme 4' habltude on
peut se limiter & des f qui forment un ensemble total dans L1. Par
exemple des f de la forme

f1°Xt1""fn°xtn ( f; bornées sur E, t,<...<t) )

Mais si t<t,, B[f|EQ]=E[£|F? |E?] et cette derniére espérance, d'
aprés la propriété de Markov, peut se mettre sous la forme E[gOXt
|£g ], g étant bornée sur E. En définitive, tout revient & voir !
si, pour toute fonction g bornée sur E

(5) Ptg —> < Qq,g > dans L1(d) lorsque t-=>+m

et il suffit d'ailleurs de démontrer cela pour des g formant un
ensemble total dans L1(p). Inversement, cette condition suffisante
pour que (Eg) soit une K-filtration est aussi nécessaire : écrire
simplement que E[goXO|£t] - E[g°XO|£-a)]=E[g°Xt] dans L', Par
exemple, ce critére est facile & appliquer aux chaines de Markov
& un nombre fini d'états ! On va en donner, d'aprés Totoki, une
application plus intéressante.

PROCESSUS DE RENOUVELLEMENT

Le dessin suivant représente une "fonction en dents de scie" w,
continue & droite, affine de pente 1 par morceaux, ne présentant
qu'un nombre fini de sauts sur tout intervalle compact. On pose
Tt(w)=w(t), on désigne par Si(w) les instants de sauts successifs,
par Vi(w) les intervalles successifs entre les sauts

. ....-....so_=° s, S" ,S'
e ————-
v, Va vl



34

Soit W 1l'ensemble de toutes les applications en dents de scie,
muni de la tribu engendrée par toutes les applications Ty o Pour
se donner une loi P sur W, il suffit de se donner la loi des
Veae Vi. Pour xeR,, nous définissons la loi PX sur W par les con-
ditions suivantes

- toutes les v.a. Vi y 10 , sont indépendantes

- les v.a. Vi ont, pour i>1, une méme loi A portée par B, , de
moyenne finie m, ne chargeant pas O

- la v.a. Vo a pour loi
A x+t,00 [)

AIx,00 [)
si le dénominateur n'est pas nul, S'il est nul, VO=+03 Px—p.s..
Posons Pt(x,A)sz{'rteA}. I1 est alors classique que les noyaux Pt
forment un semi-groupe, que pour tout x le processus (T, ) est mar-
kovien pour la loi Px, avec e, comme loi initiale et (Pt) comme
semi-groupe de transition, Enfin, si la loi A n'est pas arithmétique
(i.e. n'est pas portée par 1'ensemble des multiples d'un nombre
réel 4 )

a

(6) lin  Py(x,[0,8]) = 1/ A(lw,0[) au
t=>00 0

On pourra consulter par exemple le volume 2 du traité de Feller, p.

PXiVO>t} =

354~357, La mesure o de densité A([u,00[)/m est la seule mesure in-
variante bornée pour le semi-groupe (Pt)’ et la condition (5) est
satisfaite, d'aprés (6), pour suffisamment de fonctions g. Autrement
dit, si A n'est pas arithmétique, le flot du processus de Markov de
semi-groupe (Pt) pour sa loi invariante o est un K-flot.

Nous aurons besoin pour la suite de quelques autres calculs sur
cet exemple, Nous réaliserons un processus du type précédent de la
maniére suivante. Soit (H,H,() un espace probabilisé quelconque.
Formons 1'espace probabilisé (Q,4,p) , ou o=nZ , muni de la tribu
et de la mesure produit. Notons Zn la coordonnée d'indice n, et s
1'automorphisme de translation : Zn(sw)=Zn+1(m) . Un tel flot dis-
cret s'appelle un flot de Bernoulli . Nous considérons maintenant

une fonction f sur Q, strictement positive, et ne dépendant que de
Zy ¢ f=%oZ; , ou ¢ sur H est partout >0, d'intégrale 1 par rapport

4 ¢ . Nous posons alors V,=%Z; (ix0), Si+1=VO+"'+Vi , et nous vou-
lons étudier le comportement, lorsque t= +oo , de

[¢9)
L L B R U (7)

81seeesly étant bornées sur H, h sur B,_, et n étant un entier fixe,
On supposera pour fixer les idées que tous leslgiletlhlsont <1.



35

Nous commengons par remarquer que, t tendant vers +oo , on ne change
pas le comportement de cette expression en sommant de n a4 +00 au
lieu de O & +00, Ensuite, conditionnons relativement & la tribu

T = T(SysSyqs8yypeee)
Nous avons par symétrie

Elgyoly_yo0 8,07 n | 1=Ele 02 v g0 | Ty ]
fonction que nous noterons G, . Lorsque k=@ , il résulte du théo-
réme de convergence des martingales que Gk converge p.s. et dans
L' vers une vea. G ; G est mesurable par rapport & Q En , et elle
est donc dégénérée ( théoréme de Hewitt et Savage : voir Meyer, pro-
babilités et potentiel, VIII, T.5 (p.191)). Rétablissant (7) sous
la forme

®
(8) B[) I G h(t-8 ) ]
o TS sty 1%
qui en différe trés peu pour t grand, et que l'on compare &
©
(9) B[) I Gh(t-8, )]
fon  Sst<Siy ) % . ®
La différence entre (8) et (9) se coupe en deux : )_ et %; . Le
n

premier terme se majore par 2P{t<SN+1i qui tend
vers 0 , le second par E[ sup |Gk—G]] , arditrairement petit. Les expres-
k>N

sions (7) et (9) ont donc le méme comportement & 1l'infini. Quant &
(9), G étant une constante, elle a été précédemment étudiée , et con-
verge vers G./hde , o0 @ est la mesure invariante pour le processus
de renouvellement. Noter aussi que G=E[g1oZ1...gnoZn].

UN EXEMPLE DE FLOT SOUS UNE FONCTION

Nous construisons maintenant le flot sous f , associé & la cas-
cade de Bernoulli (Q,é,s,p) . Nous allons établir le théoréme de
Totoki
THEOREME 4. Si la loi de f ( autrement dit la loi de ¢ pour [ ) n'est
pas arithmétique, le flot sous f est un K-flot.

Nous reprenons les notations précédemment utilisées pour les
flots sous une fonction : &, %, o, , B ; Ay étant la tribu engen-
drée par les Z.a. ZO,Z_1,Z_2... , qui filtre la cascade de Bernou-
11i, on note éO la tribu engendrée par les applications (w,u)'%—>
Zk(w) (k<0) , et o :(w,u) =»>u , tribu qui filtre le flot sous f .

On pourrait interpréter le processus (Xt)=(Yt’Tt)) 4 valeurs dans
(Q,éo) comme un processus de Markov, auquel on appliquerait les rai-
sonnements précédents., On préfére ne pas le faire, et recommencer
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en partie ces ralsonnements. I1 s'agit de montrer que pour suffisam-
ment de fonctions g, A—mesurables et bornées, E[g]A ] e>/gdp dans
! lorsque t<>- . Cela revient & montrer que E[goO IA 1 = Jedn
lorsque t-=>+00, Par un argument de densité on se raméne au cas ou

g est Ar-mesurable pour un r fini, puis par translation au cas ot

g est AO ~mesurable, Enfin, il suffit de traiter le cas ol

g(w,u) = goozo(m) g1oZ_1(w)...gnoZ_n(w) h(u)

et il s'agit de calculer (ﬁ désignant une espérance relative a p )

Elt-im@E[go ZO°Ot...gnoZ 00 hOTt I TO’ZO’.'.’Z—k...]

La fonction sous le signe E{ | ] vaut, si Ty=u
JTI 8n0%, o ee8 0 n(u+t-£, )
k {fk§t+u<fk+1l 0°%ye+8n°hp k

et 1l'espérance en question vaut, E désignant cette fois une espérance
relative & p , et toujours si Ty=u

}30°Zk°"gn°7‘k h(u+t-£f )IZO.. ..]

Z_jeol

Z]'(: E[I{fmil{f Stru<ty

P{t>u|Z,,...

nous commettons une trés petite erreur, lorsque ts® , en remplagant

la sommation de O & +o0 par une sommation de n+i a +oo, Posons alors

Zb =2 ZJ!.=Zi+1 H Vi:CPOZ;- , v0=(PoZO

5

11
V(')+...+V:!L_1

Regardons un terme du numérateur : comme k>n+1, la quantité sous le

signe E[]] est indépendante de Z 1,2_2... et le terme s'écrit simple-
ment

B[I h(u+t—VO-Si_1)|qO]

(vopuit {5y _ <t+u=v gy 180° B+ Bn Bt
BV >l Zgr e 002

_i..i
L'indicatrice au numérateur sort du signe B[ | ] et disparalt avec
le dénominateur les Zi sont indépendantes de ZO, de sorte que 1!
espéraxce conditionnelle devient une espérance absolue, et il reste
simplement, en notant s la variable aléatoire t+u—VO

E1E[I{sk ,<s<81180° By ee 80l pnogB(s=Sp )]
Mais ceci n'est autre que (7), avec des notations un peu différen~
tes : lorsque t->+00, s+, et nous savons que cette expression
tend vers une constante, indépendante de Z aussi bien que de u.
Autrement dit , E[goO IAO] converge DeSe Vers une constante, qui
ne saurait 8tre égale qu'a <p,g > . Le théoréme est établi.
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REMARQUE, Si la répartition de f est arithmétique, toutes les
valeurs de f sont multiples d'un nombre d>0, Considérons alors
la fonction sur O

j(w,u) = exp[2miu/d]
Nous avons alors joOt = exp[2mit/d].j , de sorte que J est inva-
riante par §; , par exemple. Mais si le flot continu (5,§,ﬁ,(0t))
est un K-flot, il en est évidemment de méme du flot discret
(6,§,ﬁ,od), et d'aprés le lemme 1 de l'exposé II (p.II.13) celui-ci
ne peut admettre de fonctions invariantes non constantes.
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