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SUR L'EXISTENCE D'UN NOYAU INDUISANT

UN OPERATEUR SOUS-MARKOVIEN DONNE

( Peho Zanzotto )

Etant donné un couple d'espaces probabilisés (E,E,X), (F,F,u), on énonce des con
ditions suffisantes pour que tout opérateur sous—maricovien appliquant L® (y.) dans
L° (A) soit induit, au sens de [2], par un noyau sous-markovien (ou sous-probabilité
de transition).

L'intérét (et peut-8tre la nouveauté) de ces conditions réside dans le fait qu'
elles n'imposent aucune espéce de séparabilité i la tribu F. En revanche, elles im-
posent 3 la mesure A d'étre compléte (ou, plus généralement, telle que l'espace

L% (A) admette un reldvement linéaire).

Les notations et la terminologie sont essentiellement celles de [3]. Si (E,E)
est un espace mesurable, on désigne par B(E) 1'espace des fonctions (réelles) mesu—
rables et bornées sur (E,E). Un noyau sous-markovien N relatif au couple d'es;;a,ces
mesurables (E,E), (F‘,E) est le plus souvent identifié & une application de B(F=‘) dans
B(E). De méme un opérateur sous-markovien M relatif au couple d'espaces probabili-
sés (E,E,), (F,F,R) est considéré comme une application de L® (1) dans L®(A). On
dit que l'opérateur M est induit par le noyau N si, pour tout élément f de B(E__‘), la
classe d'équivalence déterminée par Nf dans Lab\) coincide avec l'image pa.r M de la
classe d'équivalence déterminée par f dans jRad (P.). Cette condition se traduit par

la commutativité du diagramme suivant
@ P
LY (A) «<—B(E)
M [ I N
1% (W) <—— B(E)

ol p,q désignent les projections canoniques de B(E), B(F) sur leurs quotients respec
tifs LP(@), 1® (u).

Soit en particulier F un espace topologique séparé, et F sa tribu borélienne: un
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noyau N relatif au couple (E,E__), (F,F) est alors dit tendu si, pour tout élément x
de E, la mesure N(x, *) est tendue (c.-3~d. intérieurement réguliére par rapport au
pavage des ensembles compacts de F).

Une application lindaire croissante r de L™ ()) dans B(E), telle que l'on ait
r(1)=1 et que po r coincide avec l'application identique de L™ (A), est appelée
un reldvement lindaire de LE (A) dans B(E). Pour qu'il existe de telles applica-

tions, il suffit que la mesure A soit compléte (cf. [1]).

THEOREME 1. Soit M un opérateur sous—markovien relatif au couple d'espaces pro-

babilisés (E,E,k), (F,F,u). Pour qu'il existe un noyau N induisant 1l'opérateur M,

il suffit que les deux conditions suivantes soient remplies:

(a) Il existe un reldvement lindaire r de 1% (A) dans B(E).

(b) Il existe sur F une topologie séparée, localement compacte, telle que F

coincide avec la tribu borélienne et que la mesure W soit tendue.

De fagon plus précise, si ces deux conditions sont remplies, et si 1l'on pose

(1) L = reMoq
(od q désigne la projection canonique de B(F) sur La)(p)), il existe un noyau tendu

N guniggez tel que 1l'on ait

(2) Nf = Lf pour tout élément f de Cc(F),
(3) Nf ~ Lf (mod A) pour tout ¢lément f de B(F).

DEMONSTRATION., Pour tout élément x de E, considérons sur F la mesure de Radon
(positive et de masse totale inférieure ou égale 31) f >(Lf)(x), et désignons

par 9 la mesure de Borel tendue qui lui est associée. On a donc, par définition,

(L) (x) = S fdo,

pour tout élément f de CC(F).

Posons ensuite
(¥£)(x) = f fay,
pour tout élément f de B(F). Le noyau tendu N ainsi obtenu vérifie la condition (2)

par définition. Montrons qu'il vérifie aussi la condition (3). Remarquons & cet ef

fet que, si (fn) est une suite monotone, uniformément bornée, d'éléments de B(E),
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on a

N(Ljm fn) = lim Nf_, L(Ljm £ )~ lim Lf, (mod ).

Ceci montre que l'espace vectoriel E constitué par les éléments f de B(g) possé-
dant la propriété Nf~ Lf (mod A) est stable par convergence monotone bornée.
D'autre part M contient Cc(F), car N coincide avec L sur Cc(F)' I1 suffit donc de
prouver que E contient toute fonction positive bornée semi-continue inférieurement
sur Fe Or, si f est une telle fonction, et si 1'on pose

H={ g geCc(F), 0O<gs<rtl,

on a
(fap = ZuepH (eap
de sorte qu'il existe une suite croissante (gn) d*éléments de H, telle que l'on ait
§rap = oo fedpe s
ou, ce qui revient au méme,
(4) fo sup g (mod ).
Pour tout élément g de H on a alors
g < SEp g H-PePe,

et par conséquent

Lg < L(syp gn) partout.

Il en résulte

sup Lg < L(s%p gn) ~sup Lg < sup Lg,
gel geH

de sorte que les deux fonctions sup Lg et L(sgp gn) sont équivalentes (mod A).
geH

On a alors (compte tenu du fait que N est tendu)

Nf = sup Ng = sup LgNL(sg.p gn) = Lf,
geH geH

ol la derniére égalité découle de (4) et de la définition de L.

La fonction f appartient donc & M, ce qui achéve la démonstration.

THEOREME 2. Soit M un opérateur sous-markovien relatif au couples d'espaces

probabilisés (E,E,A), (F,F,p). Pour qu'il existe un noyau N induisant 1'opérateur M,
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il suffit que les deux conditions suivantes soient remplies:

(a) Il existe un relévement linéaire r de L% (A) dans B(E).

(b) Il existe sur F une topologie séparée, localement compacte, telle que kP coin—

cide avec la tribu de Baire et que F soit une réunion dénombrable d'ensembles com—

pacts.

De fagon plus précise, si ces deux conditions sont remplies, il existe un noyau

N (unique) vérifiant les relations (2) et (3) (ol L est définie par (1)).

DEMONSTRATION, Exactement comme dans la premiére partie de la démonstration pré
cédente, aprés avoir défini le noyau N (en remplagant la locution ''mesure de Borel
tendue'! par ''mesure de Baire'! ), on remarque que l'espace vectoriel

M={f: feB(F), Nf~Lf (modA) }

contient CC(F) et est stable par convergence monotone bornée. Il en résulte que li
contient toute fonction continue bornée positive (car une telle fonction est, dans
nos hypothéses, 1'enveloppe supérieure d'une suite croissante de fonctions continues

& support compact), de sorte que M coincide avec B(F).

THEOREME 3. Soit M un opérateur sous-markovien relatif au couple d'espaces pro-

babilisés (E,E,)\), (F,E,y.). Pour qu'il existe un noyau iendu N induisant 1'opérateur

M, il suffit que les deux conditions suivantes soient remplies:

(a) 11 existe un relévement linéaire r de L®(2) dans B(E).

(1) I1 existe sur F une topologie séparée, telle que F coincide avec la tribu

borélienne et que la mesure K soit tendue.

DEMONSTRATION, Le théoréme a déjd été démontré dans le cas particulier od
1'espace F est compact (voir théoréme 1), Dans le cas général, considérons une sui-
te croissante (Fn) d'ensembles compacts de F, telle que la mesure B soit portée par
Un F,e Pour tout n, désignons par . la restriction de p 3 la tribu borélienne
F, de F . A tout élément £ de L% ( p,) associons 1'élément de L™(p) déterminé
par la fonction qui coincide avec f sur Fn et qui est nulle sur F\Fn. On obtient

- . . o 0 . . .
ainsi une immersion de L~ ( Pn) dans L (p). Si on compose cette immersion avec 1l'o-

" pérateur M, on obtient un opérateur sous-markovien Mn appliquant Lq( H—n) dans L% A).
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Posons maintenant
(5) Ln = r°Mn°qn '

oi q, désigne la projection canonique de B(En) sur I‘w(f"'n)‘ I1 existe alors, d'a-
prés le théoréme 1, un noyau sous-markovien tendu N , appliquant B(Zn) dans B(E),
tel que 1'on ait

(6) N f=1L¢f pour tout élément f de C(Fn),

(7 Nf~Lf (mdA) pour tout élément f de B(E,).

Désignons par R le noyau qui & tout élément f de B(F) associe sa restriction a

F o Pour tout élément positif f de B(F) on a alors

<
ananf = Mn+1 Tnaq R1u+1 £

et par conséquent,en appliquant r aux deux membres (et en tenant compte de (5)),
<
Lanf < Ln+1 Rn+1 f.
Si la restriction de f & F'n_H est continue, cette derniére inégalité s'écrit
aussi, grace & (6),

(8) NEfE < Nn+1Rn+1f'

Or, si on considére le noyau composé Nan, on voit que, pour tout élément x de
E, Nan(x, *) est une mesure de Borel tendue sur 1l'espace F, portée par 1'ensemble
compact F . Par conséquent la relation (8) (valable pour toute fonction f positive
dont la restriction 3 F ., est continue) entraine 1'inégalité entre noyaux

VR € Mg Pagqe

Désignons alors par N le noyau sup N R (qui est encore tendu). Pour tout élé-

ment positif f de B(F) et pour tout n, on a, dvaprés (7),
NRf~LRS =1MqR f (mod2).

I1 en résulte, par passage 3 la limite, Nf ~ rMgf (modA ), od q désigne la pro=-
jection canonique de B(E) sur 1 (1) Cela montre que l'opérateur sous-markovien M
est induit par le noyau N.
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