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Université de Strasbourg
Séminaire de Probabilités 1976/77

DECOMPOSITION ATOMIQUE DE MARTINGALES DE LA CIASSE ul

par

A. BERNARD et B. MAISONNEUVE

§1 - INTRODUCTION.

Nous étudions dans divers cas (martingales continues, martingales
"dyadiques", martingales dominées par un processus croissant continu & gauche)
la décomposition d'un élément de ):11 en combinaison linéaire d'atomes. L'idée
de telles décompositions provient de la lecture de l'article [1] de R. COIFMAN
qui l'attribue lui-méme & C. HERZ. De telles décompositions ont pour consé-
quence la mise en dualité de certains sous-espaces de ul avec des espaces
de martingales "bmo", ce qui, joint & la décomposition de DAVIS, fournit une
nouvelle approche, dans le cas général, de la dualité (ul,BMO) et des iné-

galités de DAVIS.

La définition d'un atome est donnée dans le §3. Les §4 et 5 sont
consacrés a deux cas particuliers et leur lecture n'est pas indispensable pour
la suite. La décomposition en atomes est étudiée dans le §6. La décomposition
de DAVIS est rappelée dans le §8. La dualité se développe dans les §7 , 9
et 10 . Le papier se termine (§11) par les inégalités de DAVIS.



§2 - NOTATIONS GENERALES.

(Q,%.,P) est un espace probabilisé complet, (:’,-'t)teR une famille
. n

croissante et continue a droite de sous-tribus de & . sﬁo contient tous les

«:hégligeables de % et 3= vV ”'t .
: t20
Toutes les martingales envisagées seront supposées relatives a
(:it')-r‘,‘-continues a droite, pourvues de limites & gauche et nulles en 0 . Pour
tout’ p € [1,»] , nous noterons mp l'espace des martingales fermées par une
varjable de L° . 81 Xen , X

» désignera sa variable terminale.

.

“Nous désignerons par ul l'ensemble des martingales X telles
que x* = Sup IXS\ soit intégrable. On vérifie facilement que 311 , muni de
T % 520
la norme |IX|| 1 = E(X¥) , est un espace de Banach et que 77(2 c )il c 77(1
Tt H

. 1
Noter que la définition de ¥ que nous avons choisie n'est pas la définition
hapituelle. C'est grace & l'usage de la variable maximale X: dans cette défi-

nition que nous pourrons effectuer des décompositions "atomiques". Nous pose-

rons aussi, pour toute martingale X , Xt* = Sup |XS| . Pour une martingale
» sst
XE'/,‘(I et pour gq¢[l,o[ , on pose :
1/q 0
X = Su X - P{T<= . (=0)
I, g = sunlx, gl R}

le Sup étant pris sur tous les temps d'arrét T (de (’J"t)) . L'espace
bmo” = {Xew;l b4 q<ur:} est alors un espace vectoriel normé. D'aprés

mo
1'inégalité de Holder on a |X|| et bmo? c bmo' , wazl
mo

X
1= Xl oa

Les normes ., & la différence des normes ||.|| q Obtenues en
BMO

H'Hbmoq
remplagant Xp par Xp_ dans la définition (on pose Xo- =Xy = 0), ne

sont en général pas équivalentes, comme le montre l'exemple suivant (qui

sera réutilisé dans la suite) :

Un exemple : Prenons comme systéme de tribus sur (Q,%,P)

:«’t = tribu triviale (dQment complétée) si t <1
5‘t =& si t=21
X . q
I1 est alors facile de voir que X = ||X , donc que bmo =7 our
voir que [IX|| o = | Lllg q P

tout q .
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§3 - MARTINGALES ATOMIQUES (ou ATOMES).

DEFINITION 1. On appelle martingale atomique (ou simplement
atome) toute fnartingale, a bour laquelle il existe un temps d'arrét T tel que
(i) a, =0 si ts<T
() |a| € 5= , w20 .
t P{T<w]} '

On a alors la proposition suivante.

PROPOSITION 1. Tout atome est dans la boule unité de nl

Démonstration : Soit a wun atome, T un temps d'arrét associé ;

1 #*
3 [ — = = 4m® * .
ona a* g F{T<=] et a_ =0 sur {T } donc B(am) <1l .»
Cette proposition admet trivialement le corollaire suivant.

COROLIAIRE 1. Pour toute suite (an) d'atomes, pour toute suite

()‘n) de scalaires tels gue '2\)\n|<m , la_série Z‘,)\nan est normalement

convergente dans ul

Nous verrons dans le paragraphe 6 quelles sont les martingales
de ul qui sont susceptibles d'une décomposition Z)\nan du type ci-dessus.
L'espace de telles martingales sera mis en dualité (partielle) avec l'espace

bmo1 , résultat que suggeére la proposition suivante :

PROPOSITION 2. Pour toute martingale Y ¢ 7/(1 on_a

1/2 ”YHbmol < Sup{|E(awYm)| ; a atome} s uan 1
mo

Démonstration : Soit Yeml

1) Soit a un atome, soit T un temps d'arrét associé. On a
|E(amYm)] = ‘E(am(YQ-YT))‘ < E[\YQ—YTll/P[T<m}

d'ou la deuxiéme inégalité.

2) Soit T un temps d'arrét quelconque, soit Z_ la variable
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signe (Yoo-YT) . Notons Z une version cad-lag de E(2Z Ist) et a la mar-
T . ®

. -Z N

tingale 2P[T<=] ou Z~ désigne la martingale stoppée en T . a est un atome

et on a
E(|Y_-Yp|) = E[2_(Y_-Y))] = E[(Z_-Z.)Y_]

donc 1/2 E(|Ym-YT|)/P{T<w} = B(amYa) ; d'ol la premiére inégalité. =

Les deux paragraphes suivants sont consacrés & des cas particuliers.

Leur lecture n'est pas indispensable pour la suite.

§4 - DECOMPOSITION EN ATOMES DES MARTINGALES CONTINUES, RESULTATS
DE GETOOR ET SHARPE.

Pour tout espace €& de martingales, on note ec l'ensemble des

1

1
martingales continues de & . Hc est un sous-espace fermé de ¥~ . Par

suite, si dans le corollaire 1, on suppose que les atomes a" sont continus,
n . p . .
alors Z)\na est en fait un élément de ¥ . Le théoréme qui suit montre

qu'on obtient ainsi tous les éléments de §

a=Q =

THEOREME 1.

1 n_ n ) .
K, = {Z)\na : a atomes continus, A scalaires, Zl)‘nl <w},

ez 1 , , .
plus précisément, pour tout X € Hc , il existe une suite (an)rlzo d'atomes

continus et une suite ()‘n)nzo de_scalaires telles gque

n .
(i) vt=0 , la_suite 2 xia: converge ponctuellement vers Xt ,
i=0

en restant dominée en module par 2X§ .

i) 2 |n| < 6| . .

. i 1
et la série Z}xial converge alors normalement vers X dans ¥

Démonstration : Soit X ¢ u(l: . Pour tout pe€ Z on définit le temps

d'arrét
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= . p
T, = Inf(t:|x,| > 2"} .

L'application t - X  étant continue, lim T _ = +=» ., Par ailleurs

t P
lim Tp =T = inf{t:Xt# 0} . Il en résulte que, si T<t<e , on a
pm-e o

X =2 X
t - t/\Tp_'_1 t/\Tp

égalité qui reste vraie si t<T , puisque Xt =0 pour tsT .

Posons alors
T T
b =3.2Pp(T «e} , bP = L xPH_xp
P p M
+oo p
Ona X Zp_lP{X:>2p} s EX*) , et, du fait que {Tp<eo] = {x:>2p} , il

-

ient
vien o

Z lul = 6E(X) .

' P _ . p .
D'autre part, bt 0 si t sTp , et comme ‘xt/\Tp‘ <27, il

1
P{T <=
(=]

obtenir des suites (a%) , ()‘n) indexées par IN et satisfaisant aux condi-

vient bf < , de sorte que bP est un atome associé & Tp . Pour

tions (i) , (ii) , il reste A faire une renumérotation des b® , Hp Par exem-
ple on posera

2k _ .k _
a =b ' )‘Zk = My , k=20,1,2..

2k-1 _ . -k _ _
a =b . x2k_1 =M k =1,2,..

P

La série Z)\pa converge normalement dans ul , d'aprés le corollaire 1

1
Le fait qu'elle converge vers X dans Y  résulte de ce que la convergence
dans ul implique la convergence p. s. pour chaque t, 3 extraction de sous-

suite prés.

Nous allons montrer maintenant que le théoréme 1 admet comme
conséquences la duélité entre 11(1: et bmoé , le fait que bmocl: = bmoi ,
ainsi que les inégalités de DAVIS pour les martingales continues, c'est-a-
dire les résultats essentiels de GETOOR et SHARPE [4] , avec une présentation

totalement différente.
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LEMME 1 (Inégalité de FEFFERMAN). Pour X ¢€ 7}(: s Y€ bmo(l:

EX Y )| = 6|X Y
EERAIEL YL

Démonstration : D'aprés le théoréme 1, X admet une décomposi-

N possédant les propriétés (i) et (ii) . D'aprés le théoréme de

tion 2\ _a
n
convergence dominée on a

EXY) =T E@yY) .

et le résultat. On a ici utilisé le fait que

Donc |EX Y )| s Z|x_]|IIY]|
RAIRS= I
pour tout atome a , IE(amYm)l < ]\Y][b 1 (deuxiéme inégalité de la proposi-
mo
tion 2). ®»

Le lemme 1 permet de plonger bmoi dans le dual de u(I: (d'aprés

le théoréme 1, '/W: est dense dans Hi)' L'identification du dual de u(]: va

alors résulter du lemme qui suit, aprés avoir noté qu'un élément ¢ € (ucl:)' défi-

2
nit de maniére unique un élément YE??ZE: tel que ¢(X) = E(XmYm) pour X € 77(c .

LEMME 2. Soit Yemi tel que

[E&Y)| = ClXl, . xen .

Alors

Y < 2C
e,

donc Ye¢ bmoi (donc_aussi Ye¢ b‘moé) .

Démonstration : Soit T un temps d'arrét. La martingale X = Y-YT

2

E[(Y_-Yp)"] = EX Y) < C“X“hll

Mais X¥ =0 si T=« , donc
x 1/2
x| LS ||Xm”2P{T<ao} (inégalité de SCHWARZ)
H

< 2|x |, P{T<=}'"? (inégalité de DOOB)

et comme X_ =Y -Y, , il vient

IY_-Yll, = 2CP(T<=}/?

d'ou le résultat. =
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Remarque : La conjonction des lemmes 1 et 2 entrafne que

et

1 1
bmoc = bmoi et que sur bmoc les normes sont

11, 2

bmo1
c
équivalentes, ce qui s'obtient aussi comme conséquence des inégalités de

JOHN-NIRENBERG.

Enongons maintenant le théoréme de dualité obtenu aprés avoir

= 1 = me .
posé bmoc bmoc c

THEOREME 2. Pour tout Y€ bmoc , il existe une forme linéaire

continue eY et _une seule, sur Hclz , telle que pour tout X ¢€ 7f€ ,

QY(X) = E(X_Y ) . Llapplication Y - ¢y ainsi définie est une bijection bi-

1
continue de bmo_ sur (u(l:) , muni de sa norme de dual.

Pour retrouver par cette présentation les résultats essentiels de

GETOOR et SHARPE, il nous reste & établir les inégalités de DAVIS.

DEFINITION 2. Pour toute martingale continue X , on note

(X,X) le processus croissant continu associé et on pose

/2

IXI | = ELxx. 2
H

1
On désigne par Hc 1'ensemble des martingales continues telles que

“X“Hl <® .

Notons que, d'aprés l'inégalité de SCHWARZ, on a

Iy = B0 1

donc ||XHH1 < menz

PROPOSITION 3. Tout atome continu est dans la boule unité de H(l:

Démonstration : Soit a un atome continu, soit T un temps

d'arrét associé. On a E[(a,a)T] = E[a,i] = 0 . Par suite (a,a)aD =0
si T=o et d'aprés l'inégalité de SCHWARTZ, il vient

lall | < Ea,ay_1 /2 p(1<e )/
H
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mais E[(a,a)ml = E(ai) < —17 P{T<=} = 1 d'ol le résultat. ®
P{T<e ] P{T<=]

PROPOSITION 4 (lére inégalité de DAVIS). Pour toute martingale

continue

Xy = ol

Démonstration : Par arrét on se raméne au cas ou X est bornée.
Soit Z)\nan une décomposition de X satisfaisant aux conditions (i) et (ii)
du théoréme 1. La série Z)\nan converge vers X dans 7/(2 , donc aussi

dans H1 . Par suite

il 1 < Elkilllaillﬁl BRAU I IO

PROPOSITION 5 (2e inégalité de DAVIS). Pour toute martingale

continue X on a

X < 2/2|x .
[ “H1 I IIHl

Démonstration : Nous reprenons ici sans démonstration l'inégalité

de FEFFERMAN pour H. et bmoi (théorgme (3.5) de [4]) :

2 2
EXK,. Y )| = JZ|IX|| ||Vl CXem. ., Yent, .
(B0 )| < UK, X e Yend
Soit maintenant X ¢ 7710:: et soit ¢ € (ué)' , de norme 1 , tel que
¢X) = [|X|| , . D'aprés le théoréme 2 et le lemme 2 , ¢ = gy, avec
¥ ,

1Y)l < 2 . Il résulte de l'inégalité ci-dessus que
b

l’l’lO2
nxnu1 S WK, -

§5 - MARTINGALES DYADIQUES. DECOMPOSITION EN ATOMES.
DUALITE AVEC BMO .

Lorsque ul = né (cas brownien), il résulte du théoréme 1 que

toute martingale de 3:11 est décomposable en atomes. Nous allons voir que,
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dans le cas "dyadique" également, toute martingale de ul est décomposable

en atomes. Cela n'est pas vrai en général, comme nous le verrons plus loin.

Nous supposons dans ce paragraphe que ( = [0,1] , que % est
la tribu des ensembles mesurables (au sens de LEBESGUE) de [0,1] et que
P est la mesure de LEBESGUE de [0,1]. On note %n la tribu engendrée

par les négligeables et les intervalles [lcg ' %1-[ , k=0,1,...,2%1 . Pou
2

rester avec les notations des paragraphes précédents, on pose aussi 3t =3[t]

pour tout t € R+ , de sorte qu'une martingale X est telle que Xt = X[t] ,

vt=>0 .

La notion suivante nous permettra d'adapter facilement la démons-
tration du théordme 1 & la situation présente (les difficultés proviennent des

sauts de la martingale X : on n'a plus nécessairement !X Zp)

taT | S
Mp
DEFINITION 3. Pour tout temps d'arrét discret - T (c'est-a-dire

ne prenant p.s. que des valeurs entiéres) on pose
T = Ess Sup{S : S temps d'arrét discret < T p.s.} .

Le temps d'arrét T est appelé annonceur de T .

Noter que T<T p.s. sur {T<x} ., On peut méme expliciter T

1 qui contien-

ne {T=n} . Les Gn ne sont pas nécessairement disjoints. Posons

Gy =G, + G, =G)\G....,G =G \G U...UG _,

de la maniére suivante. Soit G, le plus petit ensemble de ’n-

Il est alors facile de vérifier que p.s.
T =n-1 sur G;l , n=1,2,..
= <4 v,
sur U Grl
Il en résulte que

P{T<w] < ZPG,) s 2LP{T=n} = 2P{T<=}

et nous avons obtenu la proposition suivante.
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PROPOSITION 6. Pour tout temps d'arrét discret T

P(T<w) < 2P{T<w®] .

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le :

THEOREME 3. Dans le cas dyadique
¥l o= {inai : al  atomes, A scalaires, E|)\i| <o}

1 .
plus précisément pour tout X € ¥~ il existe une suite (an)nzo d'atomes et

une_suite (1) de scalaires telles gque
E— n n=0

n N
(i) wt=20 , la_suite 2 )\ia: converge ponctuellement vers Xt ,
i=0

en restant dominée en module par ZXf .

(i) 3 Irl o= 12)x|| .
i=0 H

. i - 1
et la série inal converge normalement vers X dans ¥

Démonstration : Soit X € u'l ; on définit la suite (T.)

comme
------------ N P peZ
pour le théoréme 1. On a lim T = +» , et aussi lim T_ = +o , comme on
P
pteo p-te
le vérifie aisément. On a donc
+o
X = K,y - Xg)
- pt+l P

On a aussi |X | = 2P p.s., car Tp<Tp p.s. sur {Tp<m} . Ces élé-

tAT
p .
ments et la proposition 6 permettent de terminer la démonstration comme pour

le théoréme 1. =

Les méthodes du paragraphe précédent -permettent de déduire du

théoréme 3 que, dans le cas particulier dyadique :

(Hl)' = bmo1 = bmo? , wvgell,»[
Par ailleurs on vérifie facilement que bmo2 = BMO .
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§6 - MARTINGALES DECOMPOSABLES EN ATOMES : L'ESPACE ﬂ; .

DEFINITION 4. Soit G; l'ensemble des processus croissants A
adaptés nuls en 0 , continus a gauche et tels que AGD soit intégrable.

Nous désignerons par H; l'ensemble des martingales X pour
lesquelles il existe A€ Gé tel que wt , |Xt\ < At pP.s. . ué est un sous-

espace vectoriel de ul et

1
Hxnul = Inf{EQA) : Aeq, . IX,| s A ., vt p.s.}
g

est une norme qui en fait un espace de Banach (vérification simple).

On a évidemment
X, = Xl
H H
g
mais en général ces deux normes ne sont pas équivalentes ; en d'autres termes

u; n'est pas nécessairement fermé dans ul

. En effet, dans l'exemple du
1 et ué = mm . Or en général

mm = L: n'est pas fermé dans 77(1 = Li (le o indique que les fonctions sont

paragraphe 2, il est facile de voir que ul =N

de moyenne nulle). ®

*
u(l: est un sous-espace de H; , car si XE¢€ ui le processus (Xt)

est dans 1
. Gg

1
77(CD est également un sous-espace de ug , car si X € mm

IIx .1 € (11 . On montre aisément, par une technique d'arrét, que '/rfn
Moo "t>0 g

est dense dans ué (cela résultera aussi du théoréme 4).

Si a est un atome et T un temps d'arrét associé, le processus

1 . iz 1
\ 1
iﬁamum.le € Gg et majore |a| , donc a est dans la boule unité de ¥y
La proposition 1 et le corollaire 1 peuvent ainsi étre améliorés en rempla-

gant 311 par ué , et on a en fait le théoréme suivant :

THEOREME 4. ué = {Exna“ : a" atomes, A, scalaires, len‘ <=},

Plus précisément, pour toute martingale X ¢ ué , il existe une

suite d'atomes (a") et une suite de scalaires ()‘n) telles que
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n i
(i) wt=0 , la suite 3 A8 converge ponctuellement vers Xt ’
0
en restant dominée en module par 2X‘:

(i) % Ir | s IZHXHNéJ .

P i 1
et la série Z))\ial converge normalement vers X dans 'Hg

tel que E(A) s 2|X]| 1 - On pose
® H
g

- . p
Tp—mf{t.At>2 } . pez .

Ona lim T =+« , 1lim T =T = inf {t:At>0} ce qui permet d'écrire
p-ton p pﬁ—m
+o
X =2 Kp = Xar )
-® p+l P

On a AT <2P car le processus A est continu & gauche, et par suite

|X

p
AT | < 2P | La démonstration se termine comme pour le théoréme 1, en
P .

remplagant X: par A . =

®

§7 - IE DUAL DE ¥. ET bmo

D'aprés l'exemple du paragraphe 2, il n'est pas question de montrer
que (n;)' = bmol | Toutefois, si nous notons (u;)' 1 le sous-espace de
m
(31;)' (muni de sa norme de dual) constitué des formes linéaires ¢ pour

lesquelles il existe Y ¢ ml (unique) tel que
eX) =EX YY) , vXen ,

alors on peut énoncer le résultat suivant :

THEOREME 5. Pour tout Ye¢ bmo1 . il existe une forme linéaire

continue 2Y , et _une seule, sur yé , telle gque
e,X) =EX Y) , wXen .

L'application Y - ¢y ainsi définie est une bijection bicontinue de bmo1 sur
ah'
9 m
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Démonstration : Elle repose sur les deux lemmes suivants.

LEMME 3. Soit Ye¢ bmo1 ; pour tout XemﬁD on a

EX Y )| = 12||X Y
B0 Y )| < a2y vl
g
La démonstration de ce lemme est identique & celle du lemme 1,

en utilisant cette fois le théoréme 4. »

LEMME 4. Soit ¢ € (u;)' | - représenté par Y€ 7t . Alors
m

)l < 2|lefl .
vy s 2

Démonstration : D'aprés la premiére inégalité de la proposition 2
du paragraphe 3, on a %HYH , s lle]l (les atomes sont dans la boule unité
1 bmo
de ). ®
Mg
Remarque : Dans le cas discret, c'est-a-dire lorsque st = ’[t] .
1
vt=20 , on vérifie facilement que ug s'identifie & la classe § définie par
GARSIA ([3] page 91). L'exemple du paragraphe 2 montre qu'on n'a pas toujours

®' = bmo1 , malgré ce qu'affirme un peu rapidement GARSIA dans [3] page 130.

§8 - DE;:QMEQgIIIQN DE _DAVIS : ul = u; + u‘l, .

En général u; # ul , comme nous l'avons vu. Toutefois la décom-
position de DAVIS, étendue par MEYER au cas général (voir [5] page 145) per-
met d'écrire toute martingale de ¥l comme somme d'une martingale de ul
et d'une martingale 3 variation intégrable, avec de bonnes conditions sur leurs
normes. Ce résultat remarquable, combiné avec les résultats du §7 et du §9

nous permettra une nouvelle approche de la dualité (ul,BMO) , voir §10 .

Pour tout processus cad-lag adapté X on note Vx la variation
totale de la trajectoire t - Xt , et on dit que X est & variation intégrable

si E(Vx) <= .
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DEFINITION 5. On notera H\l} l'ensemble des martingales X a
variation intégrable et pour X ¢ u\ll on note :
= E(VX)

Xl X,

u‘ll est un espace vectoriel normé (complet) et on a

1 1
B, oW et X o< X
v Hl ul

v

1
v Plus pré-

cisément pour toute martingale X € Nl , il existe deux martingales Y ¢ H;
et Z¢ n‘ll telles que

THEOREME 6 (Décomposition de DAVIS). ul = ué + i

i) X=Y+2

i Y]]y < 171X]
H - H
g

i) 2| | s slx| -
¥l ¥

1
Démonstration : Soit X € ¥ . Posons :

Q = T 8X_ o liuul oun
t et s {xt>zxt_}
On définit ainsi un processus adapté cad-lag. Du fait que X:> ZXI'_ entrafne
#* * _ oy ¥y i ; * t
Xt < Z(Xt Xt') et (AXt) s4(Xt Xt_) , il vient VQ < 4X¥ et donc
E(VQ) < 4|X|| - Notons alors (Zt) la martingale compensée de (Qt) :

H
Z=Q-§ , ou 6 est le processus prévisible, a variation finie, nul en 0
tel que Q -Q soit une martingale. On a E(Va) < E(VQ) , donc Z¢€ u‘ll et
|
IR

uV

Posons maintenant Y =X-Z . L'argument de MEYER ([6] page 145)

convenablement adapté (la décomposition de DAVIS de MEYER n'est pas tout

a fait la notre !) montre que lAYt| < BXZ*_ . Mais

E(Y)) = llYHul s IIXHu1 + HZHHI s 9||XHH1

* P
Donc de |Yt| < lYt_| + |AYt| < Y:'_ + 8X'_ on déduit que HYH111 < 17]1X||H1.l



317

Remarque : La décomposition faite dans la démonstration précé-
dente est telle que si on suppose X emm , alors Y et Z ¢ 77(2 . (En effet,
X € %° implique Q bornée, puisque VQ 54)(: , donc 6&,6 12 , et donc

Z , puis Y = X-Z , sont dans 77(2)

§9 - LE_DUAL DE u}/ ET bj

Dans ce paragraphe, nous caractérisons une partie "raisonnable"
du dual de )i‘ll , ce qui, grdce aux deux paragraphes précédentes, nous four-

nira la dualité (3!,BMO)

DEFINITION 6. On dira qu'une martingale X est dans bj (& sauts

bornés) si la quantité ”x”bj définie par

HXHbj = Sup {||&X, T temps d'arrét]}

T'I{0<'.r<c,r,}\.lc° ‘
est finie. bj est un espace vectoriel, et HXHbj est une semi-norme sur cet

espace vectoriel.

Nous noterons (31\1/)'2 le sous-espace de (1{\1,)' constitué des
m
formes linéaires ¢ pour lesquelles il existe Y € 7/12 tel que
1 2
vKeyu nm o e =EXY)

On a alors le théoréme suivant :

THEOREME 7. Pour tout Y ebj nmz , il _existe une forme linéai-

. . 1
re_continue unigue eY sur Nv telle que
1 2 _
vXe w nnc o, zY(X) EX Y )
De plus l'application Y -~ QY a_pour image (u‘ll)' 2 et on a :
m

1
T
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i\Et_e_n_t_igx_i Y - eY n'est en général pas injective, de méme que

i'Yllbj n'est en général pas une norme.

Pourtant dans le cas discret, on a injectivité, et on peut méme
vérifier facilement que (u‘ll) = bj , 2Y(X) se définissant quelque soit Y

dans bj et X dans )4‘1, par
e X) = B(% aX .Y )

D. LEPINGLE nous a signalé que ce résultat s'apparentait & un résultat de

HERZ de [5], énoncé sous la forme : "le dual de AM est BD"

La démonstration du théoréme 7 résulte immédiatement des trois

lemmes suivants :

LEMME 5 (u\ll) n 'mz est dense dans B‘ll

si Xe¢ :d\ll et si T réduit fortement X , alors XT peut étre approchée dans

u‘ll par une suite d'éléments de H‘llﬂ 77(2. Notons U la martingale compensée
T e T , T" ,
du processus X (défini par Xt =Xt si t<T, )(t = XT_ si t=2T)

et V la martingale compensée du processus (AXT)'lt'zT . On a bien sar :

X=U+V.,

2

A

Mais U e X% ﬁ)i\ll puisque XT est borné et a variation intégrable. Il suffit

donc d'approcher V :

Soit Zn une suite de wv.a. yT

vers AXT dans L1 et soit Vr1 la compensée du processus Z
2 1 1
ﬂnv et Vn -V dans “v . n

-mesurables bornées convergeant

n'ltzT . On

a bien Vn A

LEMME 6. Si XEN‘IIOW(Z et YEbjﬂW(z , on a

AR EN

v
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Démonstration : X étant & variation intégrable, on a

EX Y) = E(Z (AXt-AYt)
@® ®© t

d'ol le résultat.

LEMME 7. Soit Yemz tel gue
vX € u‘ljn i EXYL)| = X =

Alors Yebj et [Y] <2 . M

Démonstration : Nous allons utiliser un argument de MEYER [7]

Il s'agit de voir que, pour tout temps d'arrét T , HAYT“m < 2 (rappelons que

Yo = 0) , ou encore que

E(MYT) < 2

pour toute variable § bornée, % -mesurable, telle que 3ll, <1 . Envisa-
T 1

geons le processus §, = 3§l

t t=T
intégrable, @'t) tel que Xt = Qt—'i't soit une martingale (on suppose aussi
que §_ = 0) . Comme & est bornée, X¢ 72

, puis le processus prévisible, & variation

. On a aussi HXHV < 2f|ell,
et par suite |[X| , <2 . D'aprés [7] II.9, on a E(aXpaY,) = EX Y ) . Si
H

T est totalement inaccessible, (Qt) est continu et AXT = § , donc par

hypothése
|EGeaY,)| = ||X|[u1 s 2.

Si T est prévisible, E’t = E(leT_)ItZT et AXT = Q—E[Q[ST_] , et on a

encore E(AXTAYT) = E(QAYT) , d'ol la méme conclusion. =

§10 - LE DUAL DE '  EST BMO .

DEFINITION 7. BMO est l'ensemble des X ¢ 77(1 telles que

IXlgmo = So.xp{nxm-x,r_ll2 m ; T temps d'arrét}
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Cette définition de BMO est équivalente & celle de MEYER ([6] page 333),
d'aprés les remarques qui suivent cette définition. Toujours d'aprés ces remar-
ques on a

BMO = bmo2 N bj

S| yulXly) < [Xlgago = 1K1 + I,

m
THEOREME 8. Le dual de #! est BMO . Plus précisément,
pour tout Y € BMO , il existe un élément unique 2, de ()&1)l tel que
¥Xem . e X) = EX.Y,)
et l'application Y - 2Y ainsi définie est une bijection bicontinue de BMO

S ('

La démonstration découle immédiatement des trois lemmes suivants :
LEMME 8. 77("D est dense dans ul

Démonstration : On peut soit adapter 1'argument de MEYER ([7],

page 339) A notre définition de ul , soit utiliser la décomposition de DAVIS

du §8 , la densité de % dans ué , et la densité de u‘llnmz dans u},

LEMME 9 (Inégalité de FEFFERMAN). Soient X e % . Y € BMO .

|E(meon)| s lenx“){l HY“BMO ¢

Démonstration : immédiate aprés le lemme 3, le lemme 6, le

théoréme 6 et la remarque qui le suit (et 12x17+8 = 212...) .

LEMME 10. Soit Yemz telle gque
vRem . [EOY)] < Xy

Alors Y€ BMO et |[Y|j\ =4 .

Démonstration : On a <2 d'aprés l'argument du lemme 2,

____________ R
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et HYHbj < 2 d'aprés le lemme 7. D'ol le résultat.

§11 - INEGALITES DE DAVIS.

Avant d'en venir aux inégalités de DAVIS, rappelons la définition
de MEYER de l'espace H!

DEFINITION 8. Pour toute martingale X on pose
X.x], = x°x%, + = ax)?
t t S
sst

¢ désigne la partie martingale locale continue de X ,

ou X

1/2

X, = Bxx1 A
©
H
H™ est l'espace des martingales X telles que |X|| <= -
H
H1 est un espace vecfcoriel normé, admettant mm comme Ssous-

espace dense ([7],V.12) . Noter que th— [X,X]t est une martingale si

X em* et que par suite ”anl < wa“Z , comme dans le cas continu. Noter
. ) c
aussi que “X“Hl < NXHV , car si ||X||v<m , alors X =0 et

2 2
X.X]_ =2@x)" s (T|aX )™ .

PROPOSITION 7. Tout atome est dans la boule unité de H1

Démonstration : C'est celle de la proposition 3, & condition de

remplacer (a,a) par [a,a] . ®

PROPOSITION 8. (lére inégalité de DAVIS). Pour toute martingale

Iy < 212y
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Démonstration : 71(” étant dense dans H1 et dans ul , on peut
supposer que X est bornée. Soit (Y,Z) la décomposition de DAVIS de X .
Y admet une décomposition atomique inai satisfaisant aux conditions (i)
et (ii) du théoréme 4. D'aprés le théoréme de convergence dominée, Z}xial

converge vers Y dans 7/12 , donc aussi dans H1 . Par suite,

HYHHI s ZlMIHaIHHl Iyl = 12!|Pl|u1 s 12X17llxllu1

g
D'autre part

Z < ||1Z < 8||X
ll “H1 I llul 8 ”u1
v
D'ou le résultat.

PROPOSITION 9. (2e inégalité de DAVIS). Pour toute martingale X

X < 4,/2)||X .
I Ilﬁjl I IIH1

Démonstration : On reprend I'inégalité de FEFFERMAN pour H'

et BMO ([7] V.9) et on raisonne comme pour la proposition 5, en utilisant

cette fois le théoréme 7 et le lemme 7. =
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