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Séminaire de Probabilités

SUR QUELQUES APPROXIMATIONS D'INTEGRALES STOCHASTIQUES,

par

Marc YOR

INTRODUCTION :

On développe ci-dessous quelques procédés d'approximation de
certaines intégrales stochastiques, qui englobent en particulier 1'approxima-
tion de Stratonovitch, et l%approximation & l'aide d'intégrales de Riemann
([41,[5]). On obtient en conséquence une généralisation de la formule de Ito.

Ces résultats étendent ceux de la premiére partie de [5].

1. CADRE GENERAL ET PRELIMINAIRES.

Soit (Q,:},P) ‘espace de probabilité complet, muni d'une filtration
(Jt,tzo) de sous~tribus de & , vérifiant les conditions habituelles,
gc est l'ensemble des semi-martingales locales continues, D'aprés [2]
(chapitre VI) tout processus Xegc se décompose de fagon unique en
X +M+A ou M (resp A ) est une martingale locale continue (resp : un pro-
cessus a variation bornée, continu), ces deux processus étant de plus nuls

en 0 (on dit que X = X0+M+A est la décomposition canonique de X ) .

On note ,Al le processus I.IdASI .
o

Soit t€R . On appelle suite standard de subdivisions de [0,t] toute suite
+

T = (0 = tn<tn<... <t? = t) de subdivisions de plus en plus fines dont
n o P
n
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le pas ¢('r)_sup|tl+1 ‘clri1 décroit vers 0O lorsque (n—»oo)

Le lemme suivant sera trés utile par la suite :

LEMME. - Soient t€R+ , e_t 0<A<1 »

('rn ,nEN) une suite de subdivisions standard de [0,t] que

. )\
' = -
1'on pointe par t| t.+ A(t. 1 t.)

X=X +M+A , Y=Y +N+B
o o

les décompositions canoniques de deux semi-martingales continues telles que

M,lA‘,N,[BI soient des processus bornés, On note <X,¥Y>=<M,N>=U et

(f(u,w),uzo) un processus 3<u adapté, continu, et borné.

Alors,

. 2
1) la suite )\esE.g’ﬂ E[(f,n f(ti)(xt)‘_xti)(Ytk—Yti) —;3 f(ti)(Ut}\—Uti)) ]

i i n i

converge vers O lorsque n-o ,

2) si A=1, ousi U - en tant que mesure aléatoire sur R+ - est presque

slirement absolument continu par rapport & la mesure de Lebesgue, on a @

T £(t. )(x Ky )(Y X -y, )—(——%) xj‘ f(s)dU
T i Q,&,P o

uniformément en A€ [0,1] .

Démonstration : On montre facilement qu'il suffit de démontrer le lemme lorsque

X=Y=M,
Rappelons que si s<t , E ((M —M) ) = E (U s) .

D'autre part ,
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2 gti 2\1°
E[{fn f(ti)((Mtx"Mti) -E (Mtx'Mti) )}]

i i
N
2 2 i 2,2
= E[Z f(ti) ((m }\—Mt') -E ‘(m )\—Mt.) ) ]
T t. 1 t. i
n 1 1
2 4
< 2||g]|2 E[Z (4, -m ) }
T t. i
n 1
2 4
< 2liell; E[z(Mt. -4, ) ] (car M ,-u, =B(M, -M_[3,))
Tn i+1 i ti i i+1 i ti

et cette derniére expression converge vers O , & 1'aide du théoréme de

-M, )2] .
T i+1 i T i+1 i+1 i

convergence dominé, car X (Mt —Mt )4 < sup(Mt —Mt )2 X [E (Mt
. . . i -
n n n

I1 est ensuite facile de montrer que
&

sup E[Z £t )((U ,-U_)-E ti(U -U ))2]
re[o,1] tr P er G &

converge vers O 1lorsque n—-® , et la premiére partie du lemme est démontrée,
si A=1, 2) est immédiat, le processus f£ étant continu.

Sinon, on déduit 2) de 1'hypothése d'absolue continuité, et des

remarques suivantes : , si a est une fonction continue sur [O0,t] ,

A A

t. t.
| = f a(s)as - ¥ a(tJ._))\(t].ﬁl_1 —ti)l <3z ‘J" lla(s) —a(ti) |ds —— 0
T 1:i Ta Ta ti n-e

A

t. t

et donc g f * a(s)ds —_— )\f a(s)ds uniformément en )\ .
T ‘ci n-ow o

« les fonctions continues étant denses dans L1([O,t],ds) ,
le méme résultat est vrai pour a€L1([0,t],ds) O
Soit  mesure de probabilité sur ([0,1],8[0,1]), fFEB(R) , et T subdivision

de [O0,t] .
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3i X et Y sont deux semi-martingales continues, on considére les sommes

suivantes :

+

. t

1

v
-3 f elx sl .
T O 1 1. i+1 1

R (e (r -v)

.
(+S“)T ) E Jqo f(xti“ S(tin‘ti))du(S)(Ytin —Yti)

(on pourrait, pour désigner ces expressions, appeler la premiére (resp H
seconde) somme pwe "approximation" spatiale (resp : temporelle) de

t
f f(XS)dYS le long de T ) . On étudie, au paragraphe 2, la convergence de
o

+Su , ou (+Su)7 lorsque (Tn) est une suite de subdivisions standard de
n n

[0,t] , et n-w,

2, RESULTATS DE CONVERGENCE.

1
Notons p = I Xdp(x) .
1 o

THEOREME 1. - Soient X , YES_ , £ec'(R) , et (Tn) suite de subdivisions

standard de [0,t] . Alors,
s (n-w t t t
1) sTn S—(ﬂ—l u.j'o f(XS)dYS = J‘o.f(Xs)dYS+;: j‘o f'(xS)d <K, ¥>,

2) si la mesure ds<<X,Yﬁz(w) est presque s{irement absolument continue par

rapport a la mesure de Lebesgue,
(+ )T a ( S) S
S P ”" £(X )dy .

Démonstration : Soient X = XO+-M4-A , Y = YO+-N+-B les décompositions canoni-

ques de X et Y (A et B sont les processus prévisibles a variation bornée%

Dans les deux cas, on peut supposer que Y est une martingale
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1
locale, car % ‘f f(Xt +s(Xt --Xt ))dp,(s)(Bt —Bt ) converge presque
T, © i i+1 i i+1 i

slirement vers I f(XS)st (et de méme pour les p. approximations temporel-
o

les).

- De plus, il suffit de montrer que les convergences ont lieu dans

L2 , lorsque M,,A',Y sont bornées, et f est une fonction de classe C1 ,

bornée, ainsi que sa dérivée. En effet, soit Tp = Inf(tl 'Mtlﬁ\lAltA IY |2p) ;

et fp€C1(R) » £,2£ sur [-,+p] , £,=0 hors de [-p-1,p+1] .

Alors, en remplagant la notation ("'S“‘)'r par (+Su)T(f) , On a, pour o>0 ,
p[|(*s )_ (#) -u._[‘t £(x_)ay_| >o]
W, o s’ s
+ t 2y%
< P[TpSt]+(_1_(E{( su)Tn(fp> —u.j'o fP(XS)dYS] )2,

et les temps d'arrét (Tp) croissent Pps vers +o,

- Soient donc M,|A|,Y bornés et f‘EC;(R) .0na:

+ob _
ST =2z f(Xt.)(Yt. Yt.)
n Tn 1 1+1 1

1
+ I du(}\){f(xt.+)\(xt_ -xt_))-f(xt_)}(yt‘ -Yt.) .
T, © i i+1 i 1 i+1 i
Le premier terme converge dans L2 vers I f(XS)dYS o
Ecrivons le second comme
1 1
= [ ap(d) [ s erfx, +as(x, -x )X, -x Y, -v)
Tn o o i i+1 i i+1 i i+1 i
=p T f'(xt_)(xt. -Xt')(Yt. -Yt.)+JT .
17T i i+1 i i+1 i n

D'aprés le lemme, le premier terme converge dans L2 vers

t
b j'o f'(Xs)d<X,Y>S .
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D'autre part, on a, en posant

F; (w) = sup sup If‘(Xt_+u(Xt‘ —Xt.))-f'(xt.)l
n tiETnuE[O,ﬂ i iv1 i i

et U=X+Y,V=X-Y:

i+1

DREUREIICR
T 1+

n

_Xt.)(Yt _Yt.)l
1 1 1

2
<3 P! oz[(u, —Uti) + (v,

2
~, ).
neT i+1 i
n

i+1

D'aprés la convergence vers O , lorsque n-—e , de F;_ , et le lemme, on a

n
donc :

5. 220

T 2

n L

s . . +
- Sous les mémes conditions, décomposons également ( Su.)'r H
n

(+Su)7 =z f(Xti)(Yt -v, )

n T. i+1 t1
n

1
+ dp.()\)f'(xt')(x )\-Xt.)(Yt. -Yt_)
Tn o 1 ti i i+1 1

t.

1 1
+ 3 j‘o ap() j‘o dS[f'(XtiJrS(xt?‘—Xti)) _f'(Xti)](xt)‘—xti)(Yti+1—Y 1) .

n i i
Le premier terme converge dans L2 vers J‘ f(Xs)dYs .

Le second se décompose en I;_ +J;_ , ou
n n

1
I' = % dp(N)er(x, )& ,=x )(Y =Y )
n T o 1:i t%‘ ti t?‘ ti
n 1 1
1
o=z [ dp.()\)f'(Xt')(X )\—Xt)(Yt. -Y )\) .
n T o 1 t. 1 i+1 t

n i i

D'aprés l'hypothése d'absolue continuité, et la seconde partie du lemme,
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on a :

EL(1! -p It e (x )a<x,v>)%)
n 1 [e]

t
< f1 au(NE(T £1(x, ) (x 2o ) (Y Ay )-xj f'(Xs)d<X,Y>S)2
o AR LA T LA o

n 1 1

expression convergeant vers O , lorsque n-—® , D'autre part,

;
B[(3: )?1<[ au(d) = B[ (X, Y2 (x e )2(<Y,Y>t -<v,v> )]
Tn o Tn i ti i i+1 i

expression qui converge vers O , d'aprés la continuité de X .
. 2 s s A .
Enfin, la convergence vers O dans L du troiséme terme qui intervient dans

le développement de (+Sp.)'r se montre de méme que pour JT précédemment [J
n n

t
Remarquons ici que si p = €y u.f f‘(xs)dYS est 1l'intégrale d'Ito,
o

t
si p= e%_ , p..f f(XS)dYS est 1l'intégrale de Stratonovitch, obtenue par
o

L. + : . .
limite de ( SE )T , si dS<X,Y>S(w) est absolument continue., Montrons,
n

N

par un contre exemple, que cette condition est nécessaire pour obtenir la

t
limite el.f (f(XS)dYS , définie précédemment : en [3] (pages 48—49)(1) ,
2 o

Riesz et Nagy construisent une fenction F:[0,1] = [0,1] continue, croissante,
presque partout dérivable, et telle que la dérivée F'(x) - lorsqu'elle existe -~

soit nulle,

Voici cette construction : Soit O<u<1 et 7 = (tz = -]in ; 0sk<2"} 1a
2

suite des subdivisions dyadiques de [0;1] .

*
Définissons Fo(x) =X , et pour n€N ,le graphe de Fn comme la ligne brisée

dont les sommets sont (_l_c_, F (i)) « La suite F (L) est déterminée par les
P 2n n'.n

(1) Cette référence m'a été fournie par J, de Sam Lazaro.
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relations de récurrence :

|
]
—~
~
~

2k
n+1(2n+1) -

(0sx<2™)
(2k+1) 1-=u (_k_) + & (E-l)

F

n+1 n+1 2 n 2n 2 n

La suite Fn est croissante en n , et F = lian. vérifie les propriétés
énoncées,
Revenons a l'intégrale de Stratonovitch : si B est un (St) mouvement brownien

. _ o . .
réel, posons Xt = BF(t) ;3 c'est une 3F(t) martingale continue, de processus

croissant F(t) . On a 1'égalité suivante :

2
B X e (R X )= x (X X Jez(x, o -X )
T i+1 i i+1 1 T i i+1 i T i+1 i i
n —rm—— n n -——
2 2
+ (Xt s, ~ X )(Xt. “X st ) .
T i+1 i i+1 i+1
2 2

Dans le membre de droite, le premier terme converge dans L2 vers
1
I XSdXS , le second a , d'aprés la premiére partie du lemme,méme limite que

t.
z(r(E2 1” Sierhy F(e,) = 322 ¢ Fe;, ) -F(t,)

n n

d'aprés les relations de récurrence vérifiées par (Fn) sur les dyadiques.

Enfin, le troisiéme terme converge vers O dans L2 ; ainsi la limite dans

1

1 de £ X (x -X,_ ) est [ X ax_+ Iy, X>, , expression dif-
t. +t. t. t. s

Tn i+1 1 i+1 i o

2

2

1
férente de e%.‘r X dX_ , puisque u#o .
o

Signalons également que les approximations (+Su‘)T sont utilisées en
n



526

[4] et [5] 1lorsque u est la mesure de Lebesgue sur [0,1].
+ ¢ T
Faisons une seconde remarque : il est naturel d'écrire Sg = I H:’ dYé
o

et une notation analogue pour +S ) ) , ou @
woT

]
HeT=x [ oe(x, +ulx, X Napig, o () .
T o i it1 i i’ i+

Le processus B*' T ntest pas adapté a (Jt) (les approximations *st sont en
avance, ou avancées), ce qui crée les quelques difficultés rencontrées auparavant,.
Par contre, si 1l'on définit les approximations retardées

;
_— ~ ~
st =z [ au(s)e(x, +s(x, X N(Y, -v. ),
T O i i-1 i i+1 1

on obtient aisément la convergence en probabilité de —Sﬁ (ou (_Sp‘)T ) vers
n n

t
[ f(XS)dYS .

3. UNE EXTENSION DE LA FORMULE D'ITO.

La partie 1) du théoréme 1 s'étend aisément au cas ou les semi-
martingales continues X et Y sont & valeurs dans Rd , ce qui permet d'obte-
nir la généralisation suivante de la formule d'Ito (pour les semi-martingales
continues) :

THEOREME 2. - Soit m= I fi(x1,—,x d)dxi une forme différentielle fermée
- i=1

de classe C1 sur U ouvert de Rd , et X semi-martingale continue a

valeurs dans U (c'est-a-dire P[4 t, thU] =0) .

On a alors 1l'égalité :

(*)

t a i t afi i
m=[ =z £,(x)axi+3 = [ 5 (X )a<x ,x7 >
X6 t)(w) 0i=1 , i,i o %%

ou X (w) désigne le chemin continu (X (w),OSsst) .
Z *o,t) s
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Remarque : rappelons que si y: [0,1] #U est un chemin seulement supposé conti-

nu, ‘fn est défini par #(y(1)) -#(y(0)) , od # désigne une primitive conti-
Y
nue de 7 le long d'une chaine formée de boules recouvrant le graphe de vy .

En particulier, si m est une forme exacte dans U , fi désigne une primitive de

m dans U .

Démonstration : La formule (*) découle du théoréme 1, et de :

1 d
I 1'r=limp.s):f .)3

J J
£, - d X
b T R BT e R Dl )
(o,t) n

i+1 i i+1 i

ol (Tn) est une suite de subdivisions standard de [0,t] O

En particulier, si Z = X+iY est une martingale locale conforme continue,
a valeurs dans U ouvert de C ([1]) (c'est-a-dire : <X,X>=<Y,¥Y> et

<X,Y>=0) et si f£:U—-C est une fonction holomorphe, on a :

[ £(z)dz = jF f(ZS)dZs(pS) .

Z(O,t)(w) o

Cette égalité a été obtenue directement & 1l'aide de la formule d'Ito usuelle

pour f£(z) =% et U=c\{0} si P(Zo =0) =0 par R. Getoor et M, Sharpe

en [1].
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