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UNE REMARQUE SUR LES CHANGEMENTS DE TEMPS
ET LES MARTINGALES LOCALES
par C, Stricker

I1 est bien connu [1] que les changements de temps ne préservent pas
la notion de martingale locale. On peut se demander s'il n'existe pas
une classe de martingales locales, plus large que celle des martingales,
et qui serait préservée par changement de temps. Nous prouvons ici que
cette classe est extrémement restreinte, et se réduit méme aux martinga-
les lorsque la tribu gO est triviale,

(O,E,P) est un espace probabilisé muni d'une filtration (zt) qui sa-
tisfait aux conditions habituelles., Nous appelons changement de temps

tout processus ('rt)t>O continu & droite et croissant tel que, pour
tout t, 7, soit un temps d'arrét p.s. borné de la famille (zt). Si M
= (Mt)t>0 est un processus continu 3 droite adapté & la famille (Et),
nous désignons par M:(Mt)tzo le processus (MTt)tEO adapté & la famil-
le (zt) = (g'rt)tzo .

Nous dirons que M est une martingale conditionnelle si 1l'on a pour
tout t IE[|Mt||£0] < +® p.s. ( donc aussiiE[|Mt||£s] <+ 00 P.S. pour
O<s<t ) et E[Mtlgs] = Ms p.S. pour tout s<t , ces espérances condition-

nelles généralisées ayant un sens d'aprés la condition précédente. Si la
tribu EO est triviale, une martingale conditionnelle est simplement une
martingale. Dans le cas général, M est une martingale locale d'un type
trés particulier, puisqu'elle peut étre réduite par des temps d'arrét
Fymesurables. Posons en effetIE[]MNllgo] = Ay , puis pour c>0

T=0 si AN>c , T=N si AN§° ; V.a. go-mesurable .
AMors le processus Mt/\TI{T>O'} est une martingale uniformément intégrable.

Inversement, il est trés facile de voir qu'une martingale locale qui
peut étre réduite par des temps d'arrét Eo-mesurables est une martinga-
le conditionnelle.,

PROPOSITION, Soit M une martingale locale. Alors les propriétés suivan-
tes sont équivalentes

1) Pour tout changement de temps (Tt), M est une martingale locale par
rapport & la filtration (Et) .

2) M est une martingale conditionnelle.
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DEMONSTRATION, Soit M une martingale conditionnelle, et soit (Tt) un
changement de temps ; rappelons que Ty est borné par une constante N
et appliquons le théoréme d'arrét de Doob & la martingale (N%ATI T>O})’
ol T est le temps d'arrét (1). Nous voyons aussitdt que sur {T>0
JE[]MTtllgo] < ® p.s. , ]E[M,rtlg_rs] =M

b4

T PeSe

Faisant tendre ¢ vers +w, nous voyons que M est Ene martingale locale,
et méme une martingale conditionnelle.

Pour la réciproque, nous allons utiliser uniquement des changements
de temps de la forme suivante, ol O<u<v
(2) T, =W pour t<1 , T,=V pour t>1 .

LEMME, Soit (gt) une famille de tribus telle que gt=go pour t<1, G =G,

pour t>1., Alors un processus continu 3 droite adapté X est une martinga-

le locale pour (gt) si et seulement si
X, = XOI{t<1}+X1I{t§1} .8 ; B[|X,||6,] < @ p.s. ; E[X1|§O]=XO DeSe.

Démonstration du lemme. Toutes les martingales étant constantes sur

[0,t[ et sur [1,0[ , il en est de méme des martingales locales. Soit
(Tn) une suite qui crolt vers +o et réduit X . Comme X nI{T >0} est
n

une martingale uniformément intégrable, nous avons
E[| X, MlI{T >o}] < ® , done ]E[IX1II{T 211'50] < ®
n n n=
et comme {Tn<1§€g1_=go , nous voyons que]E[|X1||gO] < ® P.S.. De méme

la relation ElXp 5 Iyp .o}l8] = XpIip Lo nous domne ELX,Tn _4|64]
n n - n n="' -
= XOI{Tn§1t , et finalementiE[X1|§O]=Xo . La réciproque est facile.,

Le lemme étant établi, la proposition est évidente. Prenant un chan-
gement de temps (2) avec u=0, nous trouvons d'abord que EEIMVIIEO] < 00
P.s. pour tout v ., Puis prenant O<u<v nous trouvons que E{M&[Eu]=Mu P.S.
et la proposition est établie.
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