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Université de Strasbourg
Séminaire de Probabilités 1977/78

SUR LE BALAYAGE DES SEMI-MARTINGALES CONTINUES

par Marc YOR

INTRODUCTION

Soit H un ensemble aléatoire optionnel fermé, qui reste fixé dans tout
1'article ( H sera presque toujours 1l'ensemble des zéros d'une semi-mar-
tingale continue X, qui restera fixée elle aussi : dans ce cas, H est pré-
visible ). Pour tout t>0, on note

Tt(W) = sup{ s<t | (s,w)ed } , Dt(w) = inf{ s>t | (s,w)eH }

avec les conventions usuelles sup(@)=0, inf(f)=+m . Si A est un processus
croissant intégrable, il existe, d'aprés la théorie générale des proces-—
sus, un unique processus croissant intégrable prévisible B, nul en O,
tel que 1l'on ait pour tout processus prévisible borné Z, nul en O :
(1) E[éooZSdBS ] = E[écJD z, aa ]

s
On appelle B le ( processus croissant ) balayé de & ( sous—entendu : rela-
tivement & H ), et on le note A b . Lorsque H est prévisible, A(b) est
porté par H,

L'un des buts de l'article, poursuivi aux paragraphes 2 et 3, est de
calculer, de fagon aussi "explicite" que possible, les balayés de certains
processus croissants qui interviennent dans la théorie des semi-martinga-
les continues. .

Toutefois, la motivation essentielle du travail est de donner une pré-
sentation unifiée, développée dans les paragraphes 1 et 2, des différents
calculs de martingales qui apparaissent dans 1'article d'Azéma [1], et
deux articles d'Azéma et Yor ( [2] et [3] ). Indiquons succinctement que
cette présentation repose sur le résultat suivant : si (Yt,tEO) est une
semi-martingale continue nulle sur H, et Z est un processus prévisible

borné, on a

t
(2) Ytth = Y524 + é szdYs .

Cette formule permet également de mieux comprendre une "pathologie"
apparue dans le grossissement d'une filtration & 1l'aide d'une fin d'ensem-—
ble optionnel : le paragraphe 4 est consacré & ce sujet. La pathologie en
question nous semble pouvoir se résumer 3 ceci : si Y est une martingale
locale continue nulle sur H, le processus (Y Z ) est une martingale lo-

cale d'aprés la formule (2). Mais ceci n'est plﬁs vrai lorsque 1l'on



454

remplace 1'hypothése : Z est prévisible par 1'hypothdse : Z est progres-
sivement mesurable ( cf. le paragraphe 4 ).

Enfin, en appendice, on caractérise une classe de semi-martingales po-
sitives particuliérement bien adaptées au procédé de balayage sur H pré-
senté ici.

NOTATIONS. (Q, F, Et’ P ) est un espace probabilisé filtré vérifiant les
conditions habituelles.

(Xt)t>0 désignera dans toute la suite une semi-martingale continue,
qui restera fixée. Pour tout aeR,on note B = {t : _a} Tt—sup{s<t|X =a}

et 1%= limtta) T% . 8i a=0, on note simplement H, Ty o7 3 la place de HO,

0 0
Ter T oo

On utilisera encore les notation et résultat suivants, tirés de [9]
il existe une application mesurable L : BxB xQ = R ( notée (a,t,w) —

Li(w) ) telle que, pour tout aeR , L? soit le temps local de X en a (voir

[12] pour des résultats de continuité bien meilleurs, qui ne seront pas
utilisés ici ).

La notation H a donc deux significations : celle d'un ensemble option-
nel fermé comme dans l'introduction, et celle de l'ensemble HO={X=O}. Les
quelques résultats relatifs 4 la premiére signification seront précédés de
la mention 'cas général® , tandis que les autres ne font 1'objet d'aucune
indication.

Les intégrales stochastiques notées ft sont toujours étendues a 1l'in-
tervalle ]0,t] ouvert en O.

1. DES SEMI-MARTINGALES BIEN SIMPLES...

Z désigne toujours, dans ce paragraphe, un processus prévisible locale-
ment borné.
Nous commengons par établir en toute généralité la formule (2).

THEOREME 1 ( Cas général ). a) Le processus Z%:ZT est prévisible et loca-
lement borné. K

p) Soit Y une semi-martingale telle que YD =0 pour tout t. Alors on a
t

(2) V.2 =7Y

4 0o * / z, av .

t 0 Ts
En particulier, le processus YZT est une semi-martingale ( continue si Y

est continue, une martingale locale si Y en est une ).

o) (Yz.)¢ = ['z_ axC® ot <(Y2.)%,(Y2_)% = [ 7% a<¥°,¥%
T T s = T T T s
0 's 0 s
d) Si Y est une martingale locale continue, et A désigne le temps local
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de Y en O, le temps local A' de Y'=YZ _ en O est donné par

t
(3) AL = [z, |aA ( voir Remarque 2 )
0 Ts S

Démonstration du théoréme. a) Montrons que Z2'=2_ est prévisible. Un argu-

ment de classe monotone permet de se ramener au cas ou Z:1[O,T]’ avec T
temps d'arrét. On a alors : Z'=1[O,DT] , et Z' est bien prévisible. Il est
évident que si Z est localement borné, Z' l'est aussi, car on a toujours
Ttéi.

) Pour établir la formule (2), on peut ici encore se limiter au cas
ol Z est de la forme 1[O,T]' On a alors

Y2, Yt1[O,DT](t) = YtADT car Yy =0 .

t T

Puis
Y

t 4
4AD Y, + é 1[O,DT](s)dYS = Y2y + / z, avg .

i 0 s

c) est une conséquence immédiate de la formule (2). Pour établir 4),
nougs écrivons la définition du temps local de Y en O

t
17,1 = 1Tl + é sgn(Y )a¥  + Ay

oU nous pouvons convenir que sgn(0)=0 du fait que Y est une martingale
locale ( cf. [2], p.12, théoréme 16 ). Ecrivons alors la formule (2)

en remplagant Z par |Z|, Y par |Y]|
t t t
|Ytth|= RN é |sz|d!Ys| = |Yozo|+é |ZTs|sgn(YS)dYs+é |ZTS|dAs

dans la derniére expression, l'intégrale stochastique peut aussi s'écrire
t : - . .
/ sgn(ZT)sgn(Ys)d(YZT)S , et d'aprés notre convention sur le signe, on
0 s
peut remplacer sgn(Z,r )sgn(YS) par sgn(Yé). Ainsi
5 t t
L] = |Yg1 + [“sen(YL)avy + /72, lang
0 0 s
ce qui prouve (3).
REMARQUES, 1) La semi-martingale Y étant continue a droite, la condition
(YDt=O pour tout t ) est équivalente & : (YD =0 pour tout t rationnel ),
t

et & 1'annulation de Y en tous les points de H, 3 1'exception peut &tre
des extrémités gauches non isolées d'intervalles contigus & H.

2) La formule (3) n'est pas valable en général pour les semi-martingales
continues ~ elle entrainerait en effet, lorsque Z=—1 identiquement, que
les semi-martingales Y et -Y ont méme temps local en O, ce qui n'est pas
toujours vrai ( la convention sgn(0)=-1 est dissymétrique ). Toutefois,
on peut remplacer (3) par une formule & peine plus compliquée, et entié-
rement générale.
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En effet, le raisonnement du théoréme 1 montre que la formule (3) est
vraie pour les temps locaux ( que nous notons provisoirement(eg et(O%))
des semi-martingales continues(Yt) et (Y%), calculéds avec la convention
s8gn(0)=0 , Or il est clair que 1l'on a par exemple

e A ft1 ay
L T 1Ys=o} s

On en déduit alors sans peine la formule générale
t t

(3") AL = [ |Z_ |ar, - 2fz7

t 0 Ty s o T

En particulier, la formule (3) est vraie si Z est positif .

1 aY
s {YS=O } S

3) Stricker a démontré récemment, par une méthode tout a fait différen-
te, que si le processus Z est progressivement mesurable borné ( les hypo-

théses sur Y restant les mémes ), le processus Y'=2 Y est une semimartin-
gale. Nous examinerons dans un autre exposé (1) ce qui subsiste de la for-
mule (2) dans cette situation.

Nous dégageons maintenant quelques conséquences immédiates du théoréme
1, dans la situation ( H={X=0}, etc ) qui fait 1'objet principal de 1'
article, et avec les notations correspondantes. Toutefois, dans le premier
corollaire, il suffit que X ( continue ) soit nulle sur H.

COROLLAIRE 1.1, S8i f : B> R est la différence de deux fonctions convexes,
et £(0)=0, on a

t
(4) f(Xt)ZTt = f(XO)ZO + 4)27 d{f(xs)}
S

1 1 t a
— 1 -
= f(XO)ZO + é ZTng(Xs)dXs+ 2[ p(da)é ZTSdLs ,

ou fé désigne la dérivée & gauche de f, et p la dérivée seconde de f au

sens des distributions.

Démonstration : La premiére ligne est la formule (2), et la seconde s'en
déduit en évaluant d%f(XS)} par la formule 4'Ito.

COROLLAIRE 1.2. Si @t) est un processus prévisible localement borné, il

existe une semi-martingale continue W dont le temps local en O est f'|ZsHLS
0

Démonstration : on peut supposer Z positif, et 1l'on prend alors wtzzT Xt‘

D'aprés la remarque 2 ci-dessus, le temps local de W en O est f.ZT dLZ ;
0 s
mais L est porté par H, et sur H on a ZT :ZS .
s

COROLLAIRE 1.3, Soit f : B = B une fonction borélienne localement bor-

née. Alors th(Lt) est une semi-martingale continue ( une martingale locale

1. Voir dans ce volume l'exposé de Meyer, Stricker et Yor sur le balayage.
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si X en est une ). Si f est positive, ou si X est une martlnggle locale,
le temps local de cette semi-martingale en O est égal 3 f T f(x)dx .

Démonstration : On applique le théoréme 1 avec Zt:f(Lt) ( ce processus
vérifie : 2,=7_ ).
t
Nous faisons maintenant une digression relative & l'extension du corol-
laire 1.2 & certains processus prévisibles non localement bornés, dans le
cas ou X est une martingale locale continue.
THEOREME 2. Supposons que X goit une martingale locale continuéﬁ.Soit'Z

un processus prévisible tel que : ¥ t, /t|Zs|dLS < ® P-p.s. . Alors
0

1) Le processus X' = th est une martingale locale. Si 1l'on a X ZOeL1,
Tt

E[f lZ |[dL_] < @, X' est une martingale uniformément intégrable, avec :

s
= I WGl 1 pox diGinibon _
(5) el )= BLXoZ0 1+ [T 12143 ]
t
2) L'intégrale stochastique [ z, dX, existe pour tout t, et l'on a
s
X'=X,Z2_  =X2,+ /2 ax
t t T 070 0 g 8

3) Le temps local de X' en O est égal & /.|ZS|dLS .
0

Démonstration : Nous supposons d'abord que X appartient 3 H1, et que Z
est borné. Alors tous ces résultats sont contenus dans le théoréme 1, 3
1'exception de la seconde partie de 1). Il est clair que sup, |X%|eL1,
donc X'eH!, Ensuite, la martingale locale R%|— é IZS|dLS appartient 3 H1,
et on a donc ®
BL1xy, =151 = 3L/ |2,laz,]

c'est a dire (5).

SHPPOSODS ensuite que Z ne soit pas nécessairement borné, mais que l'on
ait X ZOeL , E[/ ?Z IdL J<o ( touJOurs avec XeH1 ) . Posons Z% =ZI{|Zl<n§
et 1ntrodu1sons les martlngales x'n correspondantes, qui forment d'apres
(5) une suite de Cauchy en norme || llj . Comme ces martingales, d'autre
part, convergent simplement vers X', il résulte de 1'inégalité maximale
de Doob que leur limite en norme || H1 est indistinguable de X'!'. D'aprés
[43], il existe des temps d'arrét T, o tels que

T T
pour tout m , (X'®) % >(X') ™ dans H'

T
' m 2 .
Or [X H,Xvn]T - é z I{[Z |<n }d[X,X] ; 11 résulte du lemme de Fatou

Th
que E[(/ Z d[X X] )1/2] < o pour tout m, donc l'intégrale stochastique

é Z dX ex1ste, et la formule
Ts

1., 81 X n'est pas continue, il faut utiliser It au lieu de Lt (2], p.25)
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thnt = X250 + /tzn ax,
passe 4 la limite. L'ensemble des martlngales uniformément intégrables
étant fermé en norme dans 1l'espace des martingales bornées dans L1 X
est uniformément intégrable.

Le processus |X'|—[t|Z ldL est une martingale uniformément 1ntegrable

pour tout n ; passant 4 la limite en norme || "1 , on voit que |X'|—f|Z ML
est une martingale uniformément intégrable ; on en déduit, d'une part que

|Zs|dLs est le processus croissant prévisible décomposant la sousmartin-

gale (K%|), ctest & dire 3), et d'autre part la formule (5) comme on 1'a
fait plus haut lorsque Z était borné.
Enfin, on passe sans difficulté, par arrét, au cas ol X est une mar-

tingale locale continue quelconque, et Z un processus tel que / |Z IdL
< ® DP.S..

REMARQUES. a) Il résulte en particulier de (5) que, si Z est négligeable
pour la mesure p(dsxdw)=aLg (0)dP(w), le processus X 2, est évanescent.

b) La formule (5) est tout & fait analogue & la formule

é
nz-x”2 E[Z é z d f,x] ]

qui est 3 la base de la théorie de 1l'intégrale stochastique. Le théoréme

2 est étroitement 1ié 3 1'article [14], ou 1'on prouve que si M est une
martingale locale continue nulle en O, de temps local en 0 noté A, les
rapports mutuels des quantités E[A1/2] EKM* )1/2], B[N, M>u! ] sont bornés.
par des constantes universelles ( appliquer cela avec M_th)

I1 existe une classe de semi-martingales continues qui se préte parti-
culidrement bien 3 certaines applications du théoréme 1. Elleest constituée
par les semi-martingales continues X, dont la décomposition canonique
X=N4+V ( N martingale locale, V processus 3 variation finie, continu et nul
en 0 ) vérifie
(6) avy est portée par {leS=O}

Nous notons (Z) cette classe de semi-martingales, et (Zt) la classe
des &léments de (I), positifs et nuls en O. (I) contient évidemment toutes
les martingales locales continues ( mais ne contient, par contre, aucun
processus continu, adapté, 3 variation finie, autre que O ). Voici deux
exemples d'éléments de (zt)

(0.1) Si M est une martlngale locale continue, et S = sups<t s ! alors

X=S-M appartient & (2 ).
(0.2) S8i M est une martingale locale continue, |M|-appartient & (Z ).

1. Le lecteur pourra en déduire une autre démonstration du théoréme 2.
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(2 + .
Nous montrerons dans l'appendice que tout élément de (25), en parti-

culier tout élément du type (0.2), est du type (0.1).
Nous pouvons alors revenir aux corollaires du théoréme 1.

COROLLAIRE 1.4. On suppose que la semi-martingale continue X=N+V appar-
tient & (£). Comme d'habitude H={X=0}. Alors pour tout processus prévisi-

ble localement borné Z, le processus
t
(7) X, %2 - ['zav
t Tt 0o s S

est une martingale locale. En particulier

- 8i M est une martingale locale continue, St: sups<,tMS , €t X=5-M, alors

t
(7") X.Z - ['7ZdS_ est une martingale locale .
thty o 8 s
- 8i M est une martingale locale ¢ontinue de temps local A en O, et X =
| M| , alors
(7") M, |2 - ft]Z |dA_. est une martingale locale.
oy o ''s's

Démonstration . Nous savons d'aprés le théoréme 1 que X, 2 = X7, +
t

t <

/ Z, (st+st) . On remarque que 1l'intégrale par rapport a N est une mar-
0 s 4
tingale locale, et que 1l'intégrale par rapport a V peut s'écrire / stVs

d'aprés (6). Le reste est évident.

En particulier, soit f une fonction borélienne localement bornée sur
X
B, et soit F(x)=/ f(u)du. Prenons pour Z le processus f(Vt) ; comme on a

Vt:V , On obtignt que
Tt

(8) th(Vt) - F(Vt) est une martingale locale
Comme cas particuliers, on retrouve dans les cas (0.1) et (0.2), avec les

notations correspondantes, les martingales locales découvertes par Azéma
en [1], et qui jouent un rdle fondamental dans Azdéma-Yor [3] :

(8" (St—Mt)f(St) - F(St) est une martingale locale
(8m) |M“f0%)—FMt)emlmemmth%Me]omﬂe.
Plus généralement, il existe une formule analogue & (8) pour des
2,1 .
cer (BXny). L'uti-

lisation conjointe de la formule d'Ito et de la propriété (6) permet d!
écrire que le processus

processus de la forme F(Xt’vt) , avec une fonction Fe

t 1,6 c yC
P(X,V,) - é (PRt (0,V,)dv, - §é Fra(Xg,V )a<X", X>
est une martingale locale. D'autre part, la formule (8) donne le méme
résultat pour le processus

Xt(F}'{+F3'[)(O,V ) - é (T:‘}'(ﬂquvl)(o,vs)dvs
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Par différence, il vient que le processus suivant est une martingale
locale :

1.t
(9) F(X,Vy) - Xt{F}'{+F)'r}(O,V ) - 5(/) }:‘Xna(xs,vs)d<xc,XC>S
ce qui donne les martingales locales suivantes
- dans le cas (0.1), avec un changement de variables élémentaire
t
1
) - — 1 - -
- dans le cas (0.2)
1.t
O") F(|M[,A) -|Mt|{F;:+F3'r§(O,A ) - Eé Fra (M ], A )d<M,M>
ou la variante suivante, lorsqu'on s'intéresse plutdt a F(Mt’At)

1.t
@m) F(Mt,At)-|Mt|F§r(o,At) - 5(]) Fra(Mg, A )dd, > .

2. CALCUL DES PROCESSUS BALAYES DE CERTAINS PROCESSUS CROISSANTS

Reprenons tout d'abord la définition du processus balayé ( sous-enten-—
du : relativement & H={X=0} ) d'un processus croissant intégrable A. Si
1'on associe 3 tout processus prévisible borné Z le nombre E[fa%{ ZaA ],

0- 1é>0; s S
on définit une mesure p sur la tribu prévisible, qui ne charge pas les
ensembles prévisibles évanescents, et ne charge pas {0}xQ. D'aprés la thdarie
générale des processus, il existe alors un processus croissant intégrable
prévisible B, nul en O, tel que p(z)=E[é°° 2,aB_J. Ainsi ,

(1) E[ja)z dB ] = E[/OOZ.r dAS] pour tout processus prévisible Z, borné
o S 8 0 s et nul en O .

On écrit B:A(b). Indiquons quelques propriétés immédiates des processus

balayés ainsi définis : H={X=0} étant prévisible

(i) dP(w) p.s., la mesure dBS(w) est portée par H .

Ainsi, A:A(b) si et seulement si A est prévisible, et la mesure dA  est
pP.s. portée par H.
(ii) Si Z est un processus prévisible borné, et C désigne le processus
croissant /.ZT dA  , on a

s .
c(®) =z qal®)
0 Ts ®
(iii) Pour tout t, notons ET la tribu, contenue dans Et

t
F_o= | AeF | ¥s 3 Aef

P Py » AN{r <si=A Nir <s} |

La famille (ET ) est alors croissante et continue & droite. Si 1'on ddsi-

gne par A! t la progection duale prévisible de A par rapport 3 cette

famille, on a alors A(b =A'(b).
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L'application A»e>A(b) se prolonge par lindarité aux différences de
processus croissants intégrables, i.e. aux processus a variation inté-
grable.

Pour 1<k<oo, nous notons Hg 1l'espace des semi-martingales continues
Y = U+B (_U martingale locale, B processus prévisible & variation finie,
nul en O ; U et B sont alors continus ) telles que

(10) el = <002+ [Pl | | <o
HE 0 1K
(HE est un espace de Banach pour la norme ainsi définie ). On a démontré
en [11] que, si Y appartient & HE , la semi-martingale |Y|k appartient 3
On rappelle que l'on a posé To =T ( 7 est la fin de 1l'ensemble prévi-

sible H ). Pour toute variable aléatoire VeL1, le processus

(1) o = VLo zrct)

est 4 variation intégrable, nul en O ( non adapté en général). Nous no-
terons T(V) la projection duale prévisible de W .
On peut maintenant énoncer le théoréme suivant, qui est une conséquen-
ce immédiate du théoréme 1 :

THEOREME 3. Soit Y=U+B une semimartingale continue nulle sur H (1). On

suppose que Y appartient a H; ( ou, un peu plus généralement, que B est
& variation intégrable, U une martingale uniformément intégrable : cela
couvre le cas des sous-martingales positives continues, bornées dans L1).
On pose Ya): limte>a>Yt .

Alors, pour tout processus prévisible borné Z, nul en O, on a

(00]
(12) E[YOO z1 = E[é ZTSdBS ]

{r<® }]
ou, avec nos notations

(Y 1 )(P)

® O<T1<e

(121) 3 ny )

En particulier, si B est porté par H, on a
n _
(127) B_T(Yoo)

Démonstration : D'aprés la formule (2), YtZT -/tZ_r st = ftZT dUy est
une martingale locale nulle en O. 50 S 0 S
Les conditions d'intégrabilité imposées & Y entrainent qu'elle appar-

tient & la classe (D). On a donc pour t fini
E[Ytth] = E[é ZTSdBS ]
et des deux c6tés, nous avons des variables uniformément intégrables en t.

1. 11 y a un énoncé correspondant dans le << cas général >>. Nous le
donnons en remarque aprés la démonstration.
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Faisons tendre t vers 1'infini. Si <00, ZT =Z‘r pour t assez grand, et
.2, > Y Z .8 1=0, H s'accumule & 11ififini et Y,=0. On obtient

donc (12) par passage a la limite,

REMARQUE. La démonstration repose uniquement sur la formule ( 2). Le
résultat reste donc vrai sous les hypothéses suivantes

- H est optionnel fermé,

- Y=U+B est une semimartingale continue & droite telle que YD =0 pour
tout t ; Y appartient a ' ( ou plus généralement, U est une martingale
uniformément intégrable, et B est & variation intégrable ).

Cette remarque étant faite, nous revenons au cas ou H={X=0}, Nous
écrivons comme d'habitude X=N+V ( décomposition canonique ) et pour tout
k tel que XeHE , nous désignons par |X|k:U(k)+B(k) la décomposition cano—
nique de la semi-martingale Y=|X|keHl . BEn particulier si XeH;, on a d'a-
prés la formule d'Ito

B(1) = é sgn(X)av, + L

et pour tout kel]l,m [, si XeHE

ot k-1 k(k=1) ,° k=2, .c LC
B(k) = ké |Xs| sen(X)av, + 5 é |xs| A<, X7

Avec ces notations, on peut énoncer les conséquences suivantes du théo-

réme 3 .

COROLLAIRE 3.1. Soit ke[1,00[ . Si X=N+V appartient & Hi , on a
(13) B)®) =2z 5 = GCHISIREY

En particulier, si Xe(Z), on a -

(13") - pour k=1, , I-V=1(|X_|)

(13m - pour k>1, M%ll (é.lxslk—2d<xc’xc>s)(b) = T(Ixa)lk)

; . PN k .
Démonstration : (13) résulte de (12') appliqué a ¥Y=|X|". Si Xe(Z), la pre-
midre intégrale dans les formules donnant B(k) est un processus prévisible
porté par H ( donc identique & son balayé ), qui vaut O si k=1, et -V si
k=1 ( en raison de la convention sgn(0)=-1 ).
COROLLAIRE 3.2, a) 8i X=3-M, ol M est une martingale continue de Hl et
St= supsét MS , On a

(14) 8 =T(8;M ) = ((S,-M

)(P)

© ) 1O<'r§.
b) Si X=|M|, ou M est une martingale continue uniformément intégrable, dont

le temps local en O est A, alors
(15) | a=(M_|) =(]M |1

)(P)

O<1<
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c) Si X=N et M gont deux martingales continues de carré intégrable :

)(P)

(16) <M9N>(b) = T(MQ)NQ)) = ( Ma)Na)1{O<Tg.}

Démonstration : a) On a montré, dans 1l'appendice de [3], que le temps lo-
cal en O de X=S-M est L=2S, donc L-V=S. La formule (14) est donc une consé-
quence de (13").

b) De méme, si X=|M|, il résulte de ([10], proposition 2) que L=2A .
D'aprés la formule de Tanaka, on a V=A . Finalement, L-V=A, et on appli-
que (13') .

c) On applique la formule (13) & Y=MN, qui appartient & Hl.

REMARQUES. a) D'aprés le << cas général >> qui suit le théoréme 3, la
formule (16) reste vraie lorsque M et N sont deux martingales de carré
intégrable ( non nécessairement continues ) telles que MN soit nulle en
tous les instants Dt ( noter la symétrie entre M et N dans cet énoncé )

b) Soit Z un processus prévisible borné ; dans la formule (16), prenons
pour M 1'intégrale stochastique é.st<N,N>S. Alors

. (b [o0]
(é L AN, N> ) ) - 7( Nooé z AN, )

Profitons de cette formule pour souligner que, si A est un processus crois-—
sant intégrable, le calcul de A(b ne donne, a priori, aucun renseignement
sur celui de (/'stAS)(b) ( sauf dans le cas, mentiomné en (ii) au début

0

du paragraphe, d'un processus de la forme(ZT )).
t

Revenons au corollaire 3.1, Pour simplifier les notations, nous posons

si XeHS
°© (B(x) P o) , H= <x¢,x%(P)

PROPOSITION 4, Soient p,q e [1,@ [ et XeHgVq . Alors les mesures alda-
toires dC(p) et dC(q) sur B, sont p.s. équivalentes.

Cela résulte aussitdt de la formule (13).
COROLLAIRE 4.1. Si X est une martingale de carré intégrable, les mesures
aléatoires dLS et dHS sur R+ gont p.s. égquivalentes.

En effet, on a I=C(1) ( formule (13')) et H=C(2) ( formule (13")).

REMARQUES. a) Ce résultat est étroitement 1ié & la remarque b) suivant
le théoréme 2 : en effet, si A est un ensemble prévisible, négligeable

pour la mesure aléatoire dL, et si 1'on note Z=1A , le processus croissant

f'ZSdLs est nul, et donc, d'aprés la remarque que l'on vient de mention=-

O L]

ner, / Zf d<X,X>S =0 ., Donc A est négligeable pour dH. Le méme raison-
0 s

nement en sens inverse permet d'établir 1l'équivalence des deux mesures sur

la tribu prévisible ( et, comme elles sont prévisibles, leur &uivalence PeS.).
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b) Il est intéressant de remarquer que H:<X,X>(b)est, lui aussi, le
temps local en O d'une martingale locale continue. En effet, d'aprés le
corollaire 4.1, on peut écrire dH=ZdL, ol Z est un processus prévisible,
et H est alors le temps local en O de X':XZT .

Nous préparons maintenant le paragraphe 3, en appliquant les formules
précédentes, pour k=1 ou 2 ( nous laisserons de cdté les autres valeurs,
pour simplifier 1l'exposé ), aux semi—marting?ies continues

B ot _ayto st ) 112
Y, =(X,-a)"=(X ~a) +é 1;XS>a%dXs + =LY
Si X=N+V est une semi-martingale continue, et Z est un processus prévisi-

ble borné nul en O, on a

(17) si Xer | BL(X_ _a)+zTa ] = E[(f)sz?{

av 1+ 180/°% a12 ]
Xs>a} 87 27 %8s

. 2 +\2 B o) + @ cye
(18) si XeH = EB(X_-2)")“Z o) = 2E[/ 7 o (X-a) dVS]+E[f Z a1{X>a}d<X’X >]
T 0 TS 0 T S
ot 1 est sous-entendu du cdté gauche. Ces formules correspondent 3

a
T
(13) pour k=1, (13") pour k=2, avec les légéres modifications tenant au

+
remplacement de |x| par x .

3. INTEGRATION EN g DES FORMULES PRECEDENTES

Nous allons avoir besoin de notations abrégées, qu'il faut d'abord ex-
pliquer. Comme d'habitude, nous notons Z.Y 1'intégrale de Stieltjes d'un
processus mesurable Z par rapport & un processus & variatiocn finie Y, ou 1!
intégrale stochastique d'un processus prévisible Z par rapport & une semi-
martingale Y ( sous réserve, bien entendu, que ces intégrales existent).
Nous introduirons d'autre part un autre symbole WxK ., Ici

- W est un processus & variation finie, continu, adapté ou non ;

- K n'est pas un processus, mais une famille de processus (Ki) dépen—-
dant ( mesurablement ) d'un paramétre reR,

o'
* = Ve
et alors W*K est le processus (W*K)S = é dW(I‘,KS .
I1 faut bien entendu que cette intégrale ait un sens. Dans tous les cas
de ce paragraphe, nous aurons
r .
éa1dws(w)|< © p.s. et sup,. K (w) |<@ p.s. 5

il n'y aura donc aucune difficulté. Mieux encore : Kf sera pour tout r
un processus ( non adapté ) & variation finie, et nous aurons
sup_, / ]ng(w)| < ® p.s.
[0,00[

Alors W*K est un processus a variation finie ( non adapté ).
. N contnue e .
Revenons & notre semi-martingale de référence X . Nous définissons
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les processus (Iz), (Ji) , dépendant du paramétre r

¥ -

t supt§usr Xu si t<r , Xr si t>r
r . . .
Jt = lnft<u5r Xu si t<r , Xr si tzr

==

Ces deux processus éont continus, non adaptés ; le premier est décrois-
sant, le second croissant. Nous écrivons simplement It’Jt pour I?, J:, et
nous posons

Q"l;z'(IO-Xm)2-(]:1;_}(00)2 v By = (JO-Xa>)2_(Jt—Xa>)
deux processus croissants continus, non adaptés, intégrables dés que
XeHg .

Etablissons, pour la suite du paragraphe, le

2

LEMME 5. Soit (Wt) un processus continu, & variation finie sur [0, 00 ],

tel que
E[(é‘ﬁdwsl)ﬁ <
2 Jnesunable
Supposons que XeHc . Alors pour tout processus/borné Z nul en G, on a
00 00
_ %
(19) fda B[ é zTa 1{Xs>a}dws] = E[é za(wxg) ]

s
Démonstration : Remarquons tout d'abord que les hypothéses d'intégrabili-
té faites sur W et X entrainent que le membre de droite de (19) est bien
défini, Ainsi, pour vérifier que le membre de gauche est bien défini, et
démontrer 1'égalité, il suffit de se restreindre au cas ol W est crois-
sant et Z positif. D'aprds le théoréme de Fubini, le cOté gauche est
égal a
00
E[ é aw, fda zTa 11Xs>al ]

et il suffit de vérifier que, pour s fixé , on a fdaZ

@
lzf 7.aJ°,
s 0

1
! {Xs>a uu

oo} . S
Or on sait que [ ZudJi =/ )dv , ol @(v)=supiu : Jﬁ <v} ( sup(¢)
o <

Z
g8 o(v
=0 ), 8i ZO=O, on peut supprimer la borne inférieure JS, et la borne su-

périeure de l'intégrale vaut Ji):X . Quant au calcul de ¢(v), pour

s
O z 3 s . z ~ ’ 0] z s
Js<v<J§) on vérifie aisément que ¢(v)=¢§ , d'ou 1'égalité cherchée.

Dans le théoréme suivant, il faut bien se rappeler que les processus
tests sont des processus prévisibles Z bornés nuls en O : la projection
duale prévisible néglige donc le saut en C des processus croissants.

THECREME 6, Soit X=N+V egi . Alors
(20) ' <Xx%,x% > = (g - 2(V*J))(p) = (a -2(V*1))(P)
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DEMONSTRATION, Il suffit de démontrer la premiére relation : la seconde
s'en déduit en remplagant X par -X.

Intégrons par rapport i da les deux membres de 1l'égalité (17). Le
¢6t¢é droit nous donne, d'aprés 1'identité <XC,XC> = [1%da et le lemme 5

o 1 0o c yC
E[(f) Z,a(Vxd) 1 + 2E[é Z,4<X",X"> ]
Dtautre part, le cO6té gauche de (17) devient, d'aprés l'argument de la
fin de la démonstration du lemme 5 ( avec s=o0 )

faa BL(X_ —a)+ZTa] = B[/dJ (X _~J )7 ] lZE[/ZudBu ].

THECREME 7 . Soit XeHZ . Les deux processus 3 variation intégrable sui-
vants

3T X P=(3% )71 et 2[(XeV)*d = Va(X-d)] + <X, X047

ont méme projection duale prévisible. Il en est de méme des deux suivants

‘3[(1.-;(00 )P=(I5-X )71 et 2L(XeV)sl = Vx(XI)] + <XC, X051

Démonstration : Analogue & celle du théoréme 6, la formule (18) rempla-
g¢ant (17). Pour &tre tout & fait rigoureux dans 1'application du lemme
5 a W=<XC,XC>, on doit supposer d'abord XeHi . Le théoréme 7 pour XeHZ
s'en déduit par localisation et passage a la limite.

Nous avons défini plus haut ( proposition 4) le processus croissant
H, balayé de <X®,X°> sur H={X=0}., De la méme maniére, nous désignons par

H? le balayé de <X©,X°> sur H?={X=a}. Nous supposerons choisie une version
de ces processus telle que 1l'application (a,s,w)h—€>H§(w) soit mesurable.
I1 résulte de ([9], proposition 4 ) qu'un tel choix est toujours possible
lorsque l'espace L1(Q,£,P) est séparable.

Avec ces notations, nous avons

THEOREME 8, Soit XeHz . Alors ;i /Hada est un processus croissant intégra-

ble, projection duale prévisible de <XC,X°>*(J—I).

Démonstration : Remarquons tout d'abord que ( toujours d'aprés 1'argument
de la fin de la démonstration du lemme 5 )
2 _ a v _ @ c C _ 00 c yC _
BH ] = [daB[H? ] = fdaE[{)1,Tg>C}d<X X1 = E[é a(<X®,X%>%(3-1)) ]
Cn voit donc que l'hypothése : XeH] entraine alors : E[H00]<©o.

Sachant alors que A est un processus croissant intégrable, nous pou-
vons écrire pour Z prévisible borné nul en O
o A e - :
E[/"zdaf_ ] = Jda B[ /%2 d<x®,x% ] = E[J" 2. da(<XC,xC>x(J-1))._ |
0 s s 0 .8 s 0 u u

. s
d'ou le résultat annoncé.
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Nous considérons, pour terminer ce paragraphe, le cas particuliérement
intéressant ou XeH3 est une martingale . D'aprés le corollaire 4.1, les
mesures bornées sur la tribu prév1sib1e dP(m)dHa(w) et dP(w)dLa(w) sont
équivalentes. D'autre part, si 1! (,F,P) est séparable, la tribu prévisi-
ble est séparable aux ensembles évanescents prés. Ces mesures dépendant
mesurablement du paramétre a, il résulte d'un théoréme classique de Doob
qu'il existe une fonction mesurable (a,s,w)—> ug(m), telle que

pour tout a, on ait pour presque tout w dH?(w):u?(w)dL?(m)

Rappelons une fois de plus que, pour tout a, la mesure dL%(w) est pe.s.
portée par { s : Xs(w)=ai. On en déduit immédiatement la

PROPCSITION 9, Si XeHz est une martingale, les mesures prévisibles af

et d<X,X> sont équivalentes, et on a pour presque tout w

dﬁ.(w) = u%'(w)d<X,X>.(w)

4, A PROPOS D'UNE PATHOLOGIE

Soit L une variable aléatoire positive. Nous définirons la tribu Eﬁ de
la manidre suivante ( "o" signifie "optionnel")
FL { AeF,| 3 Z processus optionnel, 1,=Z; sur {L<oo | }

on définit de méme les tribus ££ , EE en remplagant 1l'adjectif "optionnel"
respectivement par "prévisible" et "progressivement mesurable" .

Le cas oi L est la fin d'un ensemble optionnel a été particuliérement
étudié. M.Barlow [4], C. Dellacherie [5] ( et aussi T.Jeulin dans un tra-
vail non publié ) ont remarquéique 1'on peut avoir simultanément

Fr=1 ;o RAR
Cela se produit, par exemple, lorsque L est le dernier zéro du mouvement
brownien avant 1l'instant 1. Nous nous proposons d'englober ces résultats
dans un cadre plus général,

PROPOSITION 10 . Soit X une martingale continue, uniformément intégrable,
nulle en O , mais non nulle . Soit T = sup{t | tho;. Alors :
1) £0=FP
2) E[X |£$]=O , E[Xa>|£:]¢0 . En conséquence, E: # 22.
( Pour s1mplifier, on suppose que T est p.s, fini dans la démonstration).

Démonstration : On a montré en [2] que si H:{s|Xs=O§, et H désigne 1'en-
semble des extrémités gauches des intervalles contigus & H , alors l'en-
semble [S]MH"™ est &vanescent pour tout temps d'arrét S. Comme le point T(w)
appartient & H , on a P{S=1}=0 pour tout temps d'arrét S.

Soit K un processus optionnel borné, et soit J sa projection prévisible.
L'ensemble {K#J} est alors réunion d'une suite de graphes de temps d'arrét,
et il résulte de ce qui précéde que l'on a K _J p.s., donc FOCFP , et
2'_KT§§7§ug‘? Millar (151
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O _ pP
enfin ET = ET .

2) I1 nous suffit donc de montrer que E[Xa)|££]=0. D'aprés le théoréme

1, pour tout processus prévisible borné (Zt)’ (Z_r Xt) est une martingale
uniformément intégrable. Donc t
B[z X1 = B[ZX,] =

et cela exprime que E[Xa)|g£] =

Mais d'autre part, définissons un processus progressivement mesura-
ble Z par

7, = Tin 1
t ni10 g™ hi0 "x t+h

et remarquons que Z_ Xt = |th . Nous avons donc
t

;—ll <O}

" m
E[|Xoo||£T] = ZTE[Xa)|£T]
X étant non nulle, le c6té gauche n'est pas nul, donc E[Xa>|£:]#0.
REMARQUE, Conformément au résultat de Stricker mentionné dans la remarque
3) suivant le théoréme 1, on constate que le processus (Z X ) est une

semi-martingale. Mais ce n'est pas une martingale, et la fgrmule (2) ne
peut donc étre correcte lorsque Z est progressivement mesurable.

APPENDICE : CARACTERISATION DE CERTAINES SEMI-MARTINGALES POSITIVES

Comme cela a été annoncé dans le paragraphe 1, on caractérise ici les
semi-martingales de (23).

THEOREME, Soit X une semi-martingale continue, nulle en O, i valeurs

positives ou nulles. On note X=N+V la décomposition canonique de X ( N

est une martingale locale, V un processus continu 3 variation finie, nul

en O ), Les propriétés suivantes sont équivalentes

i) La mesure st est portée par H:{s|XS=O}

i1) /71 ax i .
ii) é lxs¢0‘ , est une martingale locale

iii) Il existe une martingale locale continue M, nulle en O, telle que,

si 1l'on note St = sup M , on ait X=S-M ,
s<t

La classe des semi-martingales satisfaisant & la propriété i) a été&
notée (Ei) au paragraphe 1 ( cf. la formule (6))

Nous commengons par quelques rappels. X=N+V étant une s emi-martingale
continue et nulle en O, pour l'instant sans propriété supplémentaire, on
montre dans [8], chap. VI, que le processus des temps locaux de X , soit

((La), t>0, aeR) vérifie la propriété suivante de densité d'occupation
£ 2

t
(a) ¥£ borélienne bornée, ¥t , [ £(X )d<d,M> = / f(a)L? da
0 B
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Prenant f—1{0‘ , on en déduit que f 1{X O}dN = 0, et par conséquent

(v) f 1{X _O‘dX = / {X O}dvs , processus continu & variation finie

Montrons alors l'équivalence de i) et ii)., Si 1'on a i), on a
v, f 1ix _Oidv = / 1{X —0}dXg » donc par différence N =X, - t-/ 1{X #O}dX ,

et 11) est satisfalte. Inversement, si 1'on a ii), la formule
x, = /% ax_ + /1 ax
t 7 {XS¢0} CHEES {XS=0} s

donne une décomposition de_X en une martingale locale et un processus a
variation finie continue, qui doit étre identique & la décomposition X=
N+V, En particulier , on a d'aprés (b)
t t
v, = é 1{XS=O¥de = é 1{xs=oldvs
d'ol la propriété i).
I1 est clair que iii)=>i), car si X=S-M, on a S=V, N=-M, et la mesure

dS (w) est portée par 1'ensemble {s|Ss=MS}={s|XS=O}.

Reste 1'implication i)=>iii), qui est la seule délicate. Tout d'abord,
le calcul du temps local en C d'une semi-martingale positive et continue
( [101, proposit%on 2) permet d'écrire

1 = 2é 1*Xs=0}dvs
Ce processus & variation finie est donc enfait croissant, et la propriété
i) entraine que V est croissant , et que V= %LO. Les processus X,N,V sont
donc liés par les relations
o) X=N+V
B) V est croissant, et dV est portée par {leS=0}

Le couple (X,V) est donc l'unique solution du probléme de la réflexion
associé 4 N ([6], théoréme I.1.2), et alors la forme explicite de la
solution ( méme référence ) est
V, = sup N y X, = N_+V
t S<¢ t t 't
clest adire iii) avec M=-N,

REMARQUE. Il résulte de cette démonstration que le temps local en O de
la smi-martingale X=S-M est égal & 2S.

CORCLLAIRE, Si M est une martingale locale continue, nulle en 0, la semi-
martingale X=|M| appartient & (Zg).
En effet, la décomposition canonique de X est donnée par la formule de
Tanaka, donc V est le temps local de M en O, et on sait qu'il est porté
ar {8|M=0Oi={s|X=0}.
per {s|M-0}={s|%z0]

Voici un dernier résultat qui compléte ceux de [7]. Rappelons que si
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(Yt)t>0 est un processus réel, on appelle filtration naturelle de Y

la plus petite filtratiom, continue & droite et P-compléte, contenant la
filtration g%zo{Ys,sgtf. On peut maintenant énoncer

PROPOSITICN, Soit X une semi-martingale de la classe (Zi), admettant la
représentation X=8-M donnée par iii). Alors M est adaptée a8 la filtration
naturelle de X.

Démonstration : Nous avons vu dans la démonstration précédente que
S=V = /'1{X _OldXS ( formule (b) ).
0 s~

Or X est une semi-martingale par rapport & sa filtration naturelle, 4!
aprés un théoréme général de Stricker, et l'intégrale stochastique est la
méme pour les deux filtrations. Donc S est adapté 4 la filtration natu-~
relle de X, et il en est de méme pour M=S-X.

REMARQUES, a) Inversement, il est évident que S est adapté & la filtration
naturelle de M, et il en est de méme pour X=S-M.

b) Du fait que M est une martingale locale continue, adaptée & la
filtration naturelle de X, il est facile de déduire que M est une martin-
gale locale par rapport & la filtration naturelle de X ( la continuité
joue ici un role essentiel). Donc X admet la méme décomposition canonique

X =8-M = V+N ( V=8, N=—M)

par rapport & la filtration de départ et par rapport & sa filtration na-
turelle ( en particulier, X appartient aussi & la classe (22) par rapport

~

a sa filtration naturelle ).
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