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Un théoréme de J,W. Pitman

(T, Jeulin , avec un appendice de M. Yor )

Le but de cette note est de donner une nouvelle démonstration

d'un théoréme di & J.,W., Pitman (Eﬂ) :

Théoréme : a) Soit xt un mouvement brownien réel issu de 0, et soit

St = sup xs e Alors 2S-X a méme loi qu'un processus de Bessel
s &t

dlordre 3 issu de 0 ,

a') Soit Zt un processus de Bessel d'ordre 3 issu de 0, et soit

Jt = inf ZB o Alors 2J-Z est un mouvement brownien ,
s)‘t

Rappelons d'abord, en sulvant Pitman, que les assertions a) et a')
sont équivalentes,

Considérons en effet l'ensemble U ( resp, V ) des applications
continues u ¢ IR+__,&1 ( resp, v : IR+_9IR+ ) telles que u(0) = 0
ot sup u(t) = +o ( resp, v(0) = 0 et 1im v(t) = +0© ), On munit

t t =+

en outre U et V de la topologie de la cohvergence compacce et on note

U et ¥V 1leurs tribus boréliennes respectives,

Pour u ¢ U, définissons u(t) = sup u(s) , et pour ve vV,
st

v(t) = inf v(s) . Soit en outre q un réel, q»4.
= syt

On vérifie facilement que les applications Eﬁesurableﬁ]

fq 8q
U > V V__ "S5 U
(4) - et
u —)fq(u) = qu -u vV —>8q(v) = (¢/a-1) ¥ - v
sont réciproques et que : (4') £ (u) = (qg-4) u .

S
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Notons P ( resp. Q, ) la probabilité sur (U,U) ( resp. (V,V) )
falsant des applications coordonnées un mouvement brownien ( resp., un
processus de Bessel d'ordre 3 ) issu de 0 , a) et a') signifient :

a)  Qy = f,(B) .

Notons cependant la proposition élémentaire sulvante

Proposition : Soit Xt un mouvement brownien réel issu de 0 , et soit

St = sup XS . Soit en outre q un réel, q »4, Une condition néces-
st

saire ( et done suffisante, d'aprés le théoréme de Pitman ) pour que

qS-X soit un processus de Markov homogéne est : q = 2 ,

Démonstration : solent R, = q8; - X, , I, = i:i't Ry = (a-4) 3¢
N

(dtaprés 4') ). Pour que R soit un processus de Markov homogéne, il
est nécessaire qu'il existe une fonction [universellement mesurablé]
h : R—IJR telle que, pour tout t) 0,

E(Iy | Ry) = (a-4) E(Sy | Ry) = (a-4) h(Ry) p.s. .

La loi de (Xt’st) ayant pour densité

1 ob-a)?
¢ (a,b) = (—2— > (2b-a) exp( = (_a)- y 4
x5 2t (a* < b)

par rapport & la mesure de Lebesgue sur IR2 ([?] page 495), on obtient,
pour q ¥ 2 ,

1 -
(a-2) E(S,) Ry) = R, - t% kq( t *R, )
r
. Jr 5 e J 12 -1
avec kq(r) = _— exp(-jg )y du ) ( , U exp(—-§—) du ) .
q-4 q-4
( Pour g = 2, h(x) = 2x convient ! ) ,

Le fait que la condition soit suffisante est 1'objet de la suilte ...
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(+)

Adoptant maintenant une démarche inverse de celle de Pitman ’
nous allons démontrer ( ou plut8t redécouvrir,..) 1'énoncé al'),

Z est donc un processus de Bessel d'ordre 3, issu de 0, défini
sur un espace probabilisé complet filtré (JL, z, Et,P ) vérifiant
les conditions habituelles ¢ Z est une (Et)-semi-martingale continue
positive, nulle en O, telle que, par une application classique de la

formule d' Ito
oy

B = Zt - — ds soit un (Ft)-mouvement brownien .
O =

Pour simplifier, on suppose que (Et) est la filtration (gt) engendrée

par Z , dlment complétée,

Soit X = 2J-Z et soit (X, ) la filtration [afiment complétéo)

engendrée par X . De (4') vient : Jy = sup X_, d'ou gtcz X, 3

st _ =t
pour s¢t, Jg = Inf( J, ; inf Z, ) ( voir [5] »sDe522, pour 1le
sgugt
mSme résultat dans le cas discret), d'oy : X, = .V 8@&) .

inf( ¢, X, =a ) et

da = sup( t, Zy = a ), alors T, =o’a ( (4") ),c?a est fin d'ensem-

En outre si, pour a.eer ’ Ta

ble (gt)-prévisible, T_ est un (§t+)-temps dtarr8t , et on déduit de

a
1'égalité : (Jt 7 a) = Ja,< t), pour tout couple (a,t) , que g

(ét*) est la plus petite filtration continue & droite, contenant (gt)

et faisant des variables (Ta’ ag lRf ) des temps d'arr8t ,

Y

Cette caractérisation de la filtration (§t+) nous a incité a
utiliser des résultats sur les grossissements successifs des filtra-
tions 4 1l'aide de fins d'ensembles optionnels, pour montrer que Z est
une (§t+)-semi-martingale ( et plus exactement que (Zs)S< . est une

(K ) -quasi-martingale ) , puis que X = 2J - 2 est une
=St s ¢t

(+) ©f, la remarque de M, Yor en appendice .
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(Zt+)-martingale, qui ne saurait 8tre autre qu'un mouvement brow-
nien, puisque [x,x]t = [-Z’Z]t = [B’B]t =t ,

Introduisons quelques notations supplémentaires :3?: est l'ensem-

ble des suites croissantes o : IN — )R telles que of(0) = 0 et

+ 2
o
o(n) = +o pour un ne IN . Pour e £ , on désigne par (gt ) 1la

plus petite filtration continue & droite contenant (gt) et faisant

des (Te((n)’ ne IN ) des temps dlarrét . P ( resp. _ljd s Tesp, P )

désigne la tribu (Z )- ( resp, (2 , resp, (§t+)- ) prévisible ,

t)'

U Pn‘ est une algébre de Boole engendrant f; en outre , les
aeft = =

(Ta’ ag¢ IR: ) étant des fins d'ensembles P-mesurables, 11 résulte

de ([2] s lemme 47 ) ( voir aussi [4] ) que _1_>°‘ est la tribu sur
IR le. engendrée par

(37T

proposition 48 )

et les Intervalles stochastiques

P
R ]] s REMN ) , Par suite ([2] , lemme 47 ot
o(n) d (n+4)

1) 81 H est un processus mesurable positif, nul en 0, sa projection

()-p g sur P est donnée par :

P(mA )
T
o Wy o P4 ) ATy (n) » Tet(nes)
€N
BT ) T e Ay 8ln)
ot Y* est la (Et)ésurmartingale o4 ) , dont on note

Lo,r,

M2 la partie martingale .

( On fait la convention 0/0 = 0 , et pour U processus mesurable posi-
tif, Pu (= %v ) désigne la projection (gt)-prévisible ( = option-
nelle ) de U ) .

ol
1i) B est une (gt )-semi-martingale et
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a ¢B,u¥(n+) y(n)y
2 s

t
(3) * = B, - 1
) By, = By ‘(> neN ) ol(n+4) Yo((n)

T < sgT
o(n) d(n+q) Y, - Y

o
est un (gt )-mouvement brownien .,

( Les crochets obliques sont relatifs & la filtration (gt) )e

Explicitons : pour un processus de Bessel d'ordre 3, issu de x € R,
la probabilité d'atteinte d'un point a € IR, est égale & inf(4 ,a/x).

La propriété de Markov forte de Z donne alors ([2] s lemme 24 )
(4) Y& = 1nf(4, &) ,
Z

La formule d'Ito pour les fonctions convexes donne ¢

A

5) M =4 - a [° aB
[O (ag2Zg) Zi

of
On a donec : Z est une (Zt )-semi-martingale continue, de décompo-

sition canonique ¢ (6) Z = Bd + Cd , ol
t
@ o = [ 21 4 4 _ds
t 0 méN (T ¢ sgrT ) (Zgga(n+d)) Zg-o(n)
o(n) ol (n+4)

Nous en venons au point cruclal

Lemme 4 3 C“ est la projection duale (g:‘ )=prévisible du processus

croissant 2J , En outre, pour tout & € IR+, pour tout H P‘-mesura-
ble borné ,

t t
(7) E(fo H dz, ) = eE(fo H,dl, ) .

Démonstration : a) Soit H un processus _qu-mesurable borné, nul en O ,

D'aprés (2) , pour tout te IR, ,
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p

A
t ( 17 4(n) * T (ned) ]} s
>, o4/ s, } -

0 (T T o (n+4 o(n)
ul(n)< °s e((n+4)) p ) p i

P(

HA
E : ]Tol(n)’Td(nM)] s dJs}
E

t
4 |
neiN io ((n) L 25 X (n+d) ) Yﬁm” . %)
s

pulsque (T s

T )=(o¢(n)<J<ol(n+4)) et que le
d(n) o (n+4) s

processus croissant J est porté par ( sl Jg = 24 ) .

JP désignant la projection duale (z,)-prévisible de J , on obtient

t
g 1l'aide de (4) f =
a e (4) E( : Hs adg )

z 1Tu(n) Ta(ned )} s

Z P4
t

E([ 4
neiN 0 (d(n)<Zggo(n+d) ) z, - d(n)

aJg ) =

t z
ZE(f Rod ‘ .4( e ___%‘_(_ng).
N % T T zZ, <A Zq -
ne ol(n)<s\ o((n+4)) s ¢ &) 2, ™)

b) I1 nous reste & calculer Jp. Or, pour un processus de Bessel

d'ordre 3, issu de x€ IR_ ,

@ X X
= - = = y =
Eg(d)) = fo P (I yvyldy = !o P (Ty =@)dy —fo (4 -;) dy = 3 x .

La propriété de Markov donne donc, pour tout (gt)-temps dtarrét T ,
T fini , E( 2Z;) =2 E(Jy) ,

soit Z-2J est (gt)-in.novant s ou Z- 2JP est une (gt)-martingale

locale, soit JP = % J’. L ds
0 2z
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o«
¢) Si H est P -mesurable, borné par h€ IR+ s

~ %
\_H-B“,H-B“]t = f #Z ds  est majors par % t .
0

H-Bd est done une ('_z_: )-martingale de carré intégrable, nulle en O ,

done d'espérance nulle ; (6) implique alors (7) .

Lemme 2 : pour tout. teIR+,(ZS) est une (X ) -quasi-martingale.
s¢tT T3t sgt

~N

Démonstration s 7, étant continu dans ]'_.4 s 11 suffit de montrer

que, pour tout t , (Zs) est une ()_(_ ) -quasi-martingale ,
st =S'sgt

Pour toute subdivision f = (0=t < 6 ¢ .ev < by < b, =t ) aefo,t] ,
n
on note Var( 2,¥, X, t) = S E ‘E(Z -Z X )l )+E(Z)
T (1:0 t LT ti\ =ty i v

et on veut montrer que Var( 2, X , t) = sup Var( z, ¥, X, t)
est finle pour tout t , Or ,

Var( Z’f ’ i, t ) - E( Zt)

n
= sup( Z B( U, (z -z, ) ) 3 lu {4 ;U X, -mesurable )
-0 By T Piey By TUURSINT Ty Sty
= 3
=sup( 2= E(V, (2 -Ze ) ) 3 ive V¢4 v Z, -mesurable pour
1=o by Tty B0 00 €1 0 Ve, Zgy

un o{€f )
t «
€ sup {E(f Hg d2; ) ; |H|¢4 , H P -mesurable pour un 0(6‘/%}
O =

(7) t "
=  sup {2 E[O H, dJg ) 5 lHlg4 L, H P -mesurable pour un a(éj&l‘

1
= E(z) = ( 2t/% )% , d'ol le lemme 2 .

Le lemme 2 et 1'égalité (7) , pour tout v(éﬂ: s et H processus

o
P -mesurable borné , entrainent, par application du théoréme de

classe monotone, que (7) est encore valabls pour tout processus H
I’-mesurable borné, Ceci équivaut & dire que : Z-2J est une

()__(t+)-martingale continue , cqfd ,
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Remarques : 4) La filtration (Kt) est en fait continue 4 droite .

2) Il ne faut pas déduire hitivement du lemme 2 que toute (gt)-mar-
tingale est une (Zt)-semi-martingala, la fausseté de cette assertion
ayant été prouvée dans l'article sur les "faux-amis", écrit avec

M. Yor, dans ce volume .

Appendice .

Sur le supremum du mouvement brownien

los théorémes de P, Lévy et J. Pitman ,

(M, Yor )

4., Une question de J, Pitman,

Contrairement & T, Jeulin, nous avons essayé de donner une
démonstration du théoréme de Pitman présenté sous sa premiére forme

( ef. le début de 1l'exposé de Jeulln ) gque nous rappelons

Théoréme A4 (J. Pltman): Soit (Xt) un _mouvement brownien réel,
t%0 .
issu de 0, et soit Sy = sup Xy . Alors, Z = 2S - X est ( en loi )

st

un processus de Bessel d'ordre 3, 1ssu de O ,

Remarquons tout de sulte, d'aprés Pitman, que :

St = J. ( déf inf Z_) , pour tout t ,
- syt s

On note encore (Et) ( resp. (gt) ) la filtration naturelle de 2
( resp. X ) convenablement complétée, et rendue continue a droite .,

En fait, notre approche ne semble pas pouvoir aboutir & la preu-
ve compléte du théorédme A4 . Plus modestement, nous répondons seule-

ment icl & une Question de Pitman ([?] sD.523, fin de la note(ii) )
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en faisant la remarque suivante : si l'on sait déja ( par une métho-

de ou une autre ) que (Zt) est un processus de Markov ( inhomo-
ty
7

géne ) - en falt, on utilisera uniquement
(#) V&t, B(a|z, ) = B3 |zy) -

est un processus de
70

alors on peut montrer facilement que (Zt)
t

Bessel d'ordre 3, issu de O ,

2. Sur les processus de Bessel d'ordre n ( n€ IN*).

si (et,t;O) est un processus de Bessel d'ordre n, issu de O,

l.e.: 81 ¢, = 1l B, I, od (By) est un mouvement brownien 4 valeurs

dans R™, issu de 0, et ||. " désigne la norme euclidienne, 11

découle d'une application simple de la formle d'Ito que 3

(a) (Ci - nt, t) 0 ) est une martingale continue, de processus

t
croissant égal & 4 { ez ds .
0 s

L'intéré&t de cette remarque provient du résultat d'unicité
suivant, afi 4 T.Jeulin ([23) qui emploie pour cela des résultats de
T . Yamada ([6]) sur les équations différentielles stochastiques &

coefficients h&ldériens, d'ordre o< 4 ( en fait, 161 o« =3 )

(b) 81, sur un espace de probabilité filtré, (et,t7,0 ) est un

processus i valeurs positives, nul en 0, qui vérifie (a) ’ e est

{( en loi ) un processus de Bessel d'ordre n .

3. Retour au théoréme de Pitman,

Comme annoncé dans le paragraphe 4 , nous admettons (%), et
démontrons le théoréme A4 .

Si deux processus H et K, adaptés & une filtration (l_i‘t) diffé-
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rent d'une (Ft)-martingale locale, on note : H=K ( mod, (Ft) )e
= =

Appliquant la formule d'Ito & 22 , 1l vient ¢

2 t
Z‘b = 2f VA + t
o 9% 8
J"t t
4) = - 2 o z8 dxs + 4}; Zs dSs + t .

Il résulte déja de cette formule que ¢

(c) z2  est une semi-martingale continue pour (gt) ( et done
pour (gt) ), et le processus croissant de la partie martingale

continue de 22 ( qui est le m8me relativement & (gt) ot & (Zt) )
t
est 4[ 22 ds .
0 8

Revenons & (4 ), La mesure aléatoire ds, étant portée par

t
fo)] xg=sf,oma: 22 =t 4foxgdss ( mod, (X))

b+ 4 X8y (mod. (X)),

1\

1]

par gntégration par parties,
En utilisant la formule : 28; = Z, + X » 11 vient

22 2 v+ 2% (Zy 4 X)) ( mod. (X,) )
= 3t + 2 tht ( mod, (it) )
° 2 =
ot dome : (2) 2z -3t = 2 E(Xy ) 24) 2y (mod. (Z,) ) .

Or, d'aprés (¥ ) , et la connaissance de la loil econjointe du couple

(Xt,St) - pour t fixé - ( voir 1l'exposé de Jeulin ) , on a 3

2 B(sy| 2, ) = z,, aod: E(Xg|z)=0.

t

D'aprés (2) et (e¢), ¢ =2 vérifie (a) pour n = 3, et est donc,

dlaprés (b),un processus de Bessel d'ordre 3 ,
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4, Le théoréme de P, Lévy.

La méthode utilisée précédemment permet aussi de démontrer trés

simplement le

Théoréme A2 (P.Lévy) : Soit (Xt) un mouvement brownien réel,
- £y 0
issu de 0, et soit S = sup< xs . Alors Y =83 - X est ( en loi )
st

un processus de Bessel d'ordre 1 s issu de O ,

Démonstration ¢ D'aprés la formule d'Ito, on a :

2 ft f‘b
Y,o= 2] Ygdr, st o= -2 Y K o+t

car la mesure aléatoire dss est portée par {s l XS = 33} o
En conséquence, e =X vérifie (a) avec n =1 , et est done ,

dtaprés (b), un processus de Bessel d'ordre 1 .

Remarque finale : Toute la difficulté de lt'étude du processus Z

provient de ce que, pour tout t >0, gt F )_{t
( en fait, X, = gt\l o’(St) ; volr 1'exposé de Jeulin ),
Par contre, 1'8tude de Y est rendue alsée par 1'égalité

(3) Xt = J_(t , pour tout t .

Cette 6galité découle immédiatement de

t
(') Y&, x = fo A(Y #O)dYs ,
8

laquelle résulte des deux arguments suivants ¢

. 43, est portée par {_s le =0 } , ot

. &X,Xy_ = d&Y,¥y, ne charge pas {s] ¥q = o} ( (], chap. vI),
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