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PROCESSUS DE DIFFUSION GOUVERNE PAR LA FORME DE DIRICHLET DE

L'OPERATEUR DE SCHRODINGER

par  René CARMONA

Abstract:

It is well knowm that Schrddinger operator is unitary equivalent to the
Dirichlet operator of the ground state measurz, whenever the infimum of its
spectrum is actually an eigenvalue. Moreover, the Markov process governed
by this Dirichlet operator plays a cructal role in the so-called Feynes-—
Nelson stochastic mechanics. Unfortunately, none of the various attempts
to construct this process seems to be satisfactory. Indeed, either the di-
mension is restricted to one, or non-explosion ig not proved, or the actual
state space is not completely known, or the assumptions are too restrictive.
The aim of the present note s to give a construction of the desired diffu-
sion process that works in full generality, and to give some properties of
the transition functions. We would like to put the emphasis on the fact that
all the probabilistic techniques we use are elementary or standard. The only
new ingredients are recently discovered regularity properties of Schrddinger
operator.

I, INTRODUCTION, NOTATIONS, HYPOTHESES:

Commengons par énoncer les hypoth&ses qui seront utilisées dans toute cette

rédaction:

V=V=-vV, avec VZZO et VzeLp( R%,dx) pour un p>max{|,n/2} (+), et V

1”2 De-

1

surable, bornée inférieurement, telle gque pour tout compact K,il existe un nom
bre réel q = q(K), q%2 et q>n/2 pour lequel:

f lvz(x)l‘:1 dx € oo .

X .

(+) Il est bon de remarquer que tout ce que nous allons démontrer reste vrai sous
des hypothéses plus faibles sur V,. En effet, B.Simon a montré (voir[19]) com-
ment &tendre les propriétés de l'opérateur H que nous utilisons au cas oi la
fonction Vo s'écrit comme somme de fonctions U; qui ne dépendent que de n.$ n
variables, et qui sont uniformément localement dans L*! pour un pivmax{l‘,t]ii/Z}
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: 1
Soit alors H = - 7 A+V 1'opérateur de Schrddinger défini comme somme de formes
quadratiques (voir par exemple [t1]ou [6]). C'est un opérateur auto-adjoint borné
s ees 2, n
inférieurement sur L” (IR ,dx).

b) Nous supposons gue la borne inférieure, soit A, du spectre de H est une valeur

propre de H (ceci se produit en particulier quand V1 tend vers 1'infini).

Il existe alors une fonction propre associée, soit Y, que l'on peut choisir positive
ou nulle (& cause, par exemple, de certains résultats de théorie du potentiel a la
. ‘s . 2 . - 'z

Beurling-Deny) et normalisée (i.e. p(x)” =1). Lafonction § est appelée 1'état

r®

2
fondamental. Soit y la mesure de probabilité définie par du(x) = Y(x) dx et pour
(o]

toutes f et g dans 1l'espace Cc(an) des fonctions indéfiniment différentiables & sup-
port compact posons

1 ———

§(£,9) = x5 VE (x) .Vg(x) dx.
o

En intégrant par parties nous obtenous §(f,g) = (Df,g)u ou ( , )u désigne le pro-

le produit scalaire de L2(]Rn ,du(x)) et od D est défini par :

Df=—%Af+Vh,Vf (1)

avec h = -Iogy. Ainsi la forme quadratique § est définie par un opérateur symétrique.
Elle admet donc une fermeture (que nous noterons encore § par commodité) qui est ap-
pelée la forme de Dirichlet de la mesure u. Il existe alors un seul opérateur auto-
adjoint positif dont la forme quadratique est § . Cet opérateur est une extension de lbps-
rateur D défini sur C:(]Rn) par (1) ,c'est pourquoi nous le noterons encoreD. L'intérét de cet

opérateur dans 1'étude de 1'opérateur de Schrddinger réside dans le faitqu'il lui est (dune trans-

lation prés)unitairement équivalent. En fait D = C([rl‘)‘)c_1 ol C est l'opérateur uni-
. 2, _n 2, n P -1 2, _n
taire de L" (R ,dx) sur L (IR ,d u(x)) défini par Cf=y £ pour felL (R ,dx).
Le but de cette rédaction est de présenter la construction du processus de

diffusion gouverné par l'opérateur D et quelques unes de ses propriétés.
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Nous poursuivons ce paragraphe en passant en revue les diverses approches déja uti-
lisées pour résoudre ce probléme. Cela nous permettra de présenter de nouvelles
notations et, nous osons l'espérer, justifier la présente rédaction.

§ est une forme de Dirichlet réguliére dans la terminologie de M. Fukushima

(voir [7 let [8]) et par conséquent, il existe un processus de Markov fort (Xt,Px;S)

s . . . s P n <
a trajectoires continues a valeurs dans un bor élien M de IR~ dont le complémen-

taire est de §-capacité nulle, avec pour temps de vie § et tel que pour toute fonc-
: o n 2 n  es .
tion f dans Cc(ni YAL (R ,du(x)) et pour tout t>o, Ptf est une modification
. . -tD o e : ‘<
quasi-continue de e f (ici {Pt;t;p } est le semi-groupe associé au processus).
L'approche de Fukushima a déja été utilisée dans 1'étude des formes de Dirichlet
associées & l'opérateur de Schrddinger (voir par exemple [1]). Pourtant elle ne

nous parait pas satisfaisante car elle ne nous permet pas de savoir si le temps
d'explosion § est fini ou non.
Une autre possibilité est de résoudre, pour tout x EH{I 1'équation intégrale
stochastidue :
dgt = dbt - h(Et)dt ’ Eo = x

ol {bt, t>o} est un processus de mouvement brownien standard dans R". C'est

+
1l'approche des tenants de la mécanique stochastique & la Feynes-Nelson (voir [141D ()

supposons un instant que Vh soit localement lipschitzien. Il est alors possible

de construire (sur l'espace probabilisé ol est construit le mouvement brownien) un

X X
processus de Markov fort {Et; t>o, x GIRn } au temps de vie {7 ;x GIRn} et d'es-
sayer ensuite de vérifier les tests de "non-explosion" existants (voir par exemple

[12])Quand n=1et v est une fonction indéfiniemeht différentiable qui tend vers +»

+ N . . . PP
(') Il semblerait que cette thdorie connaisse un regain d'intéret avec des travaux
récents visant a fournir une nouvelle explication du phénoméne "instanton" en

mécanique quantique, et une discussion avec G.Jona-Lasinio a contribué & nous
décider 3 écrire cette note.
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lorsque Ix‘ tend vers + ®©, cette méthode a été employée par P.Priouret et M.Yor [ 17]-
En général les tests ([11],[12]) ne sont satisfaits qu'au prix d'hypothéses trop

*
restrictives sur V ( ).En fait Vh peut étre trés singulier : nous savons simplement

que h est continue, bornée inférieurement et que ses dérivées premiéres (an sens des
distributions) sont des fonctions localement de carré intégrable. Cette absence de
régularité nous empéche aussi d'utiliser les résultats de N.I.Portenko [16] sur les
processus de diffusion avec'coefficient de dérive"™ irrégulier.

Soit © = C(IR+ ,]Rn) l'espace des fonctions continues de IR+ a valeurs dans R" et

soit & 1la tribu de parties de Qengendrée par les applications coordonnées :

Xe ° Q@20 — Xt(u)) = w(t) t>o
Nous utiliserons le fait que v?—est aussi la tribu borélienne de la topologie de la

convergence uniforme sur les compacts de R _. Notre but estde construireune famille
{QX; X GIRn} de mesures de probabilité sur (£, F) donnant lieu & un processus de
Markov fort satisfaisant =
t
EQx{f(xt)} = f(x) - L EQ {(D (Xs)}ds

X

pour tous t>o, x ean et feCZ(IRn) . Pour les mémes raisons que précédemment il nest

pas question, a partir des résultats de D.W.Stroock et S.R.S. Varadhan [20] d'utili-
ser la technique de localisation (voir [21]) et de contrdler 1'éventuelle explosion
par des tests adéquates (voir [3]). Pourtant la méthode de changement de mesures em-

ployée par D.W.Stroock et S.R.S.Varadhan s'applique sans effort car la formule dite

de Cameron-Martin Se réduit & la formule connue sous le rom de Feynman-Kac. En effet, bien

que pouvant étre trés irrégulier, notre "coefficient de dérive" est trés particulier

(k) Précisons que nous devons formmler nos hypothéses sur V et qu'il est trés diffi-

cile d'obtenir des propriétés de régularité de h & partir de telles hypothéses.
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puisque c'est un gradient(au sens des distributions).
La construction qui suit ne comporte donc aucune innovation du poiht de vue pro-

bailiste. Prosaiquement elle tire un profit maximum d'estimations récentes démon-

trées pour certaines fonctionnelles multiplicatives du mouvement brownien(appelées

aussi fonctionnelles de Kac). Parmi ces résultats signalons :

t
Vt>o, VYr>o, K(r,t) = sup Eg {expl —rj V(xu)du] } <t (2)
x €ER"  x ()
N n
ol pour tout x R , W _est l'unique mesure de prohabilité sur (g, Fy qui fassede
{xt,t;o} un processus de mouvement brownien issu de x. Cette estim@tion a été deé-

montrée indépendamment par N.I.Portenko [16] et A.M.Bertier etB .Gaveau [2],et a

été raffinée depuis en ce qui concerne la dépendance de Ken Tet t (voir par exem-

ple [5.Remark 3.1]) et la possibilité d'étudier des fonctions V plus générales [ 19].

Pour simplifier 1'écriture de certaines formules (et sans que cela nuise a

la généralité des résultats présentés) nous supposerons A= 0.
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II. CONSTRUCTION DU PROCESSUS :
e

L'état fondamental y est un élément de L2(:IRn ,dx). Il est montré en [5.Prop.3.3]

qu'il est possible de choisir un représentant de la classe, que nous noterons Y,
qui soit une fonction continue strictement positive sur R" et telle que P (x)

tende vers o lorsque|x| tend vers ». Nous avons alors (rappelons que nous avons

fixé A= o) :
n t
Vt;o ,Vx_eIR , V(x) = Ew {t])(Xt)exp[ —I V(XS)dS]} (3)
X (<)
Pour tout t>o, .%'t désignera la tribu engendrée par les applications coordonnées Xs
pour o<s<t.

Lemme 1 :

Pour tout x emn » la formule :

t
-1
¥ to, Qxlfj_'t = ¢(xo) \p(xt)exp [_LV(Xs)dS] .leg (4)

définit une mesure de probabilité sur (q,F) et l'application WM >x —> Q est

continue pour la topologie de la comvergence étroite des mesures.

Démonstration : Pour tout tyo posons
-1 t
= - X
R, = ¥(x) ¥ (X)) expl Lv( ) ds] (5)
L'hypothése (a) faite sur V implique que la variable aléatoire Rt est bien définie

. n
(au moins Wy .p.s. pour tout xEl‘Rn ). Rt est positive et pour tout x €IR son es-

pérance pour Wx vaut 1 (d'aprés (3). La propriété de Markov (simple) de la famille

{W.

wr X ER"} implique alors que {Ry; t2o} est une (g ‘Tt) W, ) martingale et la

to ¥

formule (4) définit bien des mesures de probabilités Qx'

Pour démontrer la continuité de l'application x — QX il nous suffit de fixer

t>0 et ¢, "Ft—variable aléatoire uniformément continue, et de montrer que la fonc-

tion :

x —— Ey {0Rr.} (6)
X

est continue et bornée.
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Pour ce faire soit {gk;kzj} une suite de nombres réels strictement positifs qui
tendent vers o lorsque k tend vers 1l'infini. Le théoréme de convergence dominée de

Lebesgue nous donne :

. 2
lim ., SUP_ epn By {l@oeek -9} =o

ol pour tout s>o, Os est l'opérateur de translation usuel définit par

(6 w) (s') = wists'), wel, s'20.
-1 ‘
y étant continue et strictement positive est localement bornée. De plus,

étant bornée, la relation (2) implique

Lim wa{(QOOEk)Rt} = wa{mt}

la limite étant uniforme en x sur tout borné de B¥1. Ainsi, la fonction (6) étant

visiblement bornée, pour conclure il suffit de montrer que pour tout g>o la fonc-

tion :

—
x wa{(wooe)Rt}
est continue. En fait nous avons (par la propriété de Markov)

{er___}}

B, {(@oee)Rt} =E_ {RE e

X wX € ng
et pour conclure il suffit de montrer que pour tout e>o et pour toute fonction me-

surable bornée £, la fonction x —E, {f(xe)Re} est continue. Mais ce résultat

X

est contenu dans [5. Proposition 3.3.]lm

Théoréme :

t () dy paragraphe I sont satisfaites il existe une et

5% les conditions (a)

une seule famille {Qx; x er"} de mesures de probabilité sur (R, F) gqui satisfait :

(<) - @, F, gl'xt'et'Qx) est un processus de Markov fort.

(1) - pour tout x e R" nous avons :
t
EQX {f(xt)} = £(x) —L EQX{ (Df) (Xs)}ds . (7)

En fait le processus est fortement fellerien, récurrent, u est l'unique mesure in-

variante et la fonction x — Q_ est continue pour la topologie de la convergence
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étroite.

pémonstration :

y étant une fonction propre de H correspondant a la valeur propre o (en particu-
lier V est dans le domaine de H), nous avons - %A\wvw = o au sens des distribu-
tions (voir [5. Proposition 4.1]) et donc :

V(x) = %(lvmx)l2 - Ah(x))
pour presque tout erRn . (Rappelons que h est définie par h=-Log ¥). Si nous re-

portons cette expression dans la définition de Rt nous obtenons :

1 t 2 1 t
R = exp| -h(X) + h(X) -3 leh(xsﬂ as + = LAh(xs)ds]

Des propriétés de Yy il suit que h est une fonction continue, que ses dérivées du

premier ordre (au sens des distributions) sont dans L]2.oc(]Rn ,dx) et que son lapla-

1°c(]Rn, dx) . Des résultats de

cien (toujours au sens des distributions) est dans Ll

G.Brosamler [4], récemment redécouverts par P.A.Meyer [13] et A.T.Wang [22], ou encore
d'un travail récent de M.Fukushima [ 9], découle la possibilité d'appliquer la for-
mule de Ito pour une telle fonction h. Par conséquent, pour tout x e]Rn nous avons :

t 1(* 2
R, = expl —L <Vh(x,),dX > - gjo IVh(xs)I as]
wx—presque slirement, ce qui implique par un argument devenu classique (voir par
exemple [ 10], [20] ou encore [17]), que le processus {Bt;t;o} défini par :
t 1
Bt = Xt - Xo + J; Vh(Xs)ds

est un {?t,Qx} -processus de mouvement brownien standard. Ainsi, {Xt;tz__o} considé-

ré comme processus stochastique sur 1l'espace probabilisé (Q, f,Qx) , est solution

de l'équation intégrale stochastique :

t
Xt =x + Bt - L Vh(Xs)ds . (8)

Remarquons que dans la situation présente (8) n'est rien d'autre qu'une famille in-

< . X c s Lo © . n
dexée par Q d'équations intégrales ordinaires. De toute fagon, pour toute fECcCR)

nous pouvons appliquer la formule de Ito classique qui nous donne Qx—p,s,;
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t t t
E(X)=E(X ) + lJ AE(X )ds - J <VE(X ),dx > -J Vh(X,) £(X ) ds
o 2 s s s o
(e} o
qui permet de prouver (7) en prenant l'espérance relativement a Qx des deux membres.

La propriété de Markov forte découle d'un argument classique (voir par exemple [ 15
p.425] pour le cas n=1) et l'unicité est une conséquence de la formule de Cameron-
Martin [12].

U est par construction invariante. p est unique car sa densité est strictement
positive. Le processus est récurrent car l'hypothése a) faite sur V implique que,

. t
pour tout x€ R" et pour tout t>o, - = < L,V(Xs)ds<+(n, ce qui implique que la

densité Rt par rapport & la mesure de Wiener wx est strictement positive, et parce
que la mesure invariante p est finie (voir par exemple [11]). Enfin la propiété
de Feller forte est claire car si f est une fonction réelle sur nfl, mesurable

et bornée, nous avons déja remarqué que, a cause de [5. Proposition 3.3] , la quan-
tité :

EQx {f(xt)} = wa{f(Xt)Rt}

dépendait continuement de x. m
Par construction des mesures Qx il est clair que le processus posséde une densité

de transition (par rapport & la mesure de Lebesgue) qui est définie par :

t
" -1 -
q (xy) = VY (x) wa{exP[ —LV(XS)ds]lXt = vlp, (x,y) (9)

ou pt(x,y) est la fonction de transition du processus de mouvement brownien :

n/2

p, (x,y) = (2nmt)~ exp[—lx—y|2/2t].

Vérifions que pour tout t>o fixé, qt(x,y) est une fonction continue du couple

(x,y) . Pour ce faire il suffit de montrer que la fonction :

t
R xrR"? (x,y) — E {exp[—J v(x_)asl |x_ =y}
Wx ° s t

est continue. La continuité étant une notion locale, nous pouvons supposer que X et

y varient dans des bornés. La probabilité qu'une trajectoire partant de x, se trou-

vant en y & l'instant t, sorte, avant cet instant t d'une boule de rayon o, tend
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vers zéro lorsque o tend vers l'infini. Ainsi donc, nous pouvons (pour démontrer
la continuité) supposer que VGLp(]Rn ,dx) pour un p>max{1,n/2}. Il est alors facile
de conclure en développant en série 1l'exponentielle et en vérifiant que la fonction:

t k

n__n
R XR 2 (x,y) — E_{ (J V(X )ds) lxt =y}

(e}

est continue et est majorée,uniformément en x et en y, par le terme général d'une

série convergente. Cette majoration peut se faire par un calcul en tout point ana-

logue & celui de [S.Theorem 2.1] . Ce calcul montre en outre qu'il existe

deux constantes positives k1 et k2 vérifiant :

k. t
2

Voo ¥x e® Wy eR®, q (x,y) ke 2 $@¥) T p (xy) (1)

Non seulement l'estimation ponctuelle (10) montre que qt(x,y) est bornée si t

et x restentdans des compacts, mais elle montre aussi que, toujours pour t et x
variant dans des compacts, qt(x,y) est au pire majorée par la fonction de transi-

tion du mouvement brownien. Ceci donne directement des propriétés d'intégrabilité

que l'on démontre usuellement avec un peu plus de travail (voir par exemple
[16.Lemma 2]),

Si 1l'espace des états de notre processus était compact, la densité qt(x,y) conver-
gerait quand t tend versg l'infini, uniformément en x et en y, vers la densité de

. . s . 2 . .
la mesure invariante, & savoir Y (y) , avec une vitesse exponentielle de convergen-

ce uniforme en x. Nous ne savons pas si ce résultat reste vrai dans notre cas.
n . e
Pour tout t»o, pour tout x € IR et pour toute fonction mesurable positive sur

n
IR , posons :

t
[th] (x) = wa{f(xt)exp[ _LV(XS)dS]}

L . - . . . 1,.n
Cette formule définit en fait des opérateurs Tt qui envoient continuement L (IR ,&x)

2 © N
et L°(R",dx) dans L (R",dx) (voir [5. Proposition 3.1]), et considérés comme
< 2,.n . . : P
opérateurs sur L (IR ,dx), ces opérateurs constituent le semi-groupe dont le géné-

rateur infinitésimal est -H([5.Section 14.2]).
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Soit {E)\; A>0} la résolution de 1'identité de H. Par le théoréme spectral nous

avons :

veerl’ (® a0, Voel’(®®,a0 lim  (T,£,9) = (£,4) (4,9)

tro0

oi ( , ) désigne le produit scalaire dans L2(IRn ,dx) . En effet :
40
-t
(th,g) = [ e dEA(f,g).
(e}
Si de plus o est isolé dans le spectre, il existe e>o0 pour lequel
+oo
-t
(T £,9) ~ (£,9) (¥,9) =[ e " dE,(f,9)
€
d'ou l'on déduit :
-t
lr £.9) - (£,0) (W | < el gl e
ol nous utilisons la notation “'"p pour désigner la norme de l'espace Lp(IRn,dx) B
Si maintenant f et g sont des fonctions de L1 (]Rn ,dx) , Tlf et Tlg sont dans

2
L (]Rn, dx) et donc, pour tout t>o nous avons (en utilisant la méme notation ( , )

pour désigner la dualité (R, ax), ! (R" ,ax))) :

[T 809 = (£ ,9) | = [ (T £,Tyg) ~ (T £,9) W,Ty9) |

2 STEEIgl gl
<lz 07, e el gl

2

oua [I. lp q désigne la norme des opérateurs de LP(].‘Rn ,dx) dans Lq(IRn ,dx) . Ceci im-
’

plique :

2
-€t
sup It £l (x) - (£,9) l})(x)l;“Tl"l’z e [F3 |Il

T
x €RD t+2

Mais la quantité dont on prend le sup dans le premier membre est égale a :

t+2
Ey {f(Xt+2)exp[ —J V(Xs)ds]} - ¥(x) I nf(y)ll)(y)dyl
X o R

= v}p,, oY) -V ix) v ()] ay]

t+2
= lJ f(y)lE {exp[—J V(X )ds]lX
IRn Wy o s t+2

ce qui montre que :

2
-1 -t
sup V) vy T g L xey-v) | <l e,
xR,y cRD t+2 11,2
et donc: sup N lqt+2 (x,y) - 1];2 ] < ||1p||w q,»(:.()_1 ||'];'1 12 o et
X IR 1,2

pour tout erRn et pour tout t>o. Nous récapitulons les propriétés des densités

de transition en une proposition.
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Progosition:

Le processus posséde une densité de transition qt(x,y) qut, pour tout t>o, est

wne fonction continue en (x,y). Il existe deux constantes k, et k, qut vérifient

kot -
Ve>o, VxeR', ¥yeR",  q (v £ ke 2 Y b Gy,

St de plus o est isolé dans le spectre, il existe deux constantes strictement po-

sitives € et c telles que:

€R
pour tout t>o et tout xeR™ . Il y a done convergence uniforme de la densité de

SUP  _gn 9, (x,y) - Y2 € ey e

exponentielle uniformément en x sur tout borné.
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