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Université de Strabourg
Séminaire de Probabilités 1977/78

A PROPOS DE LA FCRMULE D'AZEMA-YOR
par Nicole El-Karoui

Cette note, rédigée aprés la lecture des résultats de Stricker, Yor,
Meyer-Stricker-Yor contenus dans ce volume, donne une nouvelle démonstra-
tion du résultat obtenu par Stricker dans le cas progressif, et une dé-
composition compléte des semi-martingales considérées. Elle contient aus-

si une interprétation un peu différente de la formule principale.

Les notations sont celles de 1'exposé de ce volume temps local et bala-

yage des semimartingales ( référence [1] de la bibliographie ), & une

exception prés : nous donnons aux notations Tio Lt la méme signification
que chez Stricker, Yor, Meyer... Rappelons les rapidement.

H est un ensemble aléatoire optionnel fermé ; Dt = inf{s>t : seH} ;
Ty = sup{s<t : seH } . X est une semi-martingale appartenant & 51, de
décomposition canonique X=M+V, telle que XDt=O pour tout t, sur iDt<a>f.

On peut supprimer toutes les difficultés relatives & O en faisant
les conventions suivantes!: tho, £t=£O pour t<0 ( alors Mt=0 pour t<0,
Vt=0 pour t<0 ), et que ]-,0] est contenu dans H . Les intégrales sto-
chastiques notées / sont relatives & un intervalle Ja,t] avec t>0, a<0
( 1le choix de a est indifférent ).

I1 est bien connu que pour Xe§1, la variable aléatoire

ES 1 {Xs_=O}IXS|
est intégrable. On en déduit sans peine ( cf. [1] ) que les v.a.

zgqu IXD —Xgl ’ zgqu |

My =M |
D
g g
sont intégrables. Nous désignons par K le processus & variation intégra-

ble non adapté
(1) Ky = Zger, act (MDg—Mg)
et 1'on montre dans [1] ( corollaire 4 ) que la projection duale option=-

1/t o o(_
nelle de K est ?j 1{TS:S}(dLs(X)-dLs( X)).

Ces rappels étant faits, on a le lemme suivant :

LEMME, Soit Z un processus progressif borné, et soit ZxK 1l'intégrale de
Stieltjes de Z par rapport a K.

1, Comme Xeg1, X a une limite & 1l'infini, que nous notons X, -
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1) (Z%K)° est un processus & variation intégrable continu porté par

{ s Ts—s}
2) Le processus (Z*K) = ZxK - (ZxK)° est une Fj -martingale égale a
Y ol t t
(2) 24 Y, =/ 2Z_1 am
t 7 T {Ts<s} s

cette dernidre expression ayant un sens, car le processus Z,r 1{7 <s} est
prévisible.

Preuve. Il est clair que ZxK est a variation intégrable. Si T est un
temps d'arrét de la famille (gg,l'événement {TeH"} appartient & Fpoet
l'on a, M étant une martingale, et ZT étant ET—mesurable

E[deH-‘ 1{g_T}z (M g Mg)] = E[1 {TeH“}ZT(MDT‘MTM {T<co }]=0

Remplagant T par TA (AegT) on voit que la mesure associée & (ZxK)° ne
charge pas le graphe [T], donc (Z«K)° est continu en T. L'ensemble
optionnel H portant ZxK porte aussi (ZxK)° ; comme (ZxK)° est continu
d'aprés ce qui précéde, il est porté par {TS=S}, qui ne différe de H que
par un ensemble 3 coupes dénombrables.

Soit AegDS ;5 le processus 1A1{Dsst§ étant optionnel, et les v.a.

R s
(Z*K)s et (ZxK)§ étant égales, on peut écrire
s

B[1,((24K) - (2+K) )] = B[E

]

geH” 1a! s<g}Z (M g g)]

E[zgeH” {D <ng (M g—Mg)]

BL/® 1,1 [p | o [3(2K)g ]
S,

E[1, ((24K) o ~(24K) )]

Autrement dit, le processus & variation intégrable continu (ZxK)° est

aussi projection duale prévisible par rapport a (ED ) du processus a

variation intégrable optionnel ZxK. Le processus (§;K3 est donc une
martingale & variation intégrable par rapport & (ED )

I1 nous reste donc a montrer que (Yt) a un sens,t que YDt est une somme
compensée de sauts, et que ses sauts sont les mémes que les sauts de la
martingale précédente.

Notons Ls et Te les extrémités gauche et droite du n-iéme intervalle
contigu & H de longueur >g 3 11 est bien connu que 1t nte est un temps 4!
arrét. Nous avons alors

Z =lim___ o % = lim_ I ZL§1]L;+5,T§](S)

1 1
T i¢s<sl T {Ts+e<s§

Notons Js le processus Z,r 1fT <s} J% 1e processus le plus & droite.
S il en est de méme de J, et les martin-

gales

Comme J% est prévisible, 8
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Y8=3%.M convergent dans E1 vers Y=J.M . Il en résulte que les martinga-

les (Yg ) de la famille (Fp ) convergent dans E1 vers (YD ). Or soit
t t - %

nd z . . z 3 z 3 3
He la réunion des graphes des variables aldatoires Lg ;5 on vérifie
que

4 eely ,est “g gte)

[
Yy =¢ Z(MD =M
g
Donc(YB) est une somme compensée de sauts, qui ne saute que sur Hﬁ, avec

pour saﬁt en geH Zg1{g+e<Dg}(MDg_Mg+e

somme compensée de sauts, qui ne saute que sur HT avec un saut en g
égal a Zg(MD —Mg). Ces sauts étant égaux aux sauts de ZxK, le lemme est

tabli. [

) « Il en résulte que YDt est une

Nous transformons maintenant 1'égalité obtenue en 2), en l'écrivant

D
t
— [+]
(3) (Z6K), = (2+K)Q + / ZTS1iTS<S!dMS
Cette formule ne contient que M : nous y reviendrons plus loin. Cela s

écrit explicitement

D
_ o t
zgeH Zg(MDg—Mg) = (Z+K)p + / Z*s1{*s Mg

gst
On a d'autre part la formule évidente
- V) = Dy
LpeH zg(vD vg) = / sz1§TS<S}de
<t &

d'ol en ajoutant

Dt
o
Zgel zg(xD _xg) (2+K) g + / sz1{TS<S§dXS

gst
et en tenant compte de la relation Xb =0 si Dg<no
D g
t
X Z = Z dX +(ZxK)° + £_ .= Z X
(4) © 7001{7005¢} é 781{Ts<s} s T(2xK)2 geH “g'g

gst
Dans cette derniére somme, les points isolés de H ont une contribution
nulle, car X y est nul, donc on peut insérer 1{7 =gl1{Xg -0}* Rappelons

b
que 'x,_=0}%% = F(I(X)-19(-X)) + Zot 1 ix,_=0}%s
([11, formule (4)). On en déduit

t
-/t 1 OryY_10(_
Zyen™ zgxg =/ zs1{T =s§“{X =O;dXs) 2/ 231{7 =s}d(LS(X) L3 (=X))
s s- s
e<t
Au second membre, nous nous permettrons de noter la premidre intégrale

ft Zw 1{7 =s§dXs , mais i1 s'agit d'une fausse intégrale stochastique :
s s
elle n'a de sens avec Z progressif que parce que 1{7 =s}dXs provient 4!

un processus a variation finie. Son écriture correct® s'obtient ainsi :
tout d'abord, on peut remplacer Z par °Z , car 1l'ensemble {Z#°Z} est
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négligeable pour toute mesure aléatoire optiomnelle. Alors

t o P t _p
/ ZS1{TS=S;dX /* Pz 1{T o 18X+ J( °z,-Pz )1,T s 1%

T 07 D
/ ZS1{TSZS}dXS + Iy CZPE)1 g Leis

S

7 =Pz )1
S

t p
/ Zs1{7 :S}dXs + ngt ( s

X
{Ts=s} s
car 1l'ensemble {s : XS#O T —s} est réunion dénombrable de graphes de

temps d'arrét, de sorte que Z et °Z sont indistinguables sur cet ensemble,

Enfin, dans la toute derniére intégrale, nous remplacerons Z par OZ,
et nous rappellerons la projection duale optionnelle de K, citée juste
aprés la formule (1) : ce dernier terme s'écrit donc (°z+K)°,

Pour finir, nous avons établi le théoréme suivant :
THEOREME 1., On a pour tout t

(5) XOOZToo” D

t
+
a)ét} =/ ZTS1{TS<S}dXS + zT;1 ;dXs)

+ (Z*K)% —(OZ*K)g

{TS=S

REMARQUE, La premiére intégrale au second membre est une vraie intégrale
stochastique prévisible ( on pourrait y remplacer Z par pZ, d'ailleurs).
La seconde est une intégrale de Stieltjes : on pourrait y remplacer t

par Dt’ car la mesure 1{Ts=s§dXs ne charge pas ]t,Dt], mais la tentation

serait trop grande de regrouper le tout sous la forme th Z,r dXS , inté-

grale dépourvue de tout sens apparent ( voir commentaire 3 S 1a fin ).

Maintenant, nous remplagons +oco par t fini ; le théoréme suivant donne
une autre démonstration du résultat de Stricker, suivant lequel (Z X )
est une semi-martingale. Il en donne gussi une représentation eXpllBlte,
et 1'on retrouve le résultat de Meyer-Stricker-Yor suivant lequel le
terme complémentaire est nul lorsque Z est optionnel. Mais il faut noter
gque la représentation obtenue pour le terme complémentaire exige que X
appartienne 3 §1, et dépend de la loi de probabilité utilisée.

THEOREME 2. On a pour tout u

u
(6) Xuz1u =/ ZTs1{ 0% + /v z, (1 S}dX ) + (Z*K)O-(OZ*K)O

Démonstration : Nous appliquons la formule (5), avee t=+too , a la semi-

martingale Xt—XtA et 3 1'ensemble H'=HN]-w,u ]. Nous avons alors

@ T
@ u

I1 faut seulement évaluer les termes complémentaires (Z*Ku)go_(oz*Ku)

M zu = XuZT ; les intégrales stochastiques ne posent pas de probléme.
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Or nous avons

K% = M

t zgqu,gét (MDgAu— gAu)= zgqu, g<t/u (M M)

D Au~
g &
Donc pour H optionnel, ou méme simplement progressif
@ u
B[/ H (A -dK 7 )] = E[deH ,e<u Hg(MDgAu-MDg)]
Elz

geH 1{g§u,Dg>u}Hg(Mu—MDg)]
E{-H

1 (M, =M )] =0
4, D >ultD T
Les processus (K:) et (KsAu)’ ou encore (Z*Ku)S et (Z*K)sAu ont donc

méme projection optionnelle, ce qui nous donne
U0 _ . 0 0,,7U\O _ (O o
(zxK )a> = (Z*K)u , (TZxK )OO = ( Z*K)u
et la formule (6) est établie. [

Revenons maintenant & la formule (3) : on a fait remarquer qu'elle
ne contient que la martingale M et 1'ensemble H ., Peut on exprimer les
hypothéses en fonction de M et de H seulement ?

THEOREME 3 . Soient H un ensemble aléatoire fermé, M une martingale de
§1, nulle en O . On suppose que le processus (MD ) est & variation in-
tégrable. Alors t

1) La variation totale de M sur H est intégrable

2) Pour tout processus progressif Z borné, on a la formule (3). En

particulier, si 1'on pose N, = [°Z dM_ , le processus (N, ) est
t 0 % S Dt

1
T 1T <S
s17s
. . s R R
lui aussi a variation intégrable.

Démonstration. Définissons pour tout point de H\H  ( i.e. tout point t
tel que Dt=t )

Wt = Mt

Aux points isolés de H, nous posons aussi wt=Mt

1és & droite mais non & gauche ) nous posons W =M

. Aux points de ;i ( iso-
- Enfin, sur le com-
plémentaire de H, nous posons

W, = th ( W, =0 sur [0,D,[ )
I1 est facile de voir que la variation totale de W sur [0O,c0[ est égale

& celle du processus (M ), et que W est adapté et continu & droite, nul
en 0 . Le processus X-W ~ est alors une semi-martingale de 51, a laquel-
le on peut appliquer la théorie précédente, car XD =0 pour tout t. I1
est toutefois important de remarquer que V=-W n'es% pas nécessairement
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prévisible.: cela ne fait rien, car la prévisibilité de V n'a jamais été
utilisée plus haut.
La premiére conséquence, c'est 1l'intégrabilité de la variable aléa-
toire
[lav_ | + £_ .~ |My =M_|
S el D
H & g g

( Ici, comme dans la premiére partie de 1l'exposé, nous convenons que

OeH, de sorte que cette somme comprend |MD | ). De plus, nous savons

que ZS 1{X =O}|Xs| est intégrable. Si 1l'on réduit cette somme aux points
s—

de H*, on trouve deH* |Mg4ﬂg_|, qui est donc aussi intégrable. Finale-

ment, la variation totale de M sur H, c'est & dire
J|aM_ | + £_ .~ |My =M |
8 el D
q g g &

est intégrable. Le reste n'exige aucun commentaire.

Cet énoncé contient des restrictions d'intégrabilité. Mais on peut
en déduire, par changement de loi, 1'énoncé suivant : si X est une semi-
martingale , et si le processus (XD ) est & variation finie, alors X est
t

34 variation finie sur H entier. I1 suffit de changer de loi pour faire
entrer X dans 21 sur tout intervalle compact, et d'appliquer le résultat
précédent 3 la partie martingale de X.
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Voir dans ce volume les exposés sur le balayage :

[1] Temps local et balayage des semi-martingales ( N, E1 Karoui )

[2] Sur le balayage des semi-martingales continues ( M. Yor )

[3] Semimartingales et valeur absolue ( C. Stricker )

[4] Sur une formule de la théorie du balayage ( P.A. Meyer, C. Stricker
et M, Yor ). ’

COMMENTAIRES DU SEMINAIRE
(P.A, Meyer ) Dans cet article, Nicole El Karoui a ( entre autres choses)
trouvé une nouvelle généralisation de l'intégrale stochastique, voisine
de la << définition naturelle de 1l'intégrale stochastique optionnelle >>
de Yor.

Soient X une semimartingale, Z un processus progressif, qu'on supposera
borné pour simplifier. Nous dirons que Z est soumis & X s'il existe un
ensemble prévisible H tel que

Iy-X est & variation finie , IycZ est prévisible

( nous dirons que H soumet Z & X ). Par exemple, dans 1'exposé, (Z,T ) est
. < s
soumis & X par { s Ts<s} .
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Nous posons alors
ZgX = (ZIyo) X + Ze(I-X)

ol les - du cbté droit sont des intégrales stochastiques, et % une inté-
grale de Stieltjes. Si H et H soumettent Z 3 X, il en est de méme de K=
HNH et de L=HUE ., En effet

IK'X est évidemment 3 variation finie, et I X = (IH+Iﬁ —IK)-X aussi ;

ILcZ est évidemment prévisible, et IKcZ = (IHC + Iﬁc - ILC)Z aussi .

Montrons alors que Z.X = Z.X , ce qui nous permettra de supprimer la
H H

mention de l'ensemble prévisible soumettant Z & X. Par symétrie, il suffit
de montrer que Z.X = Z.X , ce qui s'écrit
X

H
(21 Y.X = Zx(I X))
K°\H® H\K
Posons J=I =1 ; J est prévisible, JZ est prévisible, J-X est
H\K  KO\H®

& variation finie. On a alors, en utilisant & plusieurs reprises 1'égalité
de . et de x pour les semimartingales & variation finie et les intégrands
prévisibles, et l'associativité de 1'i.s. dans le cas prévisible

(Zd) X = (Z2dT)eX = (Zd)+(JeX)= (ZI)¥(TeX)= Zx(Tx(TX))=Zx(T.(J.X))

Zx(JJeX) = Z*(J.X) ( ce qu'on voulait ).

Dans cette intégrale stochastique, on peut remplacer Z par sa projec-
tion optionnelle °z . En effet, on a ZIHC = OZIHC = pZIHC puisque ZIHc
est prévisible, et d'autre part on sait que ZxV = O9Z«V pour tout processus
a variation finie (adapté) V . D'autre part, lorsque Z est optionnel, cet-
te intégrale est un cas particulier de 1l'intégrale optionnelle non compen-—
sée de Yor . En effet, Z et P7 ne différent que sur un ensemble mince
contenu dans H , donc le processus I;g|zS-st||AXS| est majoré par un

s

multiple de I:s<t,seH | X |, qui est™a variation finie, et il est immé-
diat que les deux intégrales stochastiques, au sens de Yor ou de N, El
Karoui, sont égales.

On peut aussi remarquer que si deux processus Z et Z sont soumis & X
par H et H respectivement, ils sont tous deux soumis & X par HUﬁ, et 1'on
a (Z+Z)-X = Z-X + Z-X. Cette propriété d'additivité est un avantage sur
la détinition de Yor.

(C.Stricker ) Dans la théorie présentée plus haut, la restriction Xe§1
est sérieuse. En effet

— dans la définition du processus K , la sommation sur les geH” peut
faire intervenir une excursion infinie. On utilise donc la propriété de
martingale de M & 1'infini ;

- méme si X est une semimartingale sur [0, ], on ne peut utiliser un
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changement de loi pour faire entrer X dans §1, car les formules de N,
E1 Karoui ne sont pas invariantes par changement de loi.

Le probléme se pose donc de trouver, sans cette hypothése, une forme
explicite du terme complémentaire de la << formule d'Azéma-Yor >>

u
ZTuXu =/ ZTstS + R

ol l'intégrale stochastique est prise au sens du commentaire précédent,
et Ru est un processus 4 variation finie continu, porté par H. On peut
procéder par localisation de la maniére suivante.

X=M+V étant une décomposition de X, nous choisissons un temps d'arrét

T fini tel que T

1 - 1
MeH , [ |aV | e L

Alors la semimartingale Xt = XtI{t<Ti appartient 3 §1, avec la décomposi-
tion X=M+V , ou

By = Mg » Vy= Vi - Mg (o)
et nous appliquons les résultats de N. Bl Karoui & X et & 1'ensemble H=

HU[T,0 [ . Nous voyons que
1) La variable aléatoire I:équ My A _MgATI est intégrable, et le
T N R oz
processus Kt = I:geH <t (MDgAT-MgAT) est a variation intégrable .
On remarquera que la sommation ne porte en fait que sur les g<T.

D, AT
2) (z*KT)g-(Oz*KT)g -/ P 1

T }dMs
s

{Ts<s
3) Le terme compléﬁentaire Ru de la formule d'Azéma-Yor est égal, sur
[0,20 , & (z*K%)°~(°zxk1)° .

Nous laisserons au lecteur les détails de démonstration. Comme dans 1'
exposé principal, les assertions 1) et 2) peuvent s'énoncer simplement en
termes de martingales locales : si M est une martingale locale telle que
(M ) soit un processus & variation finie, alors M est & variation finie
surt HN[0,t] pour tout t fini , et la martingale locale Nt=ftZT I}T <s}dMs
est, elle agussi, 4 variation finie sur H ( cf. le théoréme 3 ).° S
Cependant, ces résultats ne sont pas vraiment des améliorations de ceux
de 1l'exposé principal, car ils sont aussi valables sous cette forme pour
les semimartingales, et se raménent alors & 1l'exposé principal ( cas E1 )
par changement de loi, C'est le calcul du terme complémentaire que l';n
voulait souligner ici.

ERRATUM. A la 5e page de l'exposé [1], ligne 2 ( démonstration de la
proposition 3 ) il manque 1M <} dans la premiére intégrale au second
s

membre de la formule.



