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SUR L®INEGALITE DE METIVIER-PELLAUMATL
E. Lenglart
Métivier et Pellaumail ont démontré récemment le résultat suivant

() -

Si M est une martingale bornée dans L2, et T est un temps d'arrét,

s %2

E[M¥2]s 4 E[<u,oy_ + [m,M]T_]

Comme @&'habitude, M: = supo‘s't\Msl . Nous verrons plus loin la conven-
tion & faire pour XO— .

Cette inégalité, importante dans la théorie des équations différen-
tielles stochastiques, est établie,en [1] et (2] , en décomposant M en
une suite de martingales élémentaires et en démontrant ce résultat pour
chacune dfentre elles. Nous donnons ici une démonstration directe de
cette inégalité, qui est assez proche de la démonstration originale, mais
dégage un résultat ( théordme 1) qui, nous semble-t-il, mérite d‘'&tre
explicité.

PRELIMINAIRES. Nous nous plagons sur un espace de probabilité filtré
(Q"Z'Zt’P) vérifiant les conditions habituelles, avec la convention que
EO— = EO . Nous notons P la tribu des prévisibles et Q celle des option-
nels.

UN CALCUL D'ESPERANCE CONDITIONNELLE.

Le concept que nous introduisons ici est beaucoup trop général pour
notre situation mais nous semble cependant tres utile pour clarifier
celle-ci.

Soit QA une tribu située entre Pet 0 . Un temps d'arrét T est appelé
temps d'arr8t de & si son graphe appartient 3 QL . Si T est un temps

d'arrét ( queleonque ), nous désignons par F_ la tribu égale 2

T
{Aegw s 3X Q. mesuradble t.q. Xy I{Tmo} = I, I{T«o}p.s.}
. - Q _
Avec ces notations: E¥ = ET— ’ gT = ET’ ETJ: ET c ET .
On montre alors aisdment que si S et T sont deux temps d'arrét deQet X
0.] _ a
est une v.a. , E[X|£T I{S:T} = E[Xlgs] I{S:T} pP.S.
Considérons maintenant un temps d'arr&t T. Désignons parCL la plus
petite tridbu ayant pour temps dfarrét les temps d'arrét prévisibles et T.

omaQ = E v{[’ﬂ}: g v {[O,TE}. Un processus X est(lmesurable si et
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seulement si il peut s'éerire X = Y I['O,T'I + 2 I[T’+w[ avea Y et 2
prévisibles. On en déduit que pour tout temps d'arrét s, ES = ES-V{S‘T}
= By {s-1§.

En particulier si S est un temps d'arrét prévisible et X un processus
défini & 1'infini et intégrable, E[X, [, ] I ts- = Elxs Es_\_/{Sdl'}]I{S___T}.

Remarquons que T’Ta’Ti sont des temps d'arré&t de(@ . ( 'l‘a (resp. Ti)
désigne la partie accessible ( resp. totalement inaccessible) de T) .

Rappelons enfin un lemme établi par METIVIER-PELLAUMAIL [1] .
LEMME. Soient (Q,E,P) un espace de probabilité, B une sous tribu de F,
A un élément de F et C la tribu engendrée par B et A . Si X est une v.a.
appartenant & 1°(g) 6 1°(8), ona E[r,c x°] - B[I, B(x?121] -

CONVENTION. Afin de ne pas détruire la structure des martingales, nous

posons MO— = MO pour toute martingale M; par contre, pour tout processus
croissant A, nous posons Ay =0 ( A, = sup{AS , s<t} et supd=01).
S1 M est une martingale bornée dans L2, nous appelons M® sa partie
martingale purement discontinue accessible ( = & sauts accessibles) et
ui sa partie martingale quasi continue & gauche ( = & sauts totalement
inaccessibles) . On a M = M® 4 M1 M2 et M} sont fortement orthogonales.

THEOREME 1. Soit M une martingale borndée dans L2. Pour tout temps d*arrét

T on a : 2
E[E[AMTIET_] ]5 E[<M,M7T_] .

DEMONSTRATION. Quitte & multiplier M par I{T)O}’ nous pouvons supposer
queMo=Osur{T=O}.
a) Si M est quasi continue & gauche.

E[E[AMT| ET_]2]£ E[AMT 2]5 E[[M,M]T.l =E <M,M>T—l = E[<M,M>T_] .
b) Si M est accessible.

Soit (Sn)n une suite de temps d'arrét prévisibles A& graphes disjoints
recouvrant la partie accessible de [T] . Quitte & remplacer Sn par +eo

sur [Sn>T} » IOUS pouUvOns supposer que Sns T sur {Sn<+n}.
M n'ayant que des temps de saut accessibles, nous avons la suite

aégalitée: mfan,|p, ]2 - E[AMT|£‘T_]2 Trp 4= L, E(muyl 7y )% 1475 7
a n
=Ln E[AMsnl Esn_v{snc’l‘}]2 I{Tzsn} .

Posons X =E[AM F vS<T]- ona X TI¢, o9=X_ I car
ok - oP sn'_sn- {senf| n {T_Sn} n “{s »1}
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Le lemme de METIVIER-PELLAUMAIL appliqué & Xn’ En = Esn— y Ay ={Sd<T}
donne:
2

2 2 _
E[x2 1 {sn;T}]= E[E x: lgsnl I {Sn‘T}].« E[E [AMSn| gsn_] Iis, e T}]_ E[0<M,M>snI§ﬁT}]
En sommant ces inégalités, on obtient:

2
E(E |7y ]° ¢ E[Z.nmm,msn I{Sn‘Tf]s E[<M,M>T_] .
c) Cas général. ) )
De la suite d'égalités: E[aM |F =elM |F, 1% Tfpmq + EAMJE _
sute : [2 2/ {1 2y ] fr-r.} [y ] Y

- e[med [, ]? + B[aulE, ], on adauit:
E[E[AMTIET_]zls E[(Mi,Mi>T__ vean? >, ) = Elaguey ] .

Ce théordme admet pour corollaire immédiat, 1'inégalité de METIVIER-

PELLAUMATIL.
COROLLAIRE. Soit M une martingale bornée dans L2, Pour tout temps d'arrét

Tona: B(?) ¢4 sl + B, .

DEMONSTRATION. On peut encore supposer que MO = 0 sur {$‘= O}. Soit ﬁ la
martingale égale & M - (A.M,?‘L - E[AM%I ET—])I[T,H.:[' M et M coincident sur
(0,70 - on a done (¥ ] = e(u2] 4 E[¥?] < 4 B[y ], cette dernitre
inégalité étant 1'inégalité de DOOB.‘

Un calcul simple montre alors que E[M;]___ E[Ms _ lM,%2 + E [AM%‘ET__F]

(car aupau2 = aud 2 auy 2 ) = e[l 2% o 2 4 m[aud|E, )7 ] -
a R
Cette dernidre expression vaut E[<Mi,Ml>T_ +BM3,M§T_ + E[AM% @T‘}Z] et est

majorée, dfaprés le théordme 1, par i M% +[m2,u® +eM® M3 ’
2k 0 T [l
; a 3.8
égale 3 E[an,M>,_ + [®,1%], ] (< Blaw,u>y_ + [0,M], ) .
REMARQUE. Si 1'on raisonne sur la martingale M = M ~(8M;~ E[hMT)ET ])I[T [

4 la place de M, on aura seulement 1'inégalité:
%2 4 .4 4a .4
E MT_] <4 E[<M,M>T_ + (Mm%, ]T_] =4 E[[M,M]T_ +eM ,M>T_] .
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