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CONTROLE STOCHASTIQUE CONTINU ET MARTINGALES

par Masatoshi FUJISAKI

INTRODUCTION Il y a quelques années, R.VW.Rishel[l14], M.H.A.Davis
et P.Varaiya[2] ont démontré que pour qu'un paramétre de contrdle
choisi dans une classe assez grande soit optimal, il faut et il
suffit que 1l'éspérance conditionnelle de la fonction de perte soit
une martingale uniformément intégrable.

Dans cet article nous développons cette situation et nous
résolvons quelques problémes associés au contrdle stochastique
continu,

Les paragraphes 1 & 3 sont consacrés A& la formulation du contrd-
le stochastique continu en terme de théorie des martingales, et les
paragraphes 4,5 & quelques exemples.

Les résultats des paragraphes 1 & 4 sont relativement connus,
mais nous les réformulons pour résoudre d'autre problémes. Dans le
paragraphe 5 nous obtenons, pour les deux cas (linéaire e* nonlinéaire
), l'unicité des lois optimales, dont les existences sont déji
- vérifides dans [61 et [101.

Je remercie ici P.A.Meyer de m'avoir accueilli & Strasbourg
avec beaucoup de gentillesse pendant deux ans; je remercie aussi les
membres du séminaire de probabilités de 1l'Université de Strasbourg
pour des discussions trés instructives. Mais surtout, je remercie ici
M. Yor avec qui j'ai également eu de nombreuses discussions au. sujet de cet article.

§1. PRELIMINAIRES, NOTATIONS, DEFINITIONS.

Soit T un temps fixé, fini. Soit c? l'espace des fonctions
continues sur [0,T] & valeurs dans R®, muni de la norme uniforme.
Désignons un élément de C par w, et [|w i 32$$T|w(t)|. Soient F la

tribu borélienne de CT et (gt), 0£t<T, la famille croissante des sous
tribus de g, telle gue pour tout t>0 gt soit engendrée par les
variables ( w(s); s&t). Soit U un ensemble borélien de R’ que nous
appelons l'espace de contrdle. Posons

g (t,w,u) : [0,TIx C”x U » R,
g,(t,w,u) : [0,T1x ¢ u - BR",
oy (t,w) : [0,T1x ¢* > RVTRRT,
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o, (t,w) : [0,71x " > R @R,

ou 03msn, r¥ ®Rk désigne l'espace des matrices cagées 4 k dimensions.

Nous considérons le systéme des équations différentielles
stochastiques suivant avec condition initiale Z(o0) = 2, ol 2 est un
vecteur fixé de R":

1) {dzt = &(%,2,u(t,2))at + o(t,2)dB,, O<tsT,
Zo = 2z,
1
B e e nse (),
- - , o= -
t Yt g2 00'2 t B%
et X, BLeR™™, v, B2c B™. B = (B,),0%t<T, est un mouvement

brownien & n dimension, X = (Xt),OétéT, est un processus inobservable
que nous appelons 1l'état du systéme et Y = (Yt),OétST, est un
processus observable que nous appelons "output". u = u(t,z) est le
paramétre du contrdle: il sera défini rigoureusement plus loin. Nous
allons congidérer d'abord l'existence et 1l'unicité de la solution de
cette équation (1.1). Ici l'existence signifie celle d'une solution
faible et 1l'unicité signifie lfunicité en loi (voir [131 pour les
définitions de la solution faible et l'unicité en loi).

Supposons que le coefficient g de (1.1) ait la forme

(1.2) g(t,w,u) = b(t,w) + o(t,w)6(t,w,u)

ou b, 0, 6 satisfont aux conditions suivantes:

(p.1) b(t,w) est une application de [0,T1x ¢™ dans R™, mesurable
en (t,w),

(p.2) pour tout t, b(t,w) est F, - mesurable,

(v.3) |b(t,w)|2 < k(1 + [wt|2), k étant une constante nositive, et
|.| désigne la norme dans R".

o= o(t,w) est une application de [0,TIx c® dans R™ x R™ satisfaisant

aux conditions (b.l) et (b.2). Quant & ¢ = ¢(t,w,u), il satisfait

aux conditions suivantes:

(6.1) 6(t,w,u) est une apnlication de [0,T1x C™ x U dans R",
mesurable en (t,w,u),

(6.2) pour tout t et u, 6(t,w,u) est E, - mesurable,

(6.3) |g(t,w,u)|2 2 k(1 + th|2 + |u|2).

Nous commengons par considérer 1l'éouation différentielle stochastigue

suivante:
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(1.3) az, = b(t,2)at + o(t,Z)dBt, 4, = z.

Hyvothése L'équation (1.3) a une solution faible et une seule(
nicité en loi).

Les exemmnles suivants vérifient cette hynothése.

Exemnle 1. b(t,w) et o(t,w) satisfont (b,1), (b.?2) et (v,3) et la
condition lipshitzienne suivante:

(b.4) |o(t,w) - b(t,w")] < k sup [w, - w!|, ol k veut dépendre de
03sst S S

t.
Exemple 2. (Stroock et Varadhan) b = b(t,x):[0,T1x R"> R® y 0=
o(t,x):[0,T1x R® » R" ® R, autrement dit, b(t,2) = b(t, Zy ) et o(%,2)
= o(t, Z,) b et 0 sont continues en x et bornédes. De plus, a(t,x) =
' (%, x)u(t x) est uniformément définie positive, ol o' Gésigne la
matrice transposée de o.( Ultérieurement nous promettons que si A est
une matrice quelconque alors A' désigne celle-ci transposée de A)

Comme d'habitude nous employons une méthode de Girsanov([91)
pour obtenir une solution faible de (1.1). Dans ce but, définissons
la classe des controles. 801t Y une sous tribu de F engendrée par

- % 2 2 2
des ensembles {w = (w oW ) ec?™ x B wslerl, W €F2,...,wsnern},

ol O§s1<s2<...<sn§t, (ri)léién’ sont des ensemble bordéliens dans R™.

50it s<t(0%s<t<T) et soit g: l'ensemble des applications u ayant les
trois propriétés suivantes:

(u.l) u est une application de [s,t]1x C* dans U, mesurable en (t,w),
(u,2) pour tout refs,tl1, u(r,.) est Y. - mesurable,

(u. 3) pour toute solution v de (1.3), EY [p (Wl =1 p.osw ,
ol P (u) est défini par la formule:

L% 6] 2ary,
2

t t .
(1.4) og(u) = explsg o(r,2,u(r,2))dB] -
et (Q,Z,v,Zt,Bg) est une solution de l'édguation (1.3) et ensuite
E [.]1 représente l'espérance par ranport a .
Définition 1.1 Nous appelons Ut la classe admissible des contrdles
sur {s,tl. Posons Eg U nous appelons simplement cet ensemble 1la
classe admissible des controles, et tout élément de U un controéle

admissible.

Remargue 1.1 1) Si u' appartient 2 U et u'' appartient & Ut (r3sst)
et si on définit u(rt,w) = u'(t,w) sur [r s) et u(t,w) = u"(T,w) sur
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[s,t]1 alors u(t,w) appatient & g;.

2) Si u appartient & Y alors, pour tout intervalle [s,t] contenu dans
[0,T1, la restriction de u a [s,t](nous désignons celle-ci par
ul[s,t]) appartient 2 E:. (voir[21)

La proposition suivante est fondamentale puisqu'elle assure
1l'existence de la solution faible de 1l'équation (1.1l) pour tout
contrdle admissible.

Proposition 1.1 Pour tout u appartenant & g, il existe une et une
seule solution faible (en loi) (%,B) de (1.1) sur un espace probabil-
isé (Q,Z,u). En général, p dépend du paramétre u.

Démonstration Soit (Z,BO) une solution de 1l'équation (1.3) sur un
espace probabilisé (Q,I,v). I1 résulte de (u.3) et du théordme de
Girsanov que si on définit u par

(1.5) an = pg(wa (i.e. u(a) = 7, pp(Wd, Aer ),

alors p est aussi une mesure de probabilité sur (Q,2) et

(1.6) @B, = aBy - 6(t,%,u(t,2))dt, B, = 0,

t
est un mouvement brownien & n dimensions par rapport & cette nouvelle
mesure { . On sait par ailleurs que 1l'unicité en loi de 1l'équation
(1.3) et la condition (u.3) entrainent unicité en loi de 1l'équation
(1.1). (voir [131 )

La fonction de perte. Soit L(t,w,u) une application de [0,Tlx

Cn

conditions suivantes:

x U & valeurs dans R+(i.e. L est nonnégative) satisfaisant aux

(L.1) (6.1),
(L.2) (8.2),
(L.3) L(t,w,u) est bornée uniformément en (t,w,u).

Soit h(t,x) une application borélienne de [0,T1x R" dans R+(i.e.h
est nonnégative) et de plus

(h.1) h(t,x) est bornée uniformément en (t,x).

Définition 1.2 Posons
(1.7) J(u) = E¥[s § L(%,2,u(t,2))at + h(7,2) 1,

ol 2 = (Zt) est une solution de 1l'équation (1.1l) sur un espace prob-
bilisé (Q,Z,u), EY désigne l'espérance par rapport & u, et 1 est le
temps de sortie du processus Z d'un ensemble ouvert de R auquel le

point initial appartient. Alors on dit que J(u) est la fonction de
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perte.
Définition 1.3 On dit qu'un élément u* apvartenant & U est optimal si

(1.8) J(u*) = inf J(u).
ue[__!

Remarcue 1.2 1) Du fait de 1l'unicité en loi de 1l'éguation (1.1), il
est facile de voir que pour toute solution Z = (Zt) de (1.1) on a

u m
(1.9) EM UG L(%,2,u(t,2))at + n(T,2,) 1= EY (/g L(t,w,ult,w))at +

h(T,wT)],

ot PY est la mesure de probabilité sur l'espace canonique (¢c™,F)
définie par P%(A) = u(Zea), AcF. Si o est une matrice positive alors
il résulte de l'unicité en loi que PY est uniquement déterminée par

(1.10) P%(a) = J, ag(u)ap, pour AF,

(1.11) ag(u)

exp { /g 0 (t,w,u(t,w))ad, - =/ |o.|%an),
2

ol P est la mesure sur (Cn,g) déterminée uniquement par la formule
v(ZeA) = P(4), ou (2,v) est une solution de 1l'équation (1.3), et
(Wt,gt,P) est un mouvement brownien défini par

Law, - o7 lo(t,w)at, @ = O.

(1.12) dﬁt = 0 o

dwt

2) Soient u, u'eU et (Q,I,u,%,B), (2',2',u',2",B') des solutions
arbitraires de (1.1) associées & u et u' respectivement. Soient p¥
et P*' des distributions sur l'espace canonique (Cn,g)associées A7z
et 2'. Alors l'unicité en loi de 1l'équation (1.1l) implique que PY et
Pu' sont absolument continues. Par ailleurs, si ¢ est une matrice
définie positive alors Pu(Pu') est uniquement déterminée par (1.10).
3) En général le probléme du contrdle stochastique est de chercher un
contrdle optimal u* qui minimise une fonction de perte J(u) quelcon-
que dans une classe suffisamment grande. A cause de la forme de J(u)
donnée en (1.7), il faut noter que l'on ne s'intéresse pas a la
trajectoire elle-méme de la solution de l'équation (1.1), mais & sa
loi. Donc si l'on se restreint au probldme de minimisation, on peut
prendre une classe admissible plus général que U dans la définition
1.1 . Par exemple, d'aprds [10] , on dit gqu'un couple (u,B) est un
systéme admissible sur un espace probabilisé (Q,Z,u,zt) si B = (Bt)

est un mouvement brownien, u = (ut) est un processus optionnel et
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uniformément borné sur cet espace. Dans ce cas il faut remarquer que
le paramétre du contrdle u, n'est pas nécessairement de forme de
"feedback", c'est & dire, u(t,w) = u(t,Z2@w)), (t,0)e[0,T1xQ, mais il
est simplement adapté & la tribu Lye

§2, LA FONCTION DE VALEUR EY LE PRINCIPE OPTIMAL

. Dans ce paragraphe comme nous n'avons besoin que de la fonction
de perte, nous pouvons nous placer dans le cas de l'espace canonique,
D'aprés la remarque 1.2 (1.9), si T = T alors

(2.1) J(u) = E%[ /T n(t,w,u(t,w))at + h(T,wy)l ,
0 )

ot E% désigne l'espérance relative & la mesure P aéfinie var (1.10).

Hypothése On suppose désormais que o est une matrice définie positi-
ve.

Alors remarquons que P est donnée par la formule (1.10). Soit t
arbitraire (fixé). Soient u, v eU et si on définit ugv par

% u(s,w) sur [ 0,%)
(2.2) ulv(s,w) = {
v(s,w) sur [ t,T1
alors ugv appartient 2 g d'aprés la remargue 1l.1l. Supposons que les
familles (F,) et (_g_t),oétéw, satisfont aux conditions habituelles,
i.e. (Ff) ((Y )) est continue & droite et compldte par rapport & P, et

(Y ) est P - triviale.

Def1n1t10n 2.1 Définissons w(uov) et f(uov) par les formules suivan-
tes:

t
(2.3) v (ulv) = %V fi L(s,w,v(s,w))ds + h(T,wy)| L1,
N ufv T, t
ol 1l'espérance est relative & la mesure 4P = ao(uov)dP,

(2.4) f(uﬁv)

]

E[ag(u)ag(v){fz L(s,w,v(s,w))ds + h(T,wT)}|gt].

On a alors
Proposition 2.

w(uEv)

=

£ (ubv)

—_— p.s.(P).

Au lieu de w(ugu), f(ugu) nous écrirons wu(t), fu(t) respectivement.
D'aprés 1'hypothdse que Y est P-triviaele, si on met t = O dans (2.3)
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et (2.4) alors
(2.5) y(udv) = £(udv) = a(v).

Proposition 2.2 Pour tout t, f(uEv) € Ll(Cn,F P).
Démonstration D'aprés (L.3) et (h,l), on a 1l'inégalité

EU £ () 1= Elad(Wa (V)] Lis,w,v(s,w))at + n(T,up) N

s x E[ag(u)ai(v)] = k, ol k est une constante positi-
ve,

I1 est bien connu que Ll(Cn,F P) est un treillis complet par
1l'ordre partiel < défini par: £ < f <=> f; (w) = f (w) p.s (P). Not-
ons que nour tout t>0, usUg il ex1ste un element f de L (C 1By P) tel
que f < f(uov) pour tout veU%. En effet, pour tout (t,u,v), f(uov)>0
puisque L20 et hZ0. Comme L (C ' By P) est un treillis et 1l'ensemble
{f(uov), veU } est torné inférieurement on peut définir l'1nf(l) de
cet ensemble dans Ll Par conséquent, pour tout t—O, uel, posons
(2.6) Vu(t) infy, f(uov)

veUt

Nous allons définir une fonction qui jouera un rdle trés import-
ant plus loin.

Définition 2.2 Posons pour tout t= O et tout usUO,

[t}

t
(2.7) Wu(t) infy hu°v[ft L(s,w,v(s,w))dt + h(T WT)lzt]

VEU
Alors on a "
inf f(usv) Vu(t)
(2.8) Ww._(t) = infy, w(ueV) C = p.s.(P).
v velU; Elad(u)[y,] Elag(w)] L,

Donc c'est une normalisation de Vu(t). On dit que Wu(t) est la
fonction de valeur.

1) a) pour tout vegi, Vu(t) < f(ugv) p.s.(P), b) pour toute> O, MeF,

il existe un élément Vegz tel que Iu Vu(t)dP te > Sy f(u}V)dP.

lir<
|

D'aprés [41, 1'inf (=Vu(t)) est Y, - adapté ( plus précisément,
optionnel puisque (;t) est continue droite ).
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Le théoréme suivant est fondamental pour nos discussions ultéri-

eures.
Théoréme 2.3 (Rishel, Davis et Varaiya) Pour tout téo, h>0, et wl,
Wu(t) vérifie le "principe optimal" suivant:

(2.9) () £ EX[/TPL(s,w,u(s,w))as| Lyl + EM(H, (5+0)| L1 pes. (P).

En particulier, pour que u soit optimal il faut et il suffit que

(2.10) ¥ (%) = Eu[J¥+hL(s,w,u(s,w))ds|gt] + BY A (t40)] L1 p.s. (P).
Posons pour tout th, ue U,
(2.11) Wi (t) = W, (%) + EX[/3 L(s,w,uls,w))ds| Ly,

alors le théordme précédent entraine immédiatement 1l'énoncé suivant.
Corollaire 2.4 Pour que uelU soit ovtimal il faut et il suffit aue
(Wﬁ(t),gt,Pu) soit une martingale. En général, nour tout contrdle
admissible u, (W&(t),gt,Pu) est une sous-martingale.

I1 v a encore un autre critére vour que u soit ontimal.
Proposition 2.5 Soit u un contrdle admissible. Les assertions suiva-

ntes sont équivalentes:

1) u est optimal,
2) pour tout t20,

(2.12) W () = EM[ /T L(s,w,u(s,w))ds + h(T,wy)| Ly 1 P.s.(P),

3) pour tout %20,

(2.13) W!(t) = EMsg L(s,w,u(s,w))ds + h(T,my) L1 v.5.(P).

Démonstration Il est évident aque (2) et (3) sont équivalentes d'ap-

rés les définitions de Wu(t) et W&(t). Donc il suffit que 1l'on véri-
fie que (1) équivaut & (3). Supposons que (2.13) est vrai pour un
élément u de U, alors (W&(t),gt,Pu) est une martingale uniformément
intégrable. Le corollaire 2.4 impligue que u est optimal. Récipnroqu-
ement, si u est optimal, alors d'aprés la définition 1.3,

Jd = Eu[fg L(s,w,u(s,w))ds + h(Ter)] = :'rnf] Ev[fg L(s,w,v(s,w))ds
8:

+ h(T,wT)].

t
Mais, J = infy Eu°v[fg L(s,w,u(s,w))ds + I£ L(s,w,v(s,w))ds + h(T,w;)]
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t
= EuLfg L(s,w,u(s,w))dsl + infn Eu°v[f£ L(s,w,v(s,w))ds +
VeU
=t

h(T,wT)l,
ol urv est un élément de U, défini en (2.2). I1 résulte de la défini-
tion de f(ugv) que

J s Eu[fg L(s,w,u(s,w))dsl + infg E[f(uEv)].
vegt

(voir (2.3), (2.4) et la proposition 2.1) D'apres Davis et Varaiya
[21, pour tout €>0, tout t>0, il existe un élément v de EE tel que
f(ufv) < Vu(t) +€, p.s.(P)(l). Donc on a

J s Eu[fg L(s,w,u(s,w))ds 1 + E(V, (t)1 = Eu[fg L(s,w,u(s,w))asl
+ Eu[wu(t)].

or, § = J(u) = EuLfg L(s,u)ds + h(T,wT)l = Eu[fg L(s,u)dsl +
+ E“[f,TG L(s,u)ds + h(T,w,)l = Eu[fg L(s,u)dsl]

+ Eu[Eu[I£ L(s,u)ds + h(T,WT)I_Y___'t]].

Par conséquent, BY Wu(t) - Eu[fi L(s,u)ds + h(T,wT)lY z o.

Y11

La définition de Wu(t) implique que l'intérieur de l'intégrale est
nul. Donc on a 1l'énoncé (2.12) ( et par comséquent (2.13)).

§3. UNE FORMULATION EN TERMES DE THEORIE DES MARTINGALES

Supposons dorénavant que gt = gt : Donc nos arguements ne concernent
que le cas compldtement observabable. Le cas général est un sujet
pour le moment extrément difficile sur lequel nous travaillerons ult-
érieurement. Rappelons que le systéme de contrdle et la fonction de
perte sont toujours donnés par les formules suivantes:

g =

az, = g(t,2z,u(t,2))at + o(t,2)dB,, o<tT,
(3.1) { -

0= 2%
(3.2) J(w) = EYg L(t,2,u(t,2))dt + h(T,w),

o le coefficient g est du type g(t,w,u) = b(t,w) + o(t,w)e (t,w,u).

(1) Lorsque l'ensemble {f(utv);vegi} a cette propriété on dit qu'il
est relativement complet (voir aussi[2] ).
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Pour le moment nous supposons vérifiées les méme conditions que le
paragraphe 1.

Nous allons, tout d'abord, modifier les résultats du paragraphe
2 (le théoréme 2.3, le corollaire 2.4) auxquels on peut appliquer la
théorie des martingales. Si dans (3.2) L ne dépend pas du paramétre
de contrdle u, alors on peut vérifier aisément que W&(t)ldonnée en
(2.10) ne dépend pas non plus de u car gt = gt' Par conséquent si on
écrit celui-ci W'(t) alors il résulte du corollaire 2.4 que u est op-
timal si et seulement si (W'(t),gt,Pu) est une martingale uniforméme-
nt intégrable. olk

Dans le ®as génégairw&(t) dépend de u, en utilisant la méthode
analogue & celle de Pontriaguine on peut obtenir une martingale quel-
conque ayant la méme propriété que W&(t). Dans ce but nous introduis-
ons un nouveau mouvement brownien & une dimension sur un espace prob-
abilisé (Q',Z',u') et nous définissons un nouveau processus 2' = (Z%)
sur 1'espace probabilisé produit (R,I,r) ol Q=pxa‘, T=CXD 'y u=u Xy
par la formule suivante:

(3.3) az} = L(t,2,u(t,2))dt + By , 3§ = O.

Ici, 2 = (Zt) est une solution de l'égquation (3.1) sur un espace
probabilisé (%, Z,u) et u est un contrdle admissible(i.e. u€J). Désig-
nons par Z le couple des processus (Z,2') sur l'espace @,r,0) &
valeurs dans Rn+l, alors 2 est une solution de l'équation différenti-

elle stochastique:

aZ, = &(t,2,u(,5))at + 5(t,7)dB,
(3.4)
z
ZO = (O)
ot ﬁt =(Bt est un muvement brownien 3 n+l dimensions, g = (%),
1
Bg
0 = (%g , et, naturellement, u ne dépend que de Z.

On désigne par Cn"'1 l'espace de Banach des fonctions continues

sur [0,T] & valeurs dans Rn+1

muni de la norme uniforme et par F la
n+l _

tribu borélienne de C —. On désigne aussi par (gt),oétéT, la famille
croissante des sous-tribu de F telles que chaque gt est engendrée par
des ensembles cylindriques jusqu'a l'instant t. Supposons de plus que
, pour tout t, Et vérifie les conditions habituelles par rapport & P

qui est la mesure de probabilité sur (Cn+1

,F) déterminée uniquement
par la méthode analogue au paragraphe 1. Alors on a la
Proposition 3.1 Pour tout uel, 1'équation (3.4) a une solution et

une seule(toujours unicité en loi !). Sa loi P¥ sur 1tespace
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n+l

canonique (C" ,F) est absolument continue relative & P: sa densité

sur Ft est donnée par

(3.5) aBP%/ap |2

- _ 2 1 -
ag(u) = exp{fg e(s,w,u(s,w))dwS - Ej'gles

n+l

D,

- (2), 7

(3.6) awy = 37H(b,w)am, - T2 (6,w)B(t,w)at, W, = o.

1

) est un élément de C et w est défini par

En effet 1'énoncé résulte du fait que L est bornée et u appartient &
U. Notons que Wt est un mouvement brownien par rapport & (Et,P) sur

n+1’E)

l'espace canonique (C . Pour la commodité nous écrirons encore

= X pad %t - 1
B, au lieu de we = g 8(s,w,u(s,w))ds.

De plus il faut remarquer que (3.2) peut s'écrire
(3.7) d(u) = Eu[ﬁ(T,ﬁT)]= E[fg L(s,w,u(s,w))ds + h(T,wT)]

ot ! exprime l'espérance par rapport & P% et & est l'application de

n+1l 1 = = =
[0,T1x R dans R~ telle que h(%,X) = X,,1 + h(t,x) pour X = (x,xn+l)

y X = (xl,...,xn), autrement dit,
(3.8) E(t,iTvt) = wi + h(t,w,).
En fait, Eu[ﬁ(T,WT)] = Eu[wé + h(T,wT)] = Eu[fg L(s,w,u(s,w))ds

+ B' 4+ h(T,wT)] = Eu[fg L(s,w,u(s,w))ds + h(T,wT)],
T

puisque (B%,Et,Pu) est un mouvement brownien et que le reste ne dépe-
nd que de w.

Définition 3.1 Nous allons définir la fonction de valeur Wt dans
cette situation (cf.[5]):

4
(3.9) Wt = inf, E*VIa(r,w Wi )IF 1.
v€U

Bien que l'application h ne soit pas non-négative, il est facile

t
de vérifier que E*°VIn(r, WT)IFt] est bornée inférieurement par une
fonction de L (Cn+1,F u.v)

Il résulte des arguements précédents (voir §2) que, pour tout % yU,

. Donc on peut bien définir Wt par (3.9).

Wt est un élément de L (Cn+l,g, ™), F =t - adanté, et Wt ne dépnend vas

de contrdle u jusou'a 1'instant t. Par conséquent, on a des théorémes

(1)11 faut noter aue ﬁt est un mouvement brownien par rapnort A

(F, B%.
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analogues 3 ceux du §2, ainsi:
Théoréme 3.2 Les trois assertions suivantes sont éauivalentes:
1) u* est optimal dans U,

2) (Wt,zt,?u*) est une martingale uniformément intégrable,
3) pour tout 20,

- 1K T - g u*
(3.10) W, = BV [A(T,w;) [Ey] p.s.(PT).
En général, pour tout uel, (Wt,zt,Fu) est une sous-martingale.

Démonstration ILa démonstration est semblable aux démonstrations des
théoréme 2.3, corollaire 2.4, et proposition 2.5 en remplagant L par
0, h(t,x) par h(t,X) dans la définition 1.2 de la fonction de perte.

Plus précisément on a une expression explicite de Wt de la mani-
ére suivante:
Proposition 3.3 Si u* est optimal alors Wt vérifie 1'égalité:

(3.11) W, =W, + fg L(s,w,u*(s,w))ds + B p.s.(P),

t t

ol Wi, est définie par (2.7) et B' = (B ) est un mouvement brownien &
une dlmens1on relative a (Ft’P ), def1n1 par 1l'équation différentie-
1lle stochastique (3.4).

Démonstration Si u* = u*(s,w) est optimal alors, d'aprés le théoréme
3.2,

11 P - -=11% —
W, = BV R(T,W,) [E 1 = Y [wh + B(T,w)|E,]
= Eu*[fg L(s,w,u*(s,w))ds + h(T,wT) + Bilgt]

*
= g% [fg L(s,w,u*(s,w))ds + h(T’wT)lEt] + B

=W, + fg L(s,w,u*(s,w))ds + B! p.s.(P).

t
En effet, le terme fg L(s,w,u*)ds + h(T,wT) ne dépend que (gt,Pu*) et
(B%) est un mouvement brownien par rapport 2 (Et,?u*). En utilisant
la proposition 2.5, le résultat découle immédiatement.

Le théoréme suivant assure que si u¥* est optimal alors Wt est
représentée comme intégrale stochastique relative au mouvement brow-
nien (E ) de 1l'équation (3.4) donc Wt est une martingale continue.
Soit usU on a alors le
Theoreme 3.4 Toute martingale Mt par rapport a (Ft,F )est représen—
tée comme intégrale stochastique relative au mouvement brownien B =
(Bt) de (3.4) associé & u. Autrement dit, il existe une fonctlon
¢(t,w) prévisible par rapport a (F ) telle que E [fol | dsl<e et
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e o ,dBL) = w4 3% oiapt s. (P)
0% 70'9sr®s) = Mg+ I Jg %8s P.8.(F)

(3.12) My =M

Dans ce cas 1l&a on dit que B = (ﬁt) a la propriété de représenta-
tion prévisible par rapport & (Et,F ). En génégal, soit (2,Z,u) un

espace probabilisé et (Zt) une famille croissante des sous-tribu
vérifiant les conditions habituelles.

Définition 3.2 (Jacodl[lll, Yor[16]) On dit qu'une martingale N = (Nt)
a la propriété de représentation prévisible par rapport a (Zt'“) si

toute (Zt,p) - martingale réelle bornée M = (Mt) peut s'éerire:

(3.13) My = My + S3(65,N,)  p.s.),

ol ¢ est un processus (Zt) - prévisible, convenablement intégrable.

Le théoréme 3.4 résulte du lemme bien connu suivant (voir [11],
[121): N
Lemme 3.5 Soit une martingale vérifiant les conditions de la défini-
tion 3.2. Soit Vv une mesure absolument continue par rapport & U telle
que d\)/dulZt = L,. Si la crochet <N,L >existe, alors

t
(3.14) R, =N, - /5 L/L _ &N,I>

est une martingale ayant la propriété de représentation prévisible
par rapport & (Zt,v).

Démonstration de Théoréme 3.4 Admettant le lemme 3.5, l'énoncé est
immédiat. En effet, il suffit de prendre (Q,I,u) = (Cn+1,g,§), N, =
Wt, ol ﬁt est le mouvement brownien de (3.6) par rapport & (Et,F),
v = P, et Ly = dPu/dP]Ft = &g(u). Alors, d'aprés le lemme 3.5, Nt

2 —s =l =S,z 4. _ = t e e
=W, - Jg ao(u) ao(u)esds =w, - [y b ds = Et a la propriété de

représentation prévisible par rapport & (Et,?u) .

Le théoréme 3.2 et 3.4 entrainent immédiatement un résultat
relative 2 Wt. ‘
Proposition 3.6 Soit u* un contrdle optimal. Alors il existe ¢*
processus (gt) - prévisible tel que

(3.15) Wy = Wy + /5(¢%,aB%) p.s.(P),

N,

ou Bx = (Bg) est le mouvement brownien de (3.4) associé & u¥.
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Remarque 3.1 P" = B — P" = P'(voir les définitions (1.10),(3.5)).

Ceci découle de ce gque pour tout AeF,
P(axcl) = BV (axch) ob (¢™1,F) = (c™xch,Expt).

or, T(axcl) = 4,1 aF%/aP-aB(w,w') = f, .1 aBY/aP-aPxap’ (w,w')

AxC AxC

1}

fixcl dPu(w)ag(u,w,w')dP'(w') = 1, aP%(w) = P*(a),

ol ag(u,w,w') = exp{jg L(s,w,u(s,w))dw' - %jgu,dzds .

De méme, on a PV(Axcl) = PV(A). Par conséquent il est immédiat que
pour tout A, PY(a) = P'(A).

84, APPLICATION AU CAS MARKOVIEN

Dans ce varagraphe on se donne une équation différentielle stoc-
hastique du type markovien comme systéme de controdle.

5 = g(t,Xt,u(t,Xt))dt + o(t,X.)dBy, o¢ts T,
X, = %R,
ou B = (B ),0£t4T, est un mouvement brownien & n dimensions. Soit

(4.1) {dx

U un ensemble ouvert dans R (fixé). Les notations suivantes seront
utilisées tout au long de ce paragraphe: T est un temps fixé (fini);
Q°
ant des dérivées partielles continues de tous ordres < j sur D, D
étant un ensemble ouvert dans R™ pour Q(Rn+l . 2(Q) est l'ensemble

des Y(t,x) telles que v/ot, aw/ax , 9 q;/ax ax

= (0,T) x r"; gj(D) est la classe des fonctions continues admett-

J’ i,j=1l,...,n, sont

continues sur Q; gp (Q) est l'ensemble des ¥ (t,x) appartenant &

¢t 2(Q) satisfaisant en outre & la condition polynomiale; |y (t, x)li
c(l+|x| ) pour tout (t,x)eQ, ol ¢ et k sont deux constantes positiv-
es. On suppose que les coefficients de (4.1) satisfont aux conditio-
ns suivantes:

- - <
A) g= g(tvxyu): QOX U -~ Rny gng(Qox u), lg<t1090)| = Cy I gxl +

nA

|gul c, ol gX = (Bg/a xi),l<=i<=n, gu = (3€/3uj),1-<'-jf“-ls

B) o =o0(t,x): Q > R®™ x R®(matrice carrée), oegl(ﬁo),|o(t,0)] < e,

< < - P
|o = ¢, est une matrice définie positive.

x |

Soit ¥ la classe des fonctions ¥ = y(t,x):
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(4.2) Y= {y = q’;(t,x);f)o + U, yest borélienne }.

Rappelons la définition 1.1 de la classe admissible des contrdles U
et posons

(4.3) U

{u = u(t,w)el; 10,T1x ¢"> U, il existe un élément y de ¥
tel que pour tout (t,w),u(t,w) = 1Mt,wt)}.

Proposition 4.1 Sous les conditions A) et B), pour tout élément uel!
il existe une solution faible de 1l'dquation (4.1) et une seule(toujo-
urs en loi !). De nlus il est bien connu que cette solution est un
processus de Markov possédant une densité de probabilité de transiti-
on.

Soient L et h des applications de Qox U dans R+ et de 50 dans R+
respectivement, satisfaisant aux conditions suivantes:

¢) L(t,x,u) = c@ + IxI% + |ul?),

D) h(t,x) = c(1 + [x]|?),

ol ¢ est une constante positive.

Remargue 4.1 Bien oue dans ce cas L et h ne soient vas bornées, si
on réstreint la classe admissible U des contrdles , alors on peut
avoir les mdme résultats & propos des Wu(t), W(t), e.t.c.,oue §2 et
§3. En effet, prenons U* = { uel; Iu(t,w)l2 S k(1 + thlz), pour tout
(t,w)}, k étant une constante mositive, alors 1l'ensemble { f(ufv);
vtg*g } est relativement complet et W(t) sera bien définie (voir
(3.9)). Donc nous écrirons encore U au lieu de U*pour la classe adm-
issible des contrdles.

Définition 4.1 La fonction de perte est donnée par

(4.4) J(w) = EISy L(s,X ,u(s,X,))ds + h(T,X;)],

ol X = (Xt),OétéT, est une solution de (4.1) sur un espace probabili-
8é quelconque (Q,Z,u) et l'espérance est prise pour cette mesure.
Mais il faut noter que d'aprés l'unicité de la solution de (4.1) J(u)
peut s'écrire uniquement:

(4.5) J(uw) = Eu[fg L(s,ws,u(s,ws))ds + h(T,wT)],

iei EY désigne l'espérance relative 3 P4 od Pu(-) = p(Xe.) est une
mesure de probabilité sur l'espace canonique (Cn,g). (voir la remar-
que 1.2)

Posons pour tout uel,
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u_, 12 2 o
(4.6) A"(s) = gzilaij(s,y)a /3y50Y 5 + zizlgi(s,y,u)a/ayi,
1

oli a = (aij) = , est une matrice symétrique définie positive. Le

{
Q
Q

théordme suivant est connu sous le nom de "principe de Bellman",
Théordme 4.2 Soit V = V(s,y), (s,7)eQ°, une solution de 1l'éguation
de Bellman:

(4.7) 0 = aV/os + min{gv(s)v + L(s,y,v)}, (s,y)er,
veU —

avec la condition au bord
(4.8) V(T,y) = h(T,y) pour tout yeR®,

telle que Vegl'z(Q°)et V est continue sur 0°. Alors:
1) pour tout t>0, tout wel',

(4.9) V(t,wt) 2 q(uEv) pour tout vegi, ol w(ufv) est donnée en (2.3)

, et pour t = 0, V(0,x) = J(v) pour tout vel,

2) Si u*el' est tel que

(4.10) éu*(s)v + Lu*(s,y) = mig{év(s)v + L(s,y,v)}, pour tout (s,y)
ve
€Q09

alors pour tout t;O,

(4.11) V(t,wt) = Eu*[fi L(s,ws,u*(s,ws))ds + h(T,wT)lgt] p.s.(Pu*)’

si on pose t=0 dans (4.11) au dessus on a alors V(0,x) = J(u*). Par
conséquent u* est optimal dans U.

Démonstration D'aprés (4.7), pour tout élément (s,y,u)el’x U, on a

< n n
0 = W(s,y)/ds + % z a..(s,y)azv(s,y)/ay.ay. + I g.(s,y,u)x
i=1 19 7 i=1 *
&5
3V (s,y)/3y; + Lis,y,u).

Remplagons (s,y,u) par (t,wt,v(t,w)), t¢(0,T), vel, on a alors
1'inégalité suivante:

< 1 0n 2
(4.12) 0 = 3aV(t,w, )0t + 5 1815 (Famy)? V(W) Py Ry,

1=
i=1

n
+ f;lgi(t,wt,v(t,thBV(t,wt)/ayi + L(t,wt,v(t,w)).
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Soient u et v des éléments arbitraires de U et pour tout t20, soit
ufv un élément de U, défini en(2.2). Pour tout t= 20, en prenant l'es-
pérance conditionnelle de (4.12) par rapport 2 (p7° ,gt),

t %

Eu°vlf$ L(s,ws,v(s,w))ds|gt] > - Eu°v[f${vs(s,ws) + gu°v(s)x
t

V(s,w,) Bs(E] = = EXVIV(T,wy) - V(s,we) [Egl = VE,we) -

1 t
E*Vin(r, iy )E] p.s. (1Y),

Tci nous avons utilisé la formule d'Ito pour V puisque VeC1 2(Q ) et
1a condition (4.8). Finalement, pour tout $= 0, tout vely, on a '

(4.13) V(t,wt) 2 Ev[fz L(s,ws,v(s,w))ds + h(T,wT)|£t] p.s.(va.

Mais le membre de droite est la définition de w(uYV) de (2.3). 5i on
met t=0 dans 1l'inégalité ci-dessus, pour tout vel, on a alors:

v(0,x) & Ev[f% L(s,ws,v(s,w))ds + h(T,wT)] = J(v).

Done l'enoncé est établi. Haintenant, on va démontrer 1l'énoncé 2).
Pour u*cU satisfaisant a (4.10),

EY 1/} L(s,mgux(sywg))ds + n(T,wp) [Eg] = - g (s,wy)
" + h(T,wr) M
éu (s)V(s,wS)}ds|§t] = - g% [V(T,WT) - V(t,wt)lgt] +

B (0 (T, wg) | B ] = V(6,w)  ps. (M),

Par conséquent on a la formule (4.11). Si on fait t=0 dans cette
égalité alors V(0,x) = J(u¥). D'aprés 1'énoncé 1), J(u*) = v(0,x)
= J(v) pour tout vel, alors u* est optimal dans U.

Remarque 4.2 1) I1 faut remarquer que inf J(v) inf J(v). Comme U'
vel' vel -

cU d'aprés les définitions de U, U', il est clair aue inf J(v) z
- -7 veU'

ing J(y). Toutefois, la relation inverse est aussi immédiate du thé-
Vel

oréme 4.2. Il résulte de ces arguements qu'il suffit de considérer
des contrdles apvartenant 2 g'(qui est plus petit que U) lorsque les
conditions du théoréme 4.2 sont vérifiées. -

2) Ce théordme donne une condition suffisante pour gqu'un contrdle
admissible u* soit optimal. Or, sur le probléme de l'existence de la
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solution de 1l'équation de Bellmen (4.7) et de l'existence du contrdle
optimal, il y a jusqu'd présent quelques résultas (voir Fleming et
Rishel[6] chapter VI, §6).

Nous allons préciser les résultats dans le cas markovien pour
pouvoir les appliquer plus facilement & quelques exemples. Rappelons

que lorsque un contrdle admissible u* est optimal, alors, d'apres la
“a s >
proposition 2.5, pour tout =0,

(4.14) W

1n:[£‘1T E [fT L(s,w ,v(s,w))ds + h(T,w )|F 1
€]
=t

* *
u 2 L(s,ws,u*(s,ws))ds + h(T,wT)|£t] p.s. (P%).

t

E

Cependent, d'aprés (4.11), W, est égale & V(t,wt) lorsque les condi-
tions du théoréme 4.2 sont vérifiées. De méme pour W&*(t) définie en
(2.13), on a:

(4.15) Wlx(t) = V(g,w.) + fg L(s,wg,u*(s,w ))ds, p.s. (B%).

Comme V(t,y)eg%’2(Q°), d'aprés la formule d'Ito, on a alors

(4.16) W2y (6) = V(0,%) + SEV_(s,m) + A% (s)V(s,w ) s +

fg(vy(s,ws),chs) + fg L(s,ws,u*(s,ws))ds

v(0,x) + fg(vy(s,ws);Jst), p.s.(Pu*).

Ici nous avons utilisé (4.7) et (4.10). Il faut remarquer que V(0,x)

=J(u*) = inf J(v) = W, = W&*(O). Finalement on peut résumer ainsi ce
v el

qui précéde:

Théoréme 4.3 Sous les conditions 1) et 2) du théordme 4.2, si u*el'
est un contrdle admissible qui est optimal et qui vérifie la formule
(4.10), alors la fonction W&*(t) peut s'écrire (4.16).

Par conséquent on a une formule explicite de W' (t) dans le cas
markovien et la formule (4.16) justifie 1'ecr1ture de W % (t) comme
intégrale stochastique relative a (Bt,P ) lorsque u* est optimal.
Plus généralement, d'aprés la proposition 3.3 et (3.11l), on a le ré-
sultat suivant:

Corollaire4.4 Sous les conditions du théoréme 4.3, Wt donnée en
(3.9) peut s'écrire:

(4.17) Wt = V(0,x) + fg(vy(s,ws),Ost) + B! p.s.(?u*),
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ol Et = (Bt,B%) est le mouvement brownien sur l'espace canonique

(Cn+1,g) 4 valeurs dans Rn+l, déterminé uniquement par 1l'équation
différentielle stochastique (3.4) associé & u = u¥*. Par conséquent

2

dans ce cas, ¢* définie en (3.15) est égale & (Vy(s,ws)).

1

§5. QUELQUES EXEMPLES
I. Le cas linéaire

Bien qu'il y ait quelques résultats relativement & l'équation de
Bellman (4.7) (4.8), il est en génégal difficile d'obtenir une solut-
ion explicite. Poutant dans le cas linédaire on peut avoir facilement
une solution explicite de cette équation. Supposons que 1l'on se donne
un systéme linéaire des équations différentielles stochastigques:

{dxt
%o
et la fonction de perte:

(5.2) J(u) = E[fg{X%MtXt + wNoug at b X4DXg1,

aB 0O<tsT,

HQM+Gﬂﬁt+c

xéfﬂ

(5.1) T

ol X'(u') désigne le vecteur transposé de X(u), respectivement.
Supposons que
A) o= (oij(t)),oétéT,léi,fén, est une matrice carrée, définie posit-
ive,
F = (F;(8), ¢

]

(G, (t)),05427,1%i, jn, sont des matricescarrées
1)

B) M = (Mij(t)), D = (Dij(t)),oitiT,lii,j $n, sont des matrices carr-
ées, définies nonnégatives, symétriques,
N = (Nij(t)),oétéT,léi,jén, est une matrice carrée, définie posit-
ive, symétrique.

Dans ce cas il n'y a pas de contrainte, autrement dit, U = R™.

Voici un résultat d'existence de la solution de Bellman que l'on peut

calculer aisément a la main.
Théoréme 5.1 Posons

(5.3) V(s,y) = y'Ky + ag, O=s=T,

o K = (Kij(s)),oéséT,lii,jén, est la matrice solution (unique) de
1'équation de Ricatti munie de la condition terminale:

1

(5.4) dK/ds = - FK - kF' + KGN "G'K - M, K, = D,

T
et q = (a,),05s5T, est définie par

n T
5.5 = ..
(5.5) agq ifj:ljs ala(S)Kij(S)dS, a =go'
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Alors V(s,y) est une solution de (4.7) (4.8), de plus si on pose

(5.6) u*(s,y) = - N;l

alors u*(s,y) vérifie la formule (4.10), donec, d'aprés le théoréme

CiK Y,

4.2, u(s,w) = u*(s,ws) est optimal.

Notons que u*(s,w) appartient & U' (cf.la remarque 4.1). De plus
on peut constateyaisément que K = (Kij(s)) est une matrice symétrique
et, si D est définie positive, alors K est aussi définie positive. En
différentiant des deux cdtés de (5.3), on a alors

(5.7) av/sy(s,y) = 2K y.

D'aprés le théoréme 4.3, W&*(t) et Wt peuvent s'écrire:

(5.8) W', (t) = V(0,x) + 2 fg(szs,osdB:) p.s. (%),

- -1]
(5.9) Wy = V(0,%) + 2 fg(szs,csst) + B} p.s. (B,

ou B*= (B%,B'') est le mouvement brownien sur (Cn+l

»E) & n+l dimensions
de 1'équation (3.4) associée & u = u*.
Maintenant, nous allons démontrer unicité des lois optimales de
la maniére suivante: soit u = u(t,w) € U et soit B = (B,B') 1le
N ﬁ+l,E),

mouvement brownien & n+l dimensions sur (C déterminé par 1l'éq-
uation (3.4) associée & u, tandis que l'équation (3.4) associée & u

peut s'écrire:
aw, = {Ftwt + Goug )t + 0,.dBg, Wy = X,
awg = { (wg) 'Myw, + (u.)'Nyou }at + dBf, wy = 0.
Pour u*(s,y)défini en (5.6), de m@me on a 1l'équation associéde a

u* car u*eU. En comparant cette deux équations, B* = (B%,Bx'), le
mouvement brownien associé 3 u*, peut s'écrire:

= -1 = =
dB¥ = aBy + (o) {G.u, - Guuf)dt, BY¥ = By =0,
dB¥' = aB! + {(u;)'Nyou, - (u})'Nou¥ias, BY' = Bj = O.

Par conséquent, la formule (5.9) peut s'écrire:

_ t t
Wt = V(0,x) + ZJb(KSwS,oSdBS) + 2 fo(KSwS,Gsus - Gsug)ds
+ BY + Jg{(us)'Nsus - (uf)'N ux}ds

i t
V(0,x) + Mg + Sote(kgwy, Gou, - GguX) + (ug,Nou ) -
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(ux,N u¥) }és,

= t . . .
ol My =2 jb(szs’osst) + B représente la partie de martingale
par rapport i (gt,Fu) de Wt' D'aprés le théoréme 3.2, pour que u soit
ovtimal dans Y il faut et il suffit que Wt soit une martingale unifo-
rmément intégrable var rapport & (Et,ﬁu). Donc u est optimal si et
seulement si la partie de variation finie de Wt est nulle. Autrement
dit,

Q(Ktwt'Gtut - Gtug) + (ut’Ntut) - (u%,Ntug) =0
pour tout (t,w) sauf des ensembles négligeables relative & la mesure
produite dt ® dP. Posons u - ug = Vi alors on a:

(u,Nu) = (v+u*,N(v+u*)) = (v,Nv) + 2(v,Nu*) + (u*,Nux),

puisque N est une matrice symétrique d'aprds l'hypothese. Par conséq-
uent, on a alors

0 = 2(Kw,Gv) + (v,Nv) + 2(v,Nux),

Notons que uy = - (Nt)_l(Gt)'Ktwt d'aprés la définition de u*, (5.6),

alors
(Kw,Gv) + (v,Nu*)

(Kw,Gv) - (v,(G)'Kw) = O,

par conséquent, (v,Nv) = 0. Du fait que N est une matrice définie
nositive d'anrés 1l'hypothése il est immédiat que v(t,w) = O p.s. (dtQ
dP). Finalement nous vouvons récapituler ce qui précéde ainsi:
Théordme 5.2 Supposons que le syst®me de contrdle et la fonction de
perte soient donnés par (5.1) et (5.2) respectivement avec les cond-
itions A) et B). Alors la loi optimale est unique, de plus il résulte
du théordme 5.1 que cette unique loi est Pu*, ol u* est défini en
(5.6).

Remarque 5.1 En ce qui concerne le contrble stochastique dans le cas
linéaire, il y a beaucoup de travails jusqu'a présent, mais surtout
J.M.Bismut a montré dans son article [1], l'existence et l'unicité du
contrdéle optimal dans le cas ol tous les coefficients mémes sont des
variables aléatoires et de plus o dépend du paramétre de contrdle.
Néanmoins il faut remarquer gque notre résultat (le théoréme 5.2) n'y
est pas compris puisqu'au début la formulation est différente entre
lui et nous.(cf. la remarque 1.2,(3) au §1.)

Exemple TII
Considérons un exemple nonlinéaire déjd traité dans des articles
(171,[81,1101). Le systéme de contrdle est donné par l'équation diff-
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érentielle stochastique suivante:

<
s = ult,X)at + 0,dB,, O<t=T

(5.10) {dx

XO = xeRn,
et la fonction de perte par:

(5.11) J(u) = EUSF L(s,|X ] )as + n(z, X1,

A)o= (cij(t)),oétéT,léi,jin, est une n-matrice carrée, définie

positive, et B = (Bi(t)), 05427, est un mouvement brownien & n dimen-

sions.

B) L = L(t,x) est une application de [0,T]1x R _ dans R+(i.e.L§O), mes-
urable en (t,x) et croissante en x pour tout t (fixé),

C) h = h(t,x) est une application [0,T]x R, dans R vérifiant les
méme conditions que L.

On va définir la classe admissible des contrdles de la maniére
suivante: on écrit uegb si
i) u = u(t,w) est une application de [0,Tlx ¢™ dans R®, mesurable en
(t,w),
ii) pour tout t, u(t,.) est F, - mesurable,
iii) u(t,w)esk pour tout (t,w), ol Sy = { xeR™%; | x| <Kk}

Definition 5.1 On dit que u est un contrdle admissible si u apparti-

ent & U . On d1t aussi que Ub est la classe admissible.

Remarquonévﬁour tout uel il existe une et une seule(toujours en
loi !)solution faible de (5.10) puisque u est borné. Dans ce cas,
évidemment, la classe admissible gb est plus petite que U (ef. la
définition 1.1 au §1). Mais remarquons aussi que nous pouvons utilis-
er Ub au lieu de U dans 1es dlscu581ons précédentes (§1,2,et§3) du
fait que l'ensemble {f(u.v)°ve(U ) } est aussi relativement complet.

Sur le probleme de trouver un controle admissible u¥* minimisant
Ji(u) dans U le théoréme suivant est bien connu ([10]):

Théoréme 5.3 Soit y* l'application de R" & valeurs dans R? telle
que, pour tout x = (xl,...,xn),

{ -kxi/lxl, si x # 0,

(5.12) v (%)
(0] , 81 x = O,

]

Alors u*(t,X) w*(Xt) est ovtimal dans gb, ou X = (Xt) est une solu-
tion de 1'éauation (5.10) sur un espace probabilisé (Q,z,u) associée
4 u = u¥, Par ailleurs cette solution est unique au sens des traject-
oires: donc elle est la solution forte de 1l'équation (5.10). ( cf.

y [71)
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Comme dans cet exemple I apparaissant en (5.11) ne dépend pas du
paramdtre de contrdle u,

%
(5.13) W} = ing ;! E® VT L(s, w )as + h(T,|wy| )| E,] +
L

fg L(s,|ws|)ds

ne dépend plus de u, on n'a donc vlus besoin ni d'un espace probabil-
isé (cn+1,g,P) ni de W, donnée en (3.11) mais il suffit de considérer
Wt ou W% sur (Cn,g,P). D'apreés le paragraphe 2, on sait que lorsque

u = u*(t,w) = y*(w,) Aéfini en (5.12) est optimal, (W,E,,P") est
une sur-martingale et (Wé,gt,Pu*) est une martingale uniformiment
intégrable ( cf. le théoréme 2.3, le corollaire 2.4). De plus on sait
aussi que u = u¥ étant optimal, Wt peut s'écrire

(5.14) W, = E¥[/ L(s,lw )as + n(,lwyl )[E,], p.s. (@),
ou encore
(5.15) W= Eu*[J% L(s,|ws|)ds + h(T,|wT|)|£t], p.s.(Pu*).

Ces égalités correspondent 2 (2.12) et (2.13). Or, d'aprés le théoré-
me 3.4, u = u* étant optimal, W% est représentée comme intégrale sto-
chastique par rapport & B* = (B%) de la maniére suivante: il existe
une fonction ¢ * prévisible par rapport & (gt) telle que

(5.16) Wy =W, + ﬂg(¢g,d3g) p.s. (P%),

ol B¥* = (Bz) est le mouvement brownien de l'équation (5.10) associée
3 u = ux,

Maintenant nous allons vérifier si u* de (5.12) est unique dans
Eb. Désormais, supposons que o= I, L = O, Le lemme suivant est effic-
ace pour notre but. n
z

2 i, 2 *
Lemme 5.4 Posons £y = |wt| ( = J wﬂ ), alors (&t,gt,Pu ) est un

processus de Markov. 1=

Démonstration Si u = u* alors l'éguation (5.10) peut s'écrire:

(5.17) dw, = ux(t,w)dt + aB¥, wy = X,

mais, d'aprés (5.12), on a

kw%

lw, |

x1
+ ’

i
(5.18) dwy

dt + dB 15isn, wy = X.

En utilisant la formule d'Ito, on a une équation différentielle
stochastique relative & (&;):
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(5.10) (@€, = - 2kE.)Y%at + 2(¢,) 238 % + nat,
{ t t t t
2
go=xv
ol B¥* = (B%) est un (Et,Pu*)—mouvement brownien & une dimension, déf-

ini par la formule suivante:

(w, ,dBX) B dB*l

(5.20) gy = o 1=l , siw #£0,
{ || |y |
66 = 0, si Wt = 0,

En effet, il est facile de voir que (S%) est une martineale continue
dont la crochet <B¥%, B*> est égale & t. Par conséauent B* est un mou-
vement brownien 3 une d1mens1on par rapport 2 (Ft,P ). D'aprés Yama-
da et Watanabe [151, on sait que 1l'édguation (5.19) a une solution et
une seule en trajectoire. Donc il est naturel que l'unique solution
Et de cette éaquation est un processus de Markov.

Lemme 5.5 Il existe une fonction Kﬁ:[O,T]x R_,_—> R telle ocue

(5.21) W, = EXIA(T,6,)] + /& Ky (s,6,)a8% , p.s.(?"),

ol W, est définie en (2.7) et HA(t,x) = h(t,xl/z) pour tout (t,x), x20.

Démonstration Il faut noter que W% = Wt car L=0 (ef.(2.11)). Pour
la facilité, tout d'abord, discutons sur le cas ou la fonction h ne

dépend pas de t. Soit P(t,x,dy) la probabilité de transition du proc-
essus £ . Si Pﬁ(t,x) =[h(t,y)P(t,x,dy) € gl’Z(Qo)(cf.§4), alors

1/23
X h

En fait, ici nous avons utilisé la formule d'Ito et l'équation diffé-

Wt

n

Pa(T,80) + 2/5(E) (T-s,8,)aB%.

rentielle en arridre de Kolmogorov, Donc dans ce cas il suffit de
prendre 2(58)1/22x h(T s,E ) comme Kﬁ(s E ) en (5.21). I1 faut remar—
quer gque PH(T,g ) = E*[h(E )]. Dans 1le cas général 1l'énoncé découle
du fait que si Et est un processus de Markov alors le couple (t,gt)
est aussi un processus de Markov.(Pour le détail, voir [3])

Soit u' un élément arbitraire de gb, d'aprés le théoréme de
Girsanov, le processus défini par

(5.22) aBt = abx - {(uf,w/lw.]) + KJas, 84 = 0,

est un mouvement brownien a4 une dimension sous Pu'. En substituant
(8') & (B*) dans la formule (5.21), on a alors
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Wt E*[n(T, Q )](—W ) + sY Kh(s 13 )dB'

+ fO Ki(s, & ){(u',ws/lwsl) + kHds.

I1 résulte du corollaire 2.4 que pour que u' soit optimal il faut et
il suffit que W (—W') soit une martingale uniformément intégrable
relative & (Ft,P ) Par conséquent, il est immédiat que u' est opti-
mal si et seulement si la partie de variation finie de membre de
droite est nulle. Si la fonction Kh(s E ) ne s annule jamais sauf un
ensemble négligeable relative & la mesure ds @ ap4 , alors u' est ovp-
timal si et seulement si (u',w /Iw ) + k=0 p.s.(ds ® 4p '). Poso-

ns v, = u¥ - ué, alors (v, ,u*) —kw /Iw |- ul,~kw /Iw 1) =
k(ué,ws/lwsl) p.s. (ds4® apt ). Par consequent deux vecteurs v

et u* sont orthogonals, et ensuite il est immédiat que (v,v) = 0. En
effet, (u',u') = (u*-v,u*~v) = (u*,u*) + (v,v) = K2 4 (v,v). Toutef-
ois, notons que (u',u') = x° car u'egb(cf.la définition 5.1), donc

si u'egb alors (v,v) = O. En récapitulant ce qui précéde, on a le
Théorédme 5.6 Supposons queo= I et L = O dans les formules (5.10) et
(5.11). si Kh(s,ﬁs) apparaissant dans (5.21) ne s'annule jamais sauf
un ensemble négligeable par rapport & ds @ 4P alors la loi optimale
est unique, de plus il résulte du théordme 5.3 que cette unique loi
est PY", ol u* est aéfini en (5.12).

Remarque 5.2 D'apreés [8], pour u = ux(t,w), o (u*) définie en (1.11)
est o{]w |,s—t}— adaptée. Donc s'il y a un1c1te de loi optimale alors
la loi optimale est c{lw |;8=t} - mesurable.
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