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CONTROLE STOCHASTIQUE CONTINU ET MARTINGALES

par Masatoshi FUJISAKI

INTRODUCTION Il y a quelques années, M.H.A.Davis

et P.Varaiya[2] ont démontré que pour qu’un paramètre de contrôle
choisi dans une classe assez grande soit optimal, y il faut et il

suffit que l’éspérance conditionnelle de la fonction de perte soit
une martingale uniformément intégrable.

Dans cet article nous développons cette situation et nous
résolvons quelques problèmes associés au contrôle stochastique
continu.

Les paragraphes 1 à 3 sont consacrés à la formulation du contrô-

le stochastique continu en terme de théorie des martingales, et les

paragraphes 4,5 à quelques exemples.
Les résultats des paragraphes 1 à 4 sont relativement connus,

mais nous les réformulons pour résoudre d’autre problèmes. Dans le

paragraphe 5 nous obtenons, pour les deux cas (linéaire et nonlinéaire

), l’unicité des lois optimales, dont les existences sont déjà
- vérifiées dans [ 61 et [ 101.

Je remercie ici P.A.Meyer de m’avoir accueilli à Strasbourg
avec beaucoup de gentillesse pendant deux ans; je remercie aussi les

membres du séminaire de probabilités de l’Université de Strasbourg

pour des discussions très instructives. Mais surtout, je remercie ici

M. Yor avec qui j’ai également eu de nombreuses discussions au.sujet de cet article.

sI. PRELIMINAIRES, NOTATIONS, DEFINITIONS.

Soit T un temps fixé, fini. Soit en l’espace des fonctions
continues sur [0,T] à valeurs dans Rn, muni de la norme uniforme.
Désignons un élément de en par w, et sup |w(t)|. Soient F la’ 

*

tribu borélienne de en et (Ft), O~t~T, la famille croissante des sous

tribus de F, telle que pour tout t>0 Ft soit engendrée par les
variables ( w(s); s~t). Soit U un ensemble borélien de RZ que nous
appelons l’espace de contrôle. Posons

gl(t,w,u) : [O,T1x Cnx U  Rn-m,

g2(t,w,u) : Rm,
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~(t,w) : 
où. désigne l’espace des matrices cartes à k dimensions.

Nous considérons le système des équations différentielles

stochastiques suivant avec condition initiale Z(o) = z, où z est un

vecteur fixé de R~:

(1.1) 
= g(t,Z,u(t,Z))dt + 0t~T,

Zo = z,
oùZt = (Xt Yt), g = (g1g2), 03C3=(03C310 0 03C32), Bt = (B1t B2t)
et X~, B~ Yt’ R~. 8 = est un mouvement

brownien à n dimension, X = est un processus inobservable

que nous appelons l’état du système et Y = est un

processus observable que nous appelons "output". u = u(t,Z) est le

paramètre du contrôle: il sera défini rigoureusement plus loin. Nous

allons considérer d’abord l’existence et l’unicité de la solution de

cette équation (1.1). Ici l’existence signifie celle d’une solution

faible et l’unicité signifie l’unicité en loi (voir [131 pour les

définitions de la solution faible et l’unicité en loi).
Supposons que le coefficient g de (1.1) ait la forme

(1.2) g(t,w,u) = b(t,w) + o(t,w)0(t,w,u)

où b, o, 6 satisfont aux conditions suivantes:

(b.l) b(t,w) est une application de en dan3 R~B mesurable
en (t,w),

(b.2) pour tout t, b(t,w) est F.. - mesurable,
(b.3) k(l + k étant une constante ’Positive, et

~.~ désigne la norme dans R~.

o = o(t,w) est une application de en dans R~ x R~ satisfaisant
aux conditions (b.l) et (b.2). Quant à 6 = il satisfait

aux conditions suivantes:

(6.1) 6(t,w,u) est une application de en x U dans R~B
mesurable en (t,w,u),

(6.2) pour tout t et u, e(t,w,u) est F.. - mesurable,

(e.3) ~g(t,w,u)~ ~ + ~w~ ~ + ~u~).
Nous commençons par considérer l’équation différentielle stochastique
suivante:
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(1.3) dZt = b(t,Z)dt + Z = z.

Hypothèse L’équation (1.3) a une solution faible et une seule(
unicité en loi).
Les exemnles suivants vérifient cette hypothèse. -

1. b(t,w) et a(t,w) satisfont (b,l), (b.?l et (b,3) et la

condition lipshitzienne suivante:

(b.4) jb(t,w) - b(t,w’ )~ ~ k sup ws - ws~ , où k Deut dépendre de0=s=t 
t.

Exemple 2. (Stroock et Varadhan) b = Rn-+- Rn, o =

o(t,x):[O,Tlx Rn + Rn, autrement dit, b(t,Z) - et Q (t,Z)
= b et o sont continues en x et bornées. De plus, a(t,x) =
Q’(t,x)Q(t,xj est uniformément définie positive, où o’ désigne la
matrice transposée de a.( Ultérieurement nous promettons que si A est
une matrice quelconque alors A’ désigne celle-ci transposée de A)

Comme d’habitude nous employons une méthode de Girsanov([91)
pour obtenir une solution faible de (1.1). Dans ce but, définissons
la classe des contrôles. Soit Yt une sous tribu de Ft engendrée par
des ensembles {w = (w1,w2) ~ Cn-m x Cm; w2 el., w2s2 ~03932,...,w2sn 2 er },

où sont des ensemble boréliens dans Rm.
Soit st(OstT) et soit Ut l’ensemble des applications u ayant les
trois propriétés suivantes:

(u.l) u est une application de [s,tlx Cn dans U, mesurable en (t,w),
(u,2) pour tout u(r,.) est Yr - mesurable,
(u.3) pour toute solution v de (1.3), 1 p.s.v ,
où p:(u) est défini par la formule: 

s

(1.4) 03C1ts (u) = 8 (r,Z ,u(r,Z))dB° - ts ]8] 2dr ), 

et est une solution de l’équation (1.3) et ensuite

E [.~ représente l’espérance par rapport à .

Définition 1.1 Nous appelons Ut la classe admissible des contrôles
sur [s,tl. Posons U~ = U, nous appelons simplement cet ensemble la
classe admissible des contrôles, et tout élément de U un contrôle
admissible.

Remarque 1.1 1) Si u’ appartient à Ur et u" appartient (r~s~t)
et si on définit u(T,w) = u’ (T ,w) sur [r,s) et u(T,w) = u" (T ,w) sur
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[s,t 1 alors u(T,w) appatient à Utr.
2) Si u appartient à : U alors, pour tout intervalle [s,tl contenu dans

la restriction de u à [s,t1(nous désignons celle-ci par
u|[s,t]) appartient à (voir [ 21 )

La proposition suivante est fondamentale puisqu’elle assure

l’existence de la solution faible de l’équation (1.1) pour tout
contrôle admissible.

Proposition 1.1 Pour tout u appartenant à U, il existe une et une

seule solution faible (en loi) (Z,B) de (1.1) sur un espace probabil-
isé (03A9,03A3, ). En général,  dépend du paramètre u.
Démonstration Soit (Z,B°) une solution de l’équation (1.3) sur un
espace probabilisé ( S~, E, v) . Il résulte de (u.3) et du théorème de

Girsanov que si on définit ~ par

(1.5) d~ = (i.e. p(A) = A~E ),

alors  est aussi une mesure de probabilité sur (03A9,03A3) et

(1.6) dBt = dB~ - 6(t,Z,u(t,Z))dt, Bo = 0,

est un mouvement brownien à n dimensions par rapport à cette nouvelle

mesurer. On sait par ailleurs que l’unicité en loi de l’équation

(1.3) et la condition (u.3) entrainent unicité en loi de l’équation
(1.1). (voir [131 )

La fonction de perte. Soit L(t,w,u) une application de [0,Tlx
en x U à valeurs dans R+(i.e. L est nonnégative) satisfaisant aux
conditions suivantes: 

(L.1) = (e,l),
(L.2) = (e.2),
(L.3) L(t,w,u) est bornée uniformément en (t,w,u).

Soit h(t,x) une application borélienne de [o,Tlx Rn dans R+(i.e.h
est nonnégative) et de plus

(h.l) h(t,x) est bornée uniformément en (t,x). ,

Définition 1.2 Posons

(1.7) J(u) = L(t,Z,u(t,Z))dt + 

où Z = (Zt) est une solution de l’équation (1.1) sur un espace prob-
bilisé (03A9,03A3, ), Eu désigne l’espérance par rapport à p, et T est le

temps de sortie du processus Z d’un ensemble ouvert de Rn auquel le

point initial appartient. Alors on dit que J(u) est la fonction de
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Définition 1.3 On dit qu’un élément u* appartenant à U est o timal si

(1.8) J(u*) = inf J(u). 
’

ueU

Remaroue 1.2 1) Du fait de l’unicité en loi de l’équation (1.1), il

est facile de voir que pour toute solution Z = (Zt) de (1.1) on a

(1.9) Eu[ lT 0 > u(t > Z ) ) dt + 1 = L(t,w,u(t,w) )dt +

où Pu est la mesure de probabilité sur l’espace canonique (en,)
définie par Pu(A) = AeF. Si a est une matrice positive alors

il résulte de l’unicité en loi que Pu est uniquement déterminée par

(1.10) Pu(A) = J’ pour AeF,

(1.11) aT(u) = exp { fT 6 (t,w,u(t,w) - T0| 03B8t| 2dt} ,

où P est la mesure sur (Cn,F) déterminée uniquement par la formule
v(Ze:A) = P(A), où (Z,v) est une solution de l’équation (1.3), et

(wt,Ft,P) est un mouvement brownien défini par

(1.12) w - 0.

2) Soient u, u’eU et (S~’,E’,u’,Z’,B’) des solutions

arbitraires de (1.1) associées à u et u’ respectivement. Soient Pu
et Pu des distributions sur l’espace canonique (Cn,F)associées à Z
et Z’. Alors l’unicité en loi de l’équation (1.1) implique que Pu et

sont absolument continues. Par ailleurs, si 6 est une matrice

définie positive alors est uniquement déterminée par (1.10).

3) En général le problème du contrôle stochastique est de chercher un
contrôle optimal u* qui minimise une fonction de perte J(u) quelcon-

que dans une classe suffisamment grande. A cause de la forme de J(u)
donnée en (1.7), il faut noter que l’on ne s’intéresse pas à la

trajectoire elle-même de la solution de l’équation (1.1), mais à sa
loi. Donc si l’on se restreint au problème de minimisation, on peut
prendre une classe admissible plus général que U dans la définition

1.1. Par exemple, d’après [101 , on dit qu’un couple (u,B) est un

système admissible sur un espace probabilisé si B = (Bt)
est un mouvement brownien, u = (ut) est un processus optionnel et
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uniformément borné sur cet espace. Dans ce cas il faut remarquer que

le paramètre du contrôle ut n’est pas nécessairement de forme de

"feedback", c’est à dire, u(t,Z (c~ ) ), {t,c~ )E [ 0,f x S~ , mais il

est simplement adapté à la tribu Et.

§2. LA FONCTION DE VALEUR ET LE PRINCIPE OPTIMAL

. Dans ce paragraphe comme nous n’avons besoin que de la fonction

de perte, nous pouvons nous placer dans le cas de l’espace canonique.

la remarque 1.2 (1.9), si T = T alors

(2.1) J(u) = L(t,w,u(t,w) )dt + 

où Eu désigne l’espérance relative à la mesure Pu définie par (1.10).

Hypothèse On suppose désormais que a est une matrice définie positi-

ve.

Alors remarquons que Pu est donnée par la formule (1.10). Soit t

arbitraire (fixé). Soient u, v eU et si on définit uâv par
sur [ O,t)

(2.2) uov(s,w) = (v(s,w) sur [ t,T 1
alors u~v appartient à U d’après la remarque 1.1. Supposons que les
familles (F ) et (Y ),O~t~T, satisfont aux conditions habituelles,
i.e. (Ft) est continue à droite et complète par rapport 

Fo (Yo) est P - triviale.

Définition _2.1 Définissons 03C8(utov) et f(U;v) par les formules suivan-
tes :

(2.3) 03C8(utov) = + 

où l’espérance est relative à la mesure 

(2.4) f uov) = + 

On a alors

Proposition 
2.1 

’ 

s
= 

i

Au lieu de nous écrirons  u (t), fu(t) respectivement.
D’après l’hypothèse que Y est P-triviale, si on met t = 0 dans (2.3)
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et (2.4) alors

(2.5) = = J(v). 
,

Proposition 2.2 Pour tout t, e 

Démonstration D’après (L.3) et (h,l), on a l’inégalité

L(s,w,v(s,w))dt 

~ k = k, où k est une constante positi
ve.

Il est bien connu que est un treillis complet par
l’ordre partiel  défini par: f1  f2 => f1(w) = f2(w) p.s.(P). Not-
ons que pour tout t>0, u~ Ut0 il existe un élément f de tel

que f ~ f(uov) pour tout En effet, pour tout (t,u,v), 
puisque L~O et Comme est un treillis et l’ensemble

(f(uov); est borne inférieurement on peut définir de

cet ensemble dans L . Par conséquent, pour tout ueU, posons

(2.6) = 

~Ët
Nous allons définir une fonction qui jouera un rôle très import-

ant plus loin.

Définition 2.2 Posons pour tout t~0 et tout 

(2.7) = inf Eutov[Tt L(s,w,v(s,w))dt + 
Alors on a

inf f(utov) vu(t)

(2.8) W (t) = 

= 20142014~20142014201420142014. 
~ = 

20142014.:20142014201420142014 p.s.(P).
v~UTt E[03B1t0(u)|Yt| E[03B1t0(u)|Yt]

Donc c’est une normalisation de V (t). On dit que est la

fonction de valeur.

1) a) pour tout Vu(t) ~ f(utov) p.s.(P), b) pour tout ~> Q, MeF,

il existe un élément v~UTt -bel que M Vu(t)dP + e > M

D’après [4], l’inf (=Vu(t)) est Yt - adapté ( plus précisément, Y. -
optionnel puisque (Yt) est continue à droite ).
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Le théorème suivant est fondamental pour nos discussions ultéri-

eures.

Théorème 2.3 (Rishel, Davis et Varaiya) Pour tout h>0, et usg,
vérifie le "principe optimal" suivant:

(2.9) p.s.(P).

En particulier, pour que u soit optimal il faut et il suffit que

(2.10) p.s.(P).

Posons pour tout 1=0, ue~,

(2.11) = + ,

alors le théorème précédent entraine immédiatement l’énoncé suivant.

Corollaire 2.4 Pour que ueU soit optimal il faut et il suffit que

soit une martingale. En général, pour tout contrôla
admissible u. est une sous-martingale.

Il y a encore un autre critère pour que u soit ontimal.

Proposition 2.5 Soit u un contrôle admissible. Les assertions suiva-

ntes sont équivalentes:

1) u est optimal,
2) pour tout .

(2.12) = L(s,w,u(s,w))ds + 1 

3) pour tout 

(2.13) = L(s,w,u(s,w))ds + h(T,w~)~ ~~ 1 p.s.(P).

Démonstration Il est évident aue (2) et (3) sont équivalentes d’an-

rès les définitions de et W’(t). Donc il suffit que l’on véri-

fie que (1) équivaut à (3). Supposons que (2.13) est vrai pour un

élément u de U, alors est une martingale uniformément

intégrable. Le corollaire 2.4 implique que u est optimal. Réciproqu-

ement, si u est optimal, alors d’après la définition 1.3,

J = + = inf L(s,w,v(s,w))ds~ -~ 
VeLJ 

+ 

Mais, J ~ inf Euov[t0 L(s,w,u(s,w))ds + Tt L(s,w,v(s,w))ds + v~UTt
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= Eu[t0 L(s,w,u(s,w))ds1 + infT Euov[T t L(s,w,v(s,w))ds +
v~UTt

où ujv est un élément de U, défini en (2.2). Il résulte de la défini-

tion de que 

-

J ~ Eu[t0 L(s,w,u(s,w))ds] + infT~~~
(voir (2.3), (2.4) et la proposition 2.1) D’après Davis et Varaiya
[21, pour tout e>0, tout t>0, il existe un élément v de tel que

 +e , p.s.(P)~~. Donc on a 
-

J ~ L(s,w,u(s,w))ds 1 + 1 = E~[/~ 
+ 

Or, J = J(u) = L(s,u)ds + = +

+ L(s,u)ds + = 

+ L(s,u)ds + 

Par conséquent, BÎ L(s,u)ds + 0.

La définition de implique que l’intérieur de l’intégrale est

nul. Donc on a l’énoncé (2.12) ( et par conséquent (2.13)).

§3. UNE FORMULATION EN TERMES DE THEORIE DES MARTINGALES

Supposons dorénavant que Y. = F. : Donc nos arguements ne concernent
que le cas complètement observabable. Le cas général est un sujet

pour le moment extrêment difficile sur lequel nous travaillerons ult-

érieurement. Rappelons que le système de contrôle et la fonction de

perte sont toujours donnés par les formules suivantes:

(3.1) 
= g ( t , Z , u ( t , Z ) ) . d t + g(t,z)dBt, 0t~T,

(3.2) J(u) = L(t,Z,u(t,Z))dt + 

où le coefficient g est du type g(t,w,u) = b(t,w) + 

(1) Lorsque l’ensemble a cette propriété on dit qu’il
est relativement complet (voir aussi[21 ).



265

Pour le moment nous supposons vérifiées les même conditions que le

paragraphe 1.

Nous allons, tout d’abord, modifier les résultats du paragraphe

2 (le théorème 2.3, le corollaire 2.4) auxquels on peut appliquer la

théorie des martingales. Si dans (3.2) L ne dépend pas du paramètre

de contrôle u, alors on peut vérifier aisément que donnée en

(2.10) ne dépend pas non plus de u car Yt = Ft. Par conséquent si on
écrit celui-ci W’(t) alors il résulte du corollaire 2.4 que u est op-

timal si et seulement si est une martingale uniforméme-

nt intégrable. où
Dans le cas dépend de u, en utilisant la méthode

analogue à celle de Pontriaguine on peut obtenir une martingale quel-

conque ayant la même propriété que Dans ce but nous introduis-

ons un nouveau mouvement brownien à une dimension sur un espace prob-

abilisé (S~’,E’,u’) et nous définissons un nouveau processus Z’ = (Zi)
sur l’espace probabilisé produit 

par la formule suivante:

(3.3) dZi = L(t,Z,u(t,Z))dt + dB,~ , 
Ici, Z = (Zt) est une solution de l’équation (3.1) sur un espace

probabilisé et u est un contrôle admissible(i.e. Désig-

nons par Z le couple des processus (Z,Z’) sur l’espace (S~,E,~) à
valeurs dans Rn+1, alors Z est une solution de l’équation différenti-
elle stochastique:

g(t,Z,u(t,Z))dt + 
(3.4) 1 
ou B+ est un muvement brownien à n+1 dimensions, g = (f),
t

6 = ~0 O1 0~, et, naturellement, u ne dépend que de Z.

On désigne par l’espace de Banach des fonctions continues

sur valeurs dans muni de la norme uniforme et par F la

tribu borélienne de On désigne aussi par la famille

croissante des sous-tribu de ~ telles que chaque Et est engendrée par
des ensembles cylindriques jusqu’à l’instant t. Supposons de plus que

, pour tout t, Et vérifie les conditions habituelles par rapport à P
qui est la mesure de probabilité sur (Cn+1,F) déterminée uniquement
par la méthode analogue au paragraphe 1. Alors on a la

Proposition 3.1 Pour tout ueU, l’équation (3.4) a une solution et

une seule(toujours unicité en loi !). Sa loi ~ sur l’espace
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canonique (C~ ,~) est absolument continue relative à P: sa densité
sur ~~ est donnée par

(3.5) = 03B1t0(u) = exp{t0
= (03B8L), w = (w’) est un élément de Cn+1, et w est défini par

(3.6) dw~ = = 0.

En effet l’énoncé résulte du fait que L est bornée et u appartient à
jj. Notons que w~ est un mouvement brownien par rapport à sur

l’espace canonique (C~BF). Pour la commodité nous écrirons encore
B~ au lieu de w~ - /~ 

De plus il faut remarquer que (3.2) peut s’écrire

(3.7) J(u) = E~[h(T~)]= L(s,w,u(s,w))ds + 

où E~ exprime l’espérance par rapport à P~ et h est l’application de
[0,T]x R"~ dans R~ telle que h(t,x) = x~ + h(t,x) pour x = 
, x = (x1,...,xn), autrement dit, 

n+ n+1

(3.8) = w~ + 
En fait, = E~[w~ + = L(s,w,u(s,w))ds

+ B’ + = E~[/~ L(s,w,u(s,w))ds + 

puisque est un mouvement brownien et que le reste ne dépe-
nd que de w.

Définition 3.1 Nous allons définir la fonction de valeur W. dans
cette situation (cf.[5]):

(3.9) W. = 
v~UTt

Bien que l’application h ne soit pas non-négative, il est facile

de vérifier que Ë~~[h(T.w~)~~] est bornée intérieurement par une
fonction de L~(C~’B]~P~~). Donc on peut bien définir W. par (3.9).
Il résulte des arguements précédents (voir §2) que, pour tout t,u,

Wt est un élément de L1(Cn+1,F,Pu), F. - adapté, et W. ne dépend pas
de contrôle u jusqu’à l’instant t. Par conséquent, on a des théorèmes

(1)11 faut noter aue B. est un mouvement brownien par raDDort à
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analogues à ceux du §2 y ainsi:

Théorème 3.2 Les trois assertions suivantes sont équivalentes:

1) u* est optimal dans U,
2) une martingale uniformément intéarable,

3) pour tout t~O,

(3.10) W~ = 1 

En gênerai, pour tout est une sous-martingale.

Démonstration La démonstration est semblable aux démonstrations des

théorème 2.3, corollaire 2.4, et proposition 2.5 en remplaçant L par

0, h(t,x) par h(t,x) dans la définition 1.2 de la fonction de perte.

Plus précisément on a une expression explicite de W. de la mani-
ère suivante:

Proposition 3.3 Si u* est optimal alors W~ vérifie l’égalité:

(3.11) W~ = W~ + ~ L(s,w,u~(s,w))ds + B~ p.s.(P),

où W. est définie par (2.7) et B’ = (B.*) est un mouvement brownien à

une dimension relative à défini par l’équation différentie-

lle stochastique (3.4).

Démonstration Si u* = u*(s,w) est optimal alors, d’après le théorème

3.2,

W~ = = + 

= E~t/~ L(s,w,u~(s,w))ds + + 

= B~

= + ~ + B~ p.s.(P).

En effet, le terme /~ L(s,w,u*)ds + ne dépend que et

est un mouvement brownien par rapport à (E-~~ )’ En utilisant
la proposition 2.5, le résultat découle immédiatement.

Le théorème suivant assure que si u* est optimal alors W~ est
représentée comme intégrale stochastique relative au mouvement brow-

nien de l’équation (3.4) donc W+ est une martingale continue.
Soit ueU, on a alors le

Théorème 3.4 Toute martingale M+ par rapport à représen-
tée comme intégrale stochastique relative au mouvement brownien B =

(Et) de (3.4) associé à u. Autrement dit, il existe une fonction

(~(t,w) prévisible par rapport à telle que et
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(3.12) Mt = M0 + t0(03C6s,dBs) = M0 + t0 03C6isdBis p.s.(P).
Dans ce cas là on dit que B = (B..) a la propriété de représenta-

tion prévisible par rapport à (F.,P ). En génégal, soit un

espace probabilisé et (z~.) une famille croissante des sous-tribu

vérifiant les conditions habituelles.

Définition 3.2 (Jacod[11], Yor[16]) On dit qu’une martingale N = (N.)
a la propriété de représentation prévisible par rapport à (x.~) si
toute (03A3t, ) - martingale réelle bornée M = (M.) peut s’écrire:

(3.13) M~ = M~ + p.s.(p),

où 03C6 est un processus (Z..) - prévisible, convenablement intégrable.
Le théorème 3.4 résulte du lemme bien connu suivant (voir [11],

[12H: ~
Lemme 3.5 Soit une martingale vérifiant les conditions de la défini-
tion 3.2. Soit ~ une mesure absolument continue par rapport à P telle

que 
t 

= L.. Si la crochet N,L > existe y alors

(3.14) Nt = Nt - t0 1/Ls- dN,L>s
est une martingale ayant la propriété de représentation prévisible
par rapport à ( E-., B~).

Démonstration de Théorème 3.4 Admettant le lemme 3.5, l’énoncé est

immédiat. En effet, il suffit de prendre = (Cn+1,F,P), N. =
w~, où w. est le mouvement brownien de (3.6) par rapport à 

~ = et L~ = == ~(u). Alors, d’après le lemme 3.5, ~
==t

= t - t0 03B1s0(u)-1 03B1s0(u)03B8sds = w. - t0 03B8sds = B. a la propriété de

représentation prévisible par rapport à (F~yP~) .
Le théorème 3.2 et 3.4 entrainent immédiatement un résultat

relative à W... 
Proposition 3.6 Soit u~ un contrôle optimal. Alors il existe (~

processus (?~.) - prévisible tel que

(3.15) W~ = + p.s.(P),

où B~ = (B~) est le mouvement brownien de (3.4) associé à u~.
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Remarque 3.1 pu = Pv => pu = Pv(voir les définitions (1.10), (3.5)).

Ceci découle de ce que pour tout Ae~,
= où (C~~-.F) = 

Or, = AxCl dPu/dP.dP(w,w’) = 

= j i ~ pU(A),

oùa~(u,w,w’) = L(s,w,u(s,w))dw’ - 

De même, on a = Par conséquent il est immédiat que

pour tout = 

§4. APPLICATION AU CAS ?1%RKOVIEN

Dans ce paragraphe on se donne une équation différentielle stoc-

hastique du type markovien comme système de contrôle.

(4.1) 
= + T,

(4,1) ~ 
Xo = 

où B = est un mouvement brownien à n dimensions. Soit

U un ensemble ouvert dans Les notations suivantes seront

utilisées tout au long de ce paragraphe: T est un temps fixé (fini);

Q~ = (0,T) x R~; Ç~(D) est la classe des fonctions continues admett-

ant des dérivées partielles continues de tous ordres = j sur D, D
étant un ensemble ouvert dans R ; pour QCR~B , est l’ensemble

des ~(t,x) telles que i,j=l,...,n, sont
1 1 J

continues sur Q; Ç~~(Q) est l’ensemble des appartenant à

Ç~~(Q), satisfaisant en outre à la condition polynomiale; ~(t,x)!=
pour tout (t,x)eQ, où c et k sont deux constantes positiv-

es. On suppose que les coefficients de (4.1) satisfont aux conditio-

ns suivantes:

A) g = g(t,x,u): Q~x u - R~, U), c, i g~t 1 +

c, où g = (~g/~xi),1~i~n, g = 
B) a = o(t,x): Q ~ Rn x Rn(matrice carrée), |03C3(t,0)1 ~ c,

c, est une matrice définie positive.

Soit W la classe des fonctions ~= ~(t,x):
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(4.2) Y’ = = ~(t,x);Q ’ ° -~ U, ~ ~ est borélienne}.

Rappelons la définition 1.1 de la classe admissible des contrôles U
et posons

(4.3) U’ - {u = u(t,w)eU; tO,TJ x il existe un élément ~ 
~ 

tel que pour tout (t,w), u(t,w) - 

Proposition 4.1 Sous les conditions A) et B), pour tout élément ueU’
il existe une solution faible de l’équation (4.1) et une seule(toujo-
urs en loi !). De nlus il est bien connu que cette solution est un

processus de Markov possédant une densité de probabilité de transiti-
on.

Soient L et h des applications de ~°x U dans R+ et de Q° dans R
respectivement, satisfaisant aux conditions suivantes:

C) c(l + + u~ 2) ~
D) h(t,x); c(1 + 
où c est une constante positive.

Remarque 4.1 Bien aue dans ce cas L et h ne soient nas bornées, y si

on réstreint la classe admissible U des contrôles , alors on peut
avoir les même résultats à propos des W (t), W(t), e.t.c.,aue §2 et

§3. En effet, prenons U* = {ueU; |u(t,w)|2 ~ k(1 + | wt| 2), pour tout
(t,w)}, k étant une constante positive, alors l’ensemble 1 f(uiv);

} est relativement complet et W(t) sera bien définie (voir
(3.9)). Donc nous écrirons encore U au lieu de U*pour la classe adm-
issible des contrôles.

Définition 4.1 La fonction de perte est donnée par

(4.4) J(u) = + h(T,XT)J,
où X = est une solution de (4.1) sur un espace probabili-
sé quelconque et l’espérance est prise pour cette mesure.

Mais il faut noter que d’après l’unicité de la solution de (4.1) J(u)
peut s’écrire uniquement:

(4.5) J(u) = + 

ici Eu désigne l’espérance relative à Pu où Pu(.) - y(Xe.) est une

mesure de probabilité sur l’espace canonique (voir la remar-

que 1.2)
Posons pour tout ueU,
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(4.6) Au(s) = aij(s,y)~2/~yi~yj + gi(s,y,u)~/~yi,

j=1
où a = (aij) = est une matrice symétrique définie positive. Le
théorème suivant est connu sous le nom de "principe de Bellman".

Théorème 4.2 Soit V = V(s,y), (s,y)eQ°, une solution de l’éauation
de Bellman:

(4.7) 0 = ~V/~s + + L(s,y,v) }, 
v~U =

avec la condition au bord

(4.8) V(T,y) = h(T,y) pour tout 

telle que V est continue sur QO. Alors:
1) pour tout t>0, tout uEU’,

(4.9) V(t,w ) ~ pour tout vEUT, est donnée en (2.3)

, et pour t = 0, V (0, x) ~ J(v) pour tout veU,

2) Si est tel que

(4.10) + L u* (s,y) = + L(s,y,v)} , pour tout (s,y)
- 

v~U

alors pour tout 

(4.11) L(s,w ,u~(s,w ) )ds + 1 p.s. (P~"~),

si on pose t=0 dans (4.11) au dessus on a alors V(0,x) = J(u*). Par
conséquent u* est optimal dans U.

Démonstration D’après (4.7), pour tout élément U, on ~~.

0   àV(s,y)/às 2 + 
n 

¿ g. (s, y , u) x0 = +  aij(s,y)~2V(s,y)/~yi~yj +  gi(s,y,u)x
j=1

+ 

Remplaçons (s,y,u) par te(0,T), veU, on a alors
l’inégalité suivante:

(4.12) 0 ~ ~V(t,wt)/~t + aij(t,wt)~2V(t,wt)/~yi~j
j=1

n

+ gi(t,wt,v(t,wt))~V(t,wt)/~yi + L(t,wt,v(t,w)).
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Soient u et v des éléments arbitraires de U et pour tout soit

ut°v un élément de U, défini en(2.2). Pour tout t~0, en prenant l’es-
pérance conditionnelle de (4.12) par rapport a (Put°v,Ft),

Eut°v[Tt L(s,ws,v(s,w))ds|Ft| ~ - Eut°v[Tt{Vs(s,ws) + Aut°v(s)x

V(s,ws) ]ds|Ft| = - Rut°v[v(T,wT) - V(t,wt)|Ft| = V(t,wt) -

Eut°v[h(T,wT)|Ft| p.s.(Put°v),
Ici nous avons utilise la formule d’Ito pour V puisque 

et

la condition (4.8). Finalement, pour tout 1=0, tout on a

(4.13) 

Mais le membre de droite est la définition de 
de (2.3). Si on

met t=0 dans l’inégalité ci-dessus, pour tout v~U, on a alors:

V(0,x) ~ + = J(v).

Donc l’enoncé est établi. Maintenant, on va démontrer 
l’énoncé 2).

Pour u*~U satisfaisant à. (4.10), 
’

L(s,~,u~,w~))ds + h(T~)!F~] = - Ë~[/~Vg(s,w~) +
+h(T,~ .,

= - E" tV(T,~) - +

E~[h(T,w~))F~] =V(t,w~) p.s.(P~).

Par conséquent on a la formule (4.Il). Si on fait t=0 dans cette

égalité alors V(0,x) = J(u~). D’âpres l’énoncé 1), J(u~) 
= V(0,x)

=~ J(v) pour tout veU, alors u* est optimal dans ~.

Remarque 4.2 1) II faut remarquer que inf J(v) = inf J(v). Comme U’
v~U’ V~U

0 d’après les définitions de est clair que inf J(v) ~
v~U’

inf J(v). Toutefois, la relation inverse est aussi immédiate 
du thé-

VEg
orème 4.2. Il résulte de ces arguements qu’il suffit de considérer

des contrôles appartenant à est plus petit que ~) lorsque les

conditions du théorème 4.2 sont vérifiées.

2) Ce théorème donne une condition suffisante pour qu’un contrôle

admissible u~ soit optimal. Or, sur le problème de l’existence de la
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solution de l’équation de Bellman (4.7) et de l’existence du contrôle

optimal, il y a jusqu’à présent quelques résultas (voir Fleming et.
Rishel[61 chapter VI, § 6 ) .

Nous allons préciser les résultats dans le cas markovien pour

pouvoir les appliquer plus facilement à quelques exemples. Rappelons

que lorsque un contrôle admissible u* est optimal, alors, d’après la

proposition 2.5, pour tout t~0,

(4.14) Wt = inf Ev[Tt L(s,ws,v(s,w))ds + h(T,wT)|Ft|
v ~UTt

= Eu*[Tt L(s,ws,u*(s,ws))ds + h(T,wT)|Ft| p.s.(Pu*).

Cependent, d’après (4.11), est égale à V(t,wt) lorsque les condi-
tions du théorème 4.2 sont vérifiées. De même pour définie en

(2.13), on a:

(4.15) yY’,~(t) = + lt 
Comme d’après la formule d’Ito, on a alors

(4.16) W’u*(t) = V(0,x) + t0{Vs(s,ws) + Au*(s)V(s,ws)}ds +
t0(Vy(s,ws),03C3dBs) + t0 L(s,ws,u*(s,ws))ds

= V(0,x) + t0(Vy(s,ws),03C3 dBs), p.s.(Pu*).

Ici nous avons utilisé (4.7) et (4.10). Il faut remarquer que V(0,x)
=J(u*) = inf J(v) = W = ~Yû~(0). Finalement on peut résumer ainsi ce

veU 
ou

qui précéde:
Théorème 4.3 Sous les conditions 1) et.2) du théorème 4.2, si u*eU’

est un contrôle admissible qui est optimal et qui vérifie la formule

(4.10), alors la fonction peut s’écrire (4.16).

Par conséquent on a une formule explicite de dans le cas

markovien et la formule (4.16) justifie l’écriture de comme

intégrale stochastique relative à lorsque u~ est optimal.
Plus généralement, d’après la proposition 3.3 et (3.11), on a le ré-
sultat suivant:

Corollaire4.4 Sous les conditions du théorème 4.3, Wt donnée en
(3.9) peut s’écrire:

(4.17) B’ 
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où Et = est le mouvement brownien sur l’espace canonique

à valeurs dans Rn+1, déterminé uniquement par l’équation
différentielle stochastique (3.4) associé à u = u*. Par conséquent
dans ce cas, 03C6* définie en (3.15) est égale à Yy(s,ws) .

§5. QUELQUES EXEMPLES

I. Le cas linéaire

Bien qu’il y ait quelques résultats relativement à l’équation de
Bellman (4.7) (4.8), il est en génégal difficile d’obtenir une solut-
ion explicite. Poutant dans le cas linéaire on peut avoir facilement
une solution explicite de cette équation. Supposons que l’on se donne
un système linéaire des équations différentielles stochastiques:

(5.1) 
= 

XO = 

et la fonction de perte:

(5. 2) J (u) = + uiNtut X’TDXT],
où X’(u’) désigne le vecteur transposé de X(u), respectivement.
Supposons que

A) 6 = est une matrice carrée, définie posit-
ive,
F = (Fi . (t ) ) , G = sont des matrioescarrées

B ) M = (Mi . (t ) ) , D = (Dij(t)),0~t~T,1~i,j ~n, sont des matrices carr-
ées, définies nonnégatives, symétriques,
N = est une matrice carrée, définie posit-
ive, symétrique.

Dans ce cas il n’y a pas de contrainte, autrement dit, U = Rn.
Voici un résultat d’existence de la solution de Bellman que l’on peut
calculer aisément à la main.

Théorème 5.1 Posons

(5.3) v(s~Y) - + qs~ 
où K = est la matrice solution (unique ) de

l’équation de Ricatti munie de la condition terminale:

(5.4) dK/ds = - FK - kF’ + r~, D,

et q = (q s ),OsT, est définie par

(5.5) qS aij(s)Kij (s ) ds , a = oQ’ . .
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Alors V(s,y) est une solution de (4.7) (4.8), de plus si on pose

(5.6) u*(s,y) = - 

alors u*(s,y) vérifie la formule (4.10), donc, d’après le théorème

4.2, u(s,w) = u*(s,ws) est optimal.
Notons que u*(s,w) appartient à U’ (cf.1a remarque 4.1). De plus

on peut constateraisément que K = (K..(s)) est une matrice symétrique
.. ~ 13

et, si D est définie positive, alors K est aussi définie positive. En

différentiant des deux côtés de (5.3), on a alors

(5.7) àv/ày(s,y) = 

D’après le théorème 4.3, et Wt peuvent s’écrire:

(5.8) * V(o,X) + 2 

(5. 9) W~ = V (0,x) + 2 + Bl’ P.s. (pu*),

où 3*= (BEB+’) est le mouvement brownien sur (Cn+1,F) à n+1 dimensions
de l’équation (3.4) associée à u = u*.

Maintenant, nous allons démontrer unicité des lois optimales de

la manière suivante: soit u = u(t,w) e U et soit Ô = (B,B’) le

mouvement brownien à n+1 dimensions sur (Cn+1,F), déterminé par l’éq-
uation (3,4) associée à u, tandis que 1’équation (3.4) associée à u

peut s ’écrire:

" + + "o " X’

" 1 °°

Pour u*(s,y)défini en (5.6), de même on a l’équation associée à

u* car En comparant cette deux équations, fi* = (B*,B*’), le
mouvement brownien associé à u*, peut s’écrire:

dB*t = dBt + (03C3t)-1{Gtut - Gtu*t}dt, B*0 = B0 = 0,

dB*t’ = dB’t + {(ut)’Ntut - (u*t)’Ntu*t}dt, B*’0 = B’0 = 0.

Par conséquent, la formule (5.9) peut s’écrire:

"t " ~~°’~~ ~ 2 

+ B, + /Ô ((~ ),N ~ _ (~*),N t 0 S S S S S S

= V(0,X) + M~ + jt(2(K w , G u - G u*) ~ (~ N ~ )0 s s s s s s s’ s s
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où Mt = 2 B’ représente la partie de martingale

par rapport à de D’après le théorème 3.2, pour que u soit
optimal dans U il faut et il suffit que soit une martingale unifo-
rmément intégrable nar rapport à Donc u est optimal si et
seulement si la partie de variation finie de Wt est nulle. Autrement
dit,

~ 

pour tout (t,w) sauf des ensembles négligeables relative à la mesure
produite dt ~ dP. Posons Ut - ut = vt, alors on a:

(u,Nu) = (v+u~,N,(v+u~)) - (v,Nv) + 2(v,Nu*) + (u*,Nu*),

puisque N est une matrice symétrique d’après l’hypothese. Par conséq-
uent, on a alors

0 = 2(Kw,Gv) + (v,Nv) + 2(v,Nu*).

Notons que u~ = - d’après la définition de u~, (5.6),
alors

(Kw,Gv) + (v,Nu*) = (Kw,Gv) - (v,(G)’Kw) = 0,

par conséquent, (v,Nv) = 0. Du fait que N est une matrice définie
nositive d’anrès l’hypothèse il est immédiat que v(t,w) = 0 p.s. (dt0
dP). Finalement nous pouvons récapituler ce qui précède ainsi:

Théorème 5.2 Supposons que le système de contrôle et la fonction de
perte soient donnés par (5.1) et (5.2) respectivement avec les cond-
itions A) et B). Alors la loi optimale est unique, de plus il résulte
du théorème 5.1 que cette unique loi est où u* est défini en

(5.6).

Remarque 5.1 En ce qui concerne le contrôle stochastique dans le cas

linéaire, il y a beaucoup de travails jusqu’à présent, mais surtout
J.M.Bismut a montré dans.son article fll, l’existence et l’unicité du
contrôle optimal dans le cas où tous les coefficients mèmes sont des
variables aléatoires et de plus Q dépend du paramètre de contrôle.
Néanmoins il faut remarquer que notre résultat (le théorème 5.2) n’y
est pas compris puisqu’au début la formulation est différente entre
lui et nous.(cf. la remarque 1.2,(3) au §1.)

II

Considérons un exemple nonlinéaire déjà traité dans des articles
(I71,(81,~10~). Le système de contrôle est donné par l’équation diff-
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érentielle stochastique suivante:

(5.10) dXt 
= u(t,X)dt + 03C3tdBt, 0t~T

X0 = x~Rn,
et la fonction de perte par:

(5.11) J(u) = )ds + h(T, ~X~~ )~,
est une n-matrice carrée, définie

positive, et B = (Bi(t)), O~t~T, est un mouvement brownien à n dimen-

sions.

B) L = L(t,x) est une application de [O,TIx R~ dans R+(i.e.L--’0), mes-
urable en (t,x) et croissante en x pour tout t (fixé),

C) h = h(t,x) est une application i0,T1 x R~ dans R~ vérifiant les
même conditions que L.

On va définir la classe admissible des contrôles de la manière

suivante: on écrit si

i) u = u(t,w) est une application de [0,T]x en dans Rn, mesurable en
(t,w),

ii) pour tout t, u(t,.) est Ft - mesurable,
iii) u(t,w)£Sk pour tout (t,w), où Sk = 

Définition 5.1 On dit que u est un contrôle admissible si u apparti-

ent à Ub. On dit aussi que Ub est la classe admissible.
Remarquons que pour tout u~Ub il existe une et une seule(toujours en

loi !)solution faible de (5.10) puisque u est borné. Dans ce cas,

évidemment, la classe admissible Ub est plus petite que U ( cf. la

définition 1.1 au §1). Mais remarquons aussi que nous pouvons utilis-

er U au lieu de U dans les discussions précédentes (§1,2,et§3) du
fait que l’ensemble est aussi relativement complet.

Sur le problème de trouver un contrôle admissible u* minimisant

J’(u) dans U le théorème suivant est bien connu ([101):
Théorème 5.3 Soit ~~ l’application de Rn à valeurs dans Rn telle

que, pour tout x = (xl,...,xn)’ ,

(5.12) ~(x) = 
- kxi~ ~ x~ ’ si x ~ 0,

~- 
0 , si x = 0.

Alors u*(t,X) = 03C8*(Xt) est optimal dans Ub, où X = (Xt) est une solu-
tion de l’équation (5.10) sur un espace probabilisé associée

à u = u~. Par ailleurs cette solution est unique au sens des traject-
oires : donc elle est la solution forte de l’équation (5.10). ( cf.

, [7] )
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Comme dans cet exemple L apparaissant en (5.11) ne dépend pas du

paramètre de contrôle u,

(5.13) = inf 
b T )ds + +

)t 
t s i -t

ne dépend plus de u, on n’a donc plus besoin ni d’un espace probabil-
isé ni de W.. donnée en (3.11) mais il suffit de considérer
Wt ou Wt sur D’après le paragraphe 2, on sait que lorsque
u = u~(t,w) - ~~(w ) t défini en (5.12) est optimal, est

une sur-martingale et est une martingale uniformément

intégrable ( cf. le théorème 2.3, le corollaire 2.4). De plus on sait
aussi que u = u~ étant optimal, y Wt peut s’écrire

(5.14) + h(T,~ w ~ ) jF ~ , 
ou encore

(5.15) W’ = + h(T,~ w ~ ) 
Ces égalités correspondent à (2.12) et (2.13). Or, d’après le théorè-
me 3.4, u = u~ étant optimal, W est représentée comme intégrale sto-
chastique par rapport à B~ _ de la manière suivante: il existe

une fonction~ ~ prévisible par rapport à telle que

(5.16) 4Y’ = YI + .~( ~,dB~) 
ou B~ _ est le mouvement brownien de l’équation (5.10) associée
à u ==’ u~ .

Maintenant nous allons vérifier si u~ de (5.12) est unique dans

Ub. Désormais, supposons que cr = I, L ~ 0, Le lemme suivant est effic-

ace pour notre but. 
2 

n . 

2 u*
Lemme 5.4 Posons 03BEt = |wt| 2( = w1t| ), alors est un

processus de Markov. 
i=1

Démonstration Si u = u* alors l’équation (5.10) peut s’écrire:

(5.17) u~(t,w)dt + w0 = x,

mais, d’après (5.12), on a

.18 dw - - kwt 
i 

dt + 1~i~n w - x.(5.18) dw1t = - kwit |wt| dt + dB*it, 1~i~n, w., = x.

En utilisant la formule d’Ito, on a une équation différentielle

stochastique relative à ( ~t ) :
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(5.1Q) = - 2k(03BEt)1/2dt + 2(03BEt)1/2d03B2*t + ndt,
03BE0 = x2,

où S* = (st) est un brownien à une dimension, déf-

ini nar la formule suivante :

(5.20> dxj = 
( dU*) 

= si wt % 0,(5.20) d03B2*t = (wt,dB*t) |wt| = witdB*it |wt| , si wt ~ 0,

03B2*0 = 0, si wt = 0.

En effet, il est facile de voir que (St) est une martingale continue

dont la crochet 03B2*,03B2*>t est égale à t. Par conséquent 03B2* est un mou-

vement brownien à une dimension par rapport à D’après Yama-

da et Watanabe [151, on sait que l’équation (5.19) a une solution et

une seule en trajectoire. Donc il est naturel que l’unique solution

~t de cette équation est un processus de Markov.

Lemme 5.5 Il existe une fonction R+-~ R telle c~ue

(5.21) Wt = + J’t 0 
où W t est définie en (2.7) et fi(t,x) = h(t,x1/2) pour tout (t,x), x~O.
Démonstration Il faut noter aue Wt = Wt car Z=0 (cf.(2.11)). Pour
la facilité, y tout d’abord, discutons sur le cas où la fonction h ne

dépend pas de t. Soit P(t,x,dy) la probabilité de transition du proc-

essus 03BEt. Si £ - C1’2(Qo) (cf. §4) alors

= 

En fait, ici nous avons utilisé la formule d’Ito et l’équation diffé-
rentielle en arrière de Kolmogorov. Donc dans ce cas il suffit de

prendre c omme en (5.21). Il f aut remar-

quer que Dans le cas général l’énoncé découle
du fait que si ~t est un processus de Markov alors le couple (t,~t)
est aussi un processus de Markov.(Pour le détail, voir [3])

Soit u’ un élément arbitraire de Ub, d’après le théorème de
Girsanov, le processus défini par

(5.22) dSt - > + k} dt, Sb = 0,
est un mouvement brownien à une dimension sous Pu . En substituant
(S’) à (S*) dans la formule (5.21), on a alors
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Wt = (=W ) 0 + f t 0 
+ k} ds.

Il résulte du corollaire 2.4 que pour que u’ soit optimal il faut et
il suffit que Wt(=Wi) soit une martingale uniformément intégrable
relative à Par conséquent, il est immédiat que u’ est opti-
mal si et seulement si la partie de variation finie de membre de
droite est nulle. Si la fonction ne s’annule jamais sauf un
ensemble négligeable relative à la mesure ds g) dP , alors u’ est op-

timal si et seulement si ~) + k = 0 p.s.(ds ® Poso-

ns v = ut, alors = k~ +
0 p.s.(ds ~ dP~’). Par conséquent deux vecteurs v

et u* sont orthogonals, et ensuite il est immédiat que (v,v) = 0. En
effet, (u’,u’) = (u*-v,u*-v) = (u*,u*) + (v,v) = k2 + (v,v). Toutef-
ois, notons que (u!’,u’) ~ k2 car u’£yb{cf.la définition 5.1), donc
si alors (v,v) = 0. En récapitulant ce qui précéde, on a le

Théorème 5.6 Supposons que 03C3 = L et L = 0 dans les formules (5.10) et

(5.11). Si apparaissant dans (5.21) ne s’annule jamais sauf
un ensemble négligeable par rapport à ds @ dP alors la loi optimale
est unique, de plus il résulte du théorème 5.3 que cette unique loi
est où u* est défini en (5.12).

Remarque 5.2 D’après pour u = u*(t,w), définie en (1.11)
est adaptée. Donc s’il y a unicité de loi optimale alors
la loi optimale est mesurable.
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